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Die Ermittlung der Spannungen und Verformungen in Teilen
eines Diesellokomotivradsatzes bei Warmebeanspruchungen

Andreev, A. G., Garev, O. L., Manochin, V. A., Scepkin, A. V.

1. Einfiihrung

Der Radsatz einer Schmalspurdiesellok [1] besteht aus
Ridern und einem konischen Zahnrad, welche auf die
Achse aufgeschrumpft sind. Die Rider selbst bestehen
aus dem Radkérper und dem Radreifen. Vor dem Ver-
binden der Radsatzteile erfolgt eine Wirmebehandlung,
wobei induktive Heizgerite zur Anwendung kommen.
Wiihrend des technologischen Erwirmungsprozesses, bei
der Montage und wihrend der Erwirmung beim Brem-
sen entstehen instationire Temperaturfelder mit wesent-
lichen Gradienten, die Wirmespannungen hervorrufen.
In der vorliegenden Arbeit werden die Spannungen und
Verformungen in den Radsatzteilen wihrend der tech-
nologischen Erwirmung und der Erwirmung im Be-
triebszustand sowie infolge der Aufschrumpfung unter-
sucht. Dabei werden Optimierungsméglichkeiten fiir den
technologischen Erwirmungsprozefs diskutiert, wobei
Fragen der Festigkeit, der Technologie und des Energie-
verbrauchs beriicksichtigt werden.

2. Experimentelle Ermittlung der Temperatur
und der Verformungen in den Radsatz-
teilen

2.1. Experimentelle Ermittlung der Temperaturvertei-

lung im Rad beim Bremsen

Die experimentelle Ermittlung der Temperatur im Rad
beim Bremsen wird durch den instationiren Charakter

der Erwirmungs- und Abkiihlungsprozesses fiir das Rad,
die Notwendigkeit einer synchronen Temperaturmes-
sung fiir viele Punkte, den erschwerten Zugang zu den
Me6stellen auf dem Rad, die Drehungen und Schwin-
gungen des Rades wihrend des MeBivorganges und Pro-
bleme bei der Stromabnahme von einem rotierenden
System auf den feststehenden Teil des MeBisystems er-
schwert.

Die Temperatur wurde mit Hilfe von 28 Thermoelemen-
ten (Durchmesser 0,5 mm) bestimmt. Die Elemente
wurden in Bohrungen in den Ridern angebracht und
iiber eine Bohrung in der Achse mit zwei Stromabneh-
mern am Ende der Achse verbunden. Von diesen wird
das Signal iiber Kabel zur MeB- und Auswerteeinrich-
tung iibertragen (Bild 1). Das Anbringen der Thermo-
elemente an den Ridern und der Achse erfolgt mit an-
geschweiBiten Folienschlaufen. Die Elemente der Mefein-
richtung sind auf Bild 1 erldutert.

Es wurde ein Stromabnehmer erarbeitet [2], der in sei-
nen Abmessungen der Achsenbuchse der Diesellok ent-
spricht. Die Stabilitit seines Ubergangswiderstands
wurde fiir den notwendigen Drehzahl- und Temperatur-
bereich auf einen speziellen Priifstand getestet. Eine Er-
hohung der Stabilitit der Arbeit des Stromabnehmers
kann durch Verwendung von drei Kontaktpaaren ,,Rad
— Biirste” fiir jedes Thermoelement erzielt werden.

Die Ergebnisse des Eichens der Thermoelemente zeigten,
daE der Fehler der verwendeten Thermoelemente 3 Grad
im Bereich von 20 bis 300 °C nicht iiberschritt.
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Bild 1

Blockschaltbild fiir die Temperaturmessung im Rad wihrend
des Bremsens

1 — Thermoelement, 2 — Rad, 3 — Stromabnehmer, 4 — Wider-
standsthermometer TSP — 309, 5 — Klemmleiste des Oszillogra-
fen K—12-22, 6 — MeBblock fiir die Temperatur in den Kalt-

l6tstellen der Thermoelemente, 7 — Oszillograf K—12—22,
8 ;mBedliBnungspult fiir den Oszillografen, 9 — elektrische Zeit-
nahme, — Potentiometer P—39, 11 — Spannungsverteilu

leiste, 12 — Akkumulator e ngs-
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Bild 2

Temperaturspannungen in cinem Diesellokomotivrad beim Brem-
sen

o Radialspannungen 0y (experimentell)

X Umfangsspannungen O (experimentell)

——— Spannungen nach FEM (Variante A)

—— Spannungen nach FEM (Variante B)

Es wurden 65 Versuche mit verschiedener Bremsdauer
bzw. -charakteristiken, Gleisneigung, Zuggeschwindigkei-
ten, Druckverhiltnissen in den Bremszylindern, Waggon-
zahl und Zuggewicht durchgefiihrt. Die Temperatur
wurde wihrend der Erwirmung und der Abkiihlung des
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Rades gemessen. In Abhingigkeit vom Bremsreginie
schwankte die maximale Temperatur zwischen 110 und
210 °C, der Temperaturabfall iiber den Radius lag bei

- 50 bis 170 Grad, die Abkiihlungszeit auf 60 °C schwank-
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Bild 3

Blockschaltbild fiir dic Messungen auf dem Priifstand
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te zwischen 50 und 100 Minuten. Die Versuche zeigten,
daf der grofite Temperaturabfall iiber dem Radius bei
langen Bremsungen lag. Die Temperaturverteilung iiber
den Radius wihrend eines Versuches ist auf Bild 2 dar-
gestellt.

2.2. Ermittlung der Temperatur, der Verformungen
und der Verschiebungen im Rad auf einem Ver-
suchsstand

Ziel dieses Teils der Arbeit war die Simulation von wah-
ren Betriebsbedingungen fiir die Temperaturverteilung in
der Form eines analogen Temperaturfeldes in einer Ver-
suchseinrichtung. Dabei sollten auch die Verformungen,
Spannungen und Verschiebungen des Rades ermittelt
werden.

Die Versuchsdurchfiihrung wurde durch den instationi-
ren Charakter der Raderwiirmung, die Notwendigkeit der
synchronen Registration der in vielen Punkten gemesse-
nen GroBen, das Vorhandensein eines starken elektro-
magnetischen Feldes, die Radschwingungen wihrend des
Betriebs der induktiven Heizeinrichtung, den schwierigen
Zugang zu den Mefipunkten im Zusammenhang mit der
Lage des Rades in der induktiven Heizeinrichtung er-
schwert.

Die Versuche wurden auf der in Bild 3 gezeigten Ver-
suchseinrichtung durchgefiihrt. Die induktive Heizein-
richtung besteht aus einer Spule und 8 Eisenkérpern
[3]. Eine solche Anlage gestattet es, das Rad so zu er-
wirmen, wie es annihernd auch beim Bremsen vor-
kommt.

Zum Messen der Temperatur wurden 66 Thermoelemen-
te verwendet. Diese wurden an der Oberfliche (52 Ther-
moelemente) und in Bohrungen im Rad (14 Thermoele-
mente) angebracht. Als Registriereinrichtungen wurden
Potentiometer mit schnellem Aufzeichnungsgerit ver-
wendet.

Beim Erwirmungsprozef wurde die axiale Verschiebung
des Radreifens relativ zur Nabe mit Mefuhren gemessen.
Diese wurden auf einem starren Rahmen befestigt, der
auf 3 Punkten der Reifeninnenseite gelagert war.

Zur Ermittlung der Verformungen im Rad wurden
104 angelotete Hochtemperaturspannungswiderstinde
auf Folienbasis (Basis 10 mm) verwendet. Diese wurden



als 52 Rechteckgitter angeordnet. Bei jedem Gitter be-
fand sich ein Thermoelement. Jeweils 2 Widerstinde
wurden diametral am Rand befestigt. Zur Kompensation
des Temperatureinflusses auf die Widerstinde wurde eine
Korrekturmethode fiir die temperaturabhingigen Wider-
standséinderungen verwendet und die Kompensation des
Temperatureinflusses auf die Verbindungsdrihte mit
einer 3-Kabel-Schaltung vorgenommen [4}.

Zur Registration der Verformungen wurde speziell eine
Mefbriicke verwendet. Diese arbeitete geniigend schnell,
so dab eine ausreichende Mefigenauigkeit wihrend der
Erwérmungsphase des Rades gesichert war.

3.  Die rechnerische Ermittlung der Spannun-
gen und Verformungen in den Teilen des
Radsatzes

3.1. Der Berechnungsalgorithmus

Als Losungsverfahren wird die Methode der Finiten Ele-
mente verwendet, da diese die Beriicksichtigung der
komplizierten Geometrie der betrachteten Konstruktio-
nen gestattet. Da die Aufgabe axialsymmetrisch ist,
kann die gesamte Konstruktion durch Ringelemente mit
Dreiecksquerschnitt [5] approximiert werden. Die Lo-
sung erfolgt in Zylinderkoordinaten (r, z, ©). Die zuge-
hérigen axialsymmetrischen Verschiebungen sind u und
v.

Die Knotenverschiebungen des Finiten Elements werden
durch den Vektor

-
T
fe ={ul,V1,U2,V2,03,V3} . (1)

beschrieben. Die Verschiebungen im Element werden
durch lineare Polynome approximiert. Der Cauchysche
Verzerrungsvektor fiir Zylinderkoordinaten im Fall axial-
symmetrischer Aufgaben der Elastizitiitstheorie lautet
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Folgende Beziehung gilt zwischen dem Vektor der Kno-
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Die Parameter a;, b;, c; hingen von den Knotenkoordi-
naten r;, z; des Finiten Elements ab:

4 S NiZy — Iy 3z, hi=zj—zm, ¢ = Iy — 1y,

;wobei
i=1,23,
_ {i+1 (i#3) i—-1 (i#1)
] = . , m =
1 (i=3) 3 (i=1)

und A den Flicheninhalt des Elements darstellen. Das
Hookesche Gesetz lautet

= D1 (& - &) + 3, 3

mit [D] als Elastizititsmatrix fiir den isotropen axial-
symmetrischen Kérper

B v v
0
1 1-v 1—v -1
v
B pry
E(1-v) .
[D] = ———"——| symmetrisch| 1 0
(-2
d+r)(1-2v) o
2(1-7)

Die Steifigkeitsmatrix des Finiten Elements wird durch
numerische Integration ermittelt

[kle = sI[BIT[D][Bldy
= 2#[B(7,7)]T [D]I[B(F,Z)IT A
mit

?:(rl+r2+r3)/3, E:(Z1+Z2+Zg)/3

als Koordinaten des Schwerpunktes des Elements.

Die Niherungslésung konvergiert mit zunehmender Ele-
mentunterteilung gegen die exakte Losung [6]. Die Stei-
figkeitsmatrix des Gesamtsystems ist singuldr, da Starr-
koérperverschiebungen der ganzen Konstruktion in Rich-
tung der Symmetrieachse méglich sind, solange dies
nicht durch entsprechende Randbedingungen verhindert
wird.

Die Losung des Gleichungssystems

[K] f- F

das symmetrisch ist und Bandstruktur aufweist, erfolgt
nach [7] und liefert die Knotenverschiebungswerte des
Systems. Aus den Gln. (2) und (3) folgen die Spannun-
gen und Verformungen in den Elementen.

Die Temperaturverformungen innerhalb jedes E lementes
werden als konstant angenommen

¢e={ aer, a0, a0, 0} T

mit « als linearen Wirmeausdehnungskoeffizienten,

e =T —-T,, '

wobei T¢ die mittlere Temperatur im Element (Tempe-
ratur im Schwerpunkt) und T, die Umgebungstempera-
tur sind. Die Krifte, die durch die Temperaturverfor-

mungen hervorgerufen werden, miissen durch numeri-
sche Integration ermittelt werden

Fe = fBIT[D] "
= 2 [B(F,7)I" [D]{a@)“,a@“,()}TFA.

Bei der Ermittlung des Spannungs-Verformungszustan-
des, der durch die Pressung hervorgerufen wird, wird vor-
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ausgesetzt, daf die Pressung durch Relativverschiebun-
gen der Punkte an den Kontaktflichen realisiert wird.

Relativverschiebungen in z-Richtung und in Tangential-,

richtung sind nicht vorhanden. Die Kontaktfliche ist
zur z-Achse parallel. Fiir Elemente mit Knotenkoordi-
naten, die den Radius der Kontaktfliche nicht iiber-
schreiten, hat der Knotenverschiebungsvektor die Form
der Gl (1). Wenn das Element auf der anderen Seite der
Kontaktfliche liegt, z. B. der erste Elementknoten, so
gilt fiir den Knotenverschiebungsvektor

Je

fl ={ uy) +8, vy, uy, vy, U3,V3} T

mit § als GréBe des radialen Ubermafes. AuBerdem
wirkt auf das Element eine zusitzliche Belastung

Ff = ~[kI{ 5,0,0,00,0} 7.

Die Beriicksichtigung des Ubermaes in der Paarung Rad
— Achse geschieht unter der Voraussetzung, daf die
Achse als absolut starr angesehen wird. Damit wird die
Aufgabe darauf zuriickgefiihrt, daf Verschiebungen vor-
gegeben werden, die gleich dem radialen Ubermak an der
Kontaktfliche Rad — Achse sind.

Der beschriebene Algorithmus wurde in einem FOR-
TRAN-IV-Programm realisiert. Fiir die Berechnung
wurde eine EDVA ES—1033 verwendet.

Die Berechnungen wurden fiir ein lineares Gesetz zwi-
schen den Spannungen und Verformungen realisiert. Der
Elastizititsmodul betrug E = 2 + 105 MPa, die Querkon-
traktionszahl » = 0,33. Die Temperaturverteilungen wiih-
rend der Radmontage, dem Aufschrumpfen des Rades
auf die Achse sowie wihrend des Bremsens wurden ex-
perimentell ermittelt.

3.2. Spannungs-Deformationszustand des Rades wih-
rend der Montage und der Aufschrumpfung auf
die Achse

Fiir die Losung der Aufgabe iiber den Spannungs-Defor-
mationszustand des Rades wihrend des Erwirmens fiir
die Montage wurde ein Schnitt durch den Radkérper in
280 FElemente (175 Knoten) unterteilt, der Schnitt
durch den Radreifen in 130 Elemente (85 Knoten). Die
Linge eines Finiten Elements in Radiusrichtung betrug
im Scheibenbereich des Radkérpers 0,007 m, im Radrei-
fenbereich 0,01 m. Die Temperaturverteilung im Rad bei
der Montage und der Aufschrumpfung auf die Achse
wurde experimentell ermittelt.

Die Ergebnisse zur Berechnung des Spannungs-Deforma-
tionszustandes des Radreifens wihrend der Aufschrump-
fung auf den Radkérper sind in Tabelle 1 fiir verschie-

Tabelle 1

dene Zeitpunkte dargestellt. Dabei entspricht t = 5,2 min

dem Ende des Erwirmens des Radreifens, t = 6,2 min
dem Montagezeitpunkt und t = 11,6 min dem Prefibe-
ginn fiir Teile des Rades. Die Anfangstemperatur betrug
T, = 20 °C. In der Tabelle 1 sind die Werte fiir die Tem-
peratur T, die Umfangsspannungen o, die radialen Ver-
schiebungen u; (innere Seite des Reifens) und u, (éufere
Seite des Reifens) fiir die Kontaktfliche mit dem Rad-
korper (R; = 0,238 m) und die Rollfliche (Ry = 0,3 m)
sowie. die Maximalwerte der radialen Spannungen im
Schnitt fiir verschiedene Zeitpunkte angegeben.

Die Spannungsinderung im Radkorper bei der Montage
geschieht in zwei Etappen: die erste Etappe — vom Zeit-
punkt des Einsetzens des kalten Radkérpers in den er-
wirmten Reifen bis zum Zeitpunkt.ihrer Verbindung,
die zweite Etappe — vom Zeitpunkt der Verbindung bis
zum Zeitpunkt der Abkiihlung auf die Umgebungstempe-
ratur. Im Verlaufe der ersten Etappe entstehen Wirme-
spannungen im Radkéorper. Diese werden durch die Wir-
meiibertragung vom erwiarmten Reifen hervorgerufen.

Fiir die zweite Etappe ist das gleichzeitige Einwirken von
drei, miteinander gekoppelten Faktoren typisch: die wei-
tere Erwirmung der Seite des Radkorpers, die mit dem
Reifen Kontakt hat, ist fiir das Niveau der Wirmespan-
nungen bestinmend, die Anderungen der linearen Aus-
dehnungen des dufieren Durchmessers des Radkérpers,
der zu einer Erhéhung des Pressdrucks in der Verbin-
dung fiihrt, und die Abkiihlung des Reifens sowie die
Verringerung seines Innendurchmessers, was ebenfalls
zur Erh6hung der Pressung fiihrt.

Bei der Berechnung des Spannungs-Deformationszustan-
des des Rades wihrend des Aufschrumpfens auf die
Achse wurden 2 Varianten der Vernetzung verwendet:
Variante A (249 Knoten, 410 Elemente) und B (444
Knoten, 769 Elemente). Die Variante A (Bild 4 a) hat
im Scheibenbereich des Rades 10 Finite Elemente in
einer Reihe sowie mit einer Ausdehnung in Radiusrich-
tung von 0,007 m, die Variante B hat 16 Finite Ele-
mente in einer Reihe bei einer Elementlinge von 0,004 m
(im Bereich der erhohten Spannungen). In [8] ist gezeigt,
daf man befriedigende Ergebnisse fiir eine Vernetzung
im Scheibenbereich des Rades von 8 bis 12 Elementen
je Reihe erhalten kann.

In Tabelle 2 sind die Werte fiir den Spannungs-Verfor-
mungszustand des Rades wihrend der Montage und des -
Aufschrumpfens auf die Achse dargestellt: Umfangs-
spannungen 0g und Radialspannungen o, in dem am
stirksten .beanspruchten Bereich des Radkérpers (am
Innenradius R; = 0,18 m und am AuBenradius R, =

Spannungs-Verformungszustand im Radreifen wihrend des Erwirmens

und der Montage auf den Radkorper

R; = 0238 m Ry = 0,3m
t, min O, MPa
T.°C 0gMPa u,-103m u;+10%m T.°C og MPa
52 136 250 0,44 0.59 300  —150 25
62 196 100 0.53 0,6 280 - 100 15
116 199 50 0,49 0.52 235 - 30 5

18



Tabelle 2
Spannungs-Verformungszustand im Rad wihrend des Erwirmens
und der Montage auf die Achse

R;=0,18m T,°C

o

o MPa 09 MPa Oy, MPa U@,MPa Rl =0,238 m R2 =0,3m

Ry, = 0,057 m R,=0,14m
t, min
up* 103,m ug* 103,m T,°C
11,6 — 0,004 0,017 20 200 750
16,2 — 0,008 0,037 40 290 90
f - 0,033 0,006 20 -280 —280
t]+4.5 0,105 0,205 300 —-400 —400
12) 0,105 0,105 20 -—-240 -240
1)

Bild 4

Finite-Elemente-Netz

a) Rad

b) Zahnrad mit anschlicBender A chse

0,14 m), die maximalen und minimalen Verschiebun-
gen u; und uy in der Passungséffnung (R, = 0,057 m),
der Temperatur im Radkérper (R, = 0,057 m, Ry =
0,238 m) und im Reifen (Ry = 0,3 m). Die Ergebnisse
entsprechen den Zeitpunkten t = 11,6 min (Prefibeginn),
t = 16,2 min (10 min nach Montagebeginn), t = t; (das
Rad ist abgekiihlt, wobei t; dem Spannungs-Verfor-
mungszustand des abgekiihlten montierten Rad ent-
spricht). Die Spannungen im abgekiihlten Rad werden
durch ein radiales Ubermab 81 =0,38 - 10~3 m in der
Paarung Reifen — Radkérper hervorgerufen. Die zuliis-
sigen UbermaBiwerte betragen fiir diese Verbindung
(0,2bis 0,4) - 10-3 m.

180 450 175 235

320 -20 170 190
—440 -320 20 20
-850 350 74 54
—-600 —280 20 20

Die Montage des Rades auf die Achse erfolgt nach der
Erwirmung (4,5 min) des Rades im Bereich der Nabe. In
der Tabelle 2 sind die Werte des Spannungs-Verfor-
mungszustandes des Rades vor dem Erwirmungsbeginn
(t = t1), zum Zeitpunkt des Erwirmungsendes (t = t; +
4,5 min) und nach dem Abkiihlen des auf die Achse auf-
geschrumpften Rades (t = ty) angegeben. Das radiale
Ubermab in der Paarung Rad — Achse betrigt 0,95 -
10-3 m.

Auf Bild 5 sind mit einer Strichlinie die radialen Span-
nungen 0, und die Umfangsspannungen 0 an der inne-
ren und duBeren Radseite zum -Zeitpunkt des Erwir-
mungsendes vor dem Aufsetzen auf die Achse darge-
stellt. AuBerdem ist die Temperaturverteilung iiber den
Radius T zum Zeitpunkt des Erwirmungsendes ange-
geben. Die Vollinien entsprechen den Normalspannun-
gen im Rad, die durch die Ubermafipassung in den Paa-
rungen Reifen — Radkérper und Rad — Achse hervorge-
rufen wurden. Die Ergebnisse entsprechen der Vernet-
zungsvariante A.

Die Berechnungsergebnisse zeigen, daf die technologi-
sche Erwirmung sowie das Aufschrumpfen tatsichlich
zu plastischen Deformationen fiihren wiirde.

3.3. Wirmespannungen im Rad beim Bremsen

Die Berechnung von Wirmespannungen im Rad, die
durch die Erwirmung der Rollfliche beim Bremsen her-
vorgerufen werden, wird unter Verwendung der gleichen
Vernetzungsvarianten wie im vorhergehenden Fall durch-
gefiihrt. Das Rad wird dabei als monolithisch angesehen.
Auf Bild 2 sind die radialen Wirmespannungen o, und
die Umfangswirmespannungen 0g an der inneren und
duBeren Radseite dargestellt. Der Spannungs-Verfor-
mungszustand des Rades ist Summe aus Wirme- und
Montagespannungen. Letztere wurden durch das Auf-
schrumpfen des Rades auf die Achse und des Radrei-
fens auf den Radkorper hervorgerufen.

Die grofiten Zugspannungen in radialer und Umfangs-
richtung infolge des Einwirkens von Temperaturfeldern
entstehen an der inneren Radseite in der Umgebung der
Radnabe und an der Aufienseite in der Umgebung der
Radfelge. Aufgrund der Unsymmetrie des Radprofils
kommt es zur Biegung im Bereich des Scheibenteils.
Diese ruft an der Felge Radialverschiebungen u; = 0,51
+ 1073 m, u, = 0,42 * 103 m und Umfangsverschie-
bungen v; = — 0.01 - 10~3 m, v, =033 10-3 m her-
vor (der erste Wert entspricht der FelgenauBenseite, der
zweite Wert der Felgeninnenseite). Die Wirmespannun-
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Bild 5
Spannungen im Diesellokomotivrad

— —— zum Zcitpunkt des Erwirmungsendes
——— in den Prefipassungen Radreifen — Radkérper und Rad —
Achse
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Bild 6
Montagespannungen und -verschicbungen in dem  konischen
Zahnrad und der sich anschlicBenden Achse

gen fiihren zu einer Schwichung der Pafiverbindungen
(0,3« 1073 m fiir die Paarung Reifen — Radkérper und
0,15 — 0.4 + 10~* m fiir die Paarung Rad — Achse). Die
Ergebuisse zeigen, dafi die Voraussetzung, daf das Rad
monolitisch ist, Aiir “das angenommene Berechnungs-
schema zulissig ist, da das Ubermak in den Passungs-
stellen beim Erwiarmen nicht vollstindig verschwindet.
Jedoch ist zu beachten, daf die PaBverbindung schwi-
cher wird (sowohl fiir die Paarung Rad — Achse als auch
fiir die Paarung Radkorper — Radreifen). Die groBBen
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Wirmespannungen fiihren offensichtlich nicht zu plasti-
schen Verformungen, da sich Warmezugspannungen mit
Montagedruck spannungen iiberlagern.

3.4. Montagespannungen im konischen Zahnrad sowie
in den sich anschliefenden Achsabschnitten

Zur Berechnung des Zahnrads wird ein endlicher Ab-
schnitt der Achse betrachtet, wobei an der Symmetrie-
linie der Achse nur Verschiebungen in Achsenliingsrich-
tu..g zugelassen werden. Um den Einfluf der Zihne zu
beriicksichtigen, wird das Zahnrad durch einen volumen-
dquivalenten  Rotationskérper ersetzt. Berechnungen



zeigten, daf andere Moglichkeiten der Beriicksichtigung
der Zihne (Ersetzen durch einen Vollkérper oder voll-
standiges Ignorieren) zu keinen qualitativen Verinderun-
gen des Spannungs-Verformungszustandes des Zahnrads
und des sich anschlieBenden Abschnitts der Achse fiih-
ren. In der betrachteten Variante eines Schnittes durch
Zahnrad und den sich anschlieende Achsabschnitt
(Bild 4b) wurden diese in 596 Elemente (344 Knoten)
eingeteilt, wobei die Ausdehnungen eines Finiten Ele-
ments im Bereich der maximalen Spannungen 0,002 m
betrugen.

Die Berechnung des Spannungs-Verformungszustandes
des Zahnrads und des sich anschliefenden Achsabschnit-
tes erfolgte fiir den Fall, daf das Zahnrad durch die Pre6-
passung auf die Achse aufgesetzt wurde. Dabei wurde
ein maximal zulissiger Wert des radialen UbermaGes von
0,95 *+ 104 m angenommen. Auf Bild 6 sind die Ver-
teilungen der Umfangsspannungen 0g und der Radial-
spannungen 0., der radialen Verschiebungen u und der
Umfangsverschiebungen v fiir einen Schnitt durch Zahn-
rad und anschlieBenden Achsenabschnitt dargestellt.
Aufgrund der Berechnungsergebnisse zu den Montage-
spannungen in der Paarung Achse — Zahnrad lift sich
folgender Schluf ziehen: Plastische Verformungen treten
bei der Montage nicht auf. Jedoch mu§ zur vollstindigen
Charakterisierung des Spannungs-Verformungszustandes
die Belastung im Betriebszustand beriicksichtigt werden.

4. Optimierung der Erwirmung von Scheiben
mit verinderlicher Dicke

Die Methode der Montage durch Erwiirmung von Eisen-
bahnradsitzen gestattet auch die Formulierung einer
Optimierungsaufgabe fir die Erwdrmung von Ridern
zum Aufschrumpfen auf die Achse bei vorgeschriebenem
UbermaB. In Abhingigkeit vom Heizgerit kann sich das
Temperaturfeld in Richtung des Radius des erwiirmten
Rades in bestimmten Grenzen &dndern. Daher ist es von
Interesse, eine solche Temperaturverteilung zu ermitteln,
die ein vorgegebenes Ubermah garantiert und die Wirme-
menge minimisiert.

4.1. Formulierung der Optimierungsaufgabe

Als vereinfachtes Modell eines Rades mit komplizierter
Geometrie wird eine Scheibe mit verinderlicher Dicke
und zentraler Bohrung verwendet. Ein verbessertes Mo-
dell kann z. B. mit der FEM gefunden werden, jedoch
wird die Losung der Optimierungsaufgabe dann wesent-
lich komplizierter. Auferdem kann man fiir diesen Fall
keine analytischen Lésungen bekommen, die die quali-
tativen Besonderheiten des Verhaltens der optimalen
Losungen wiederspiegeln.

Es wird der thermoelastische Zustand einer Scheibe mit
veranderlicher Dicke unter den Bedingungen einer axial-
symmetrischen Erwirmung betrachtet und das Tempe-
raturinderungsgesetz iiber den Radius der erwérmten
Scheibe ermittelt. Letzteres soll eine vorgegebene Ver-
schiebung des inneren Radius der Scheibe sichern und
die auf die Scheibe wirkende Warmemenge minimisieren.
Dabei sollen die Normalspannungen begrenzt bleiben.
Die Scheibe wird als homogen vorausgesetzt und die Ma-
terialparameter sollen nicht temperaturabhiingig sein.

Die Dgl. fiir eine Scheibe mit veréinderlicher Dicke h (r)
lautet

- | s

d

< (orh) + (0, - 0g) 2 = 0. 7
Hier sind 0,(r), 0g(r) Radial- und Umfangsspannun-
gen, r der aktuelle Radius. Das Hookesche Gesetz hat
folgende Form

¢ - % (0, — vog) +aT(r)
1
€@ = B (0g—voy) +aT(r) mit
e = du U
T dr ’ S

als relative Verformungen in radialer und Umfangsrich-
tung, u(r) als Radialverschiebung, T (r) als Gesetz der
Anderungen des Temperaturfeldes, E, v als Elastizitiits-
modul und Querkontraktionszahl, « als linearen Wirme-
ausdehnungskoeffizienten. Unter Verwendung der Ab-
kiirzung

Q=o0.hr

geht das Ausgangsdifferentialgleichungssystem in die
Normalform iiber

dQ
i = a1 Q +aghu + agh,
du Q .
-d_—r—. = b1H+b2|1+b3 mit (5)
v E
:_’ :._’ :,_.E T’
ey " ag " ag a
by= Lo by =Y, by - (l+nal
1 rE 2 r’ 3 ’

Bei der Aufstellung von (5) wurde eine konstante Tem-
peratur iiber die Scheibendicke vorausgesetzt. Die Schei-
benrinder sind frei, daher lauten die Randbedingungen
fiir das System (5)

Q(rp) = Q(rg) = 0, (6)

wobei r}, ro Innen- und Aufienradius der Scheibe sind.
Das System (5) und die Randbedingungen (6) bilden die
Grundlage fiir die Wiarmespannungsanalyse einer Scheibe
verinderlicher Dicke.

Fiir die Erwirmung der Scheibe bei Nichtberiicksichti-
gung der Verluste beim Wirmeaustausch mit der Umge-
bung wird folgende Wirmemenge verbraucht

W = 2mpec rsz(r)h(r) rdr. @)
n

p, c stellen Dichte und spezifische Wirmekapazitit des
Scheibenmaterials dar. Die Minimisierung der Wirme-
menge erfolgt iibef die Variation des Temperaturvertei-
lungsgesetzes T (r), welches folgenden Einschrinkungen
unterliegt

T,() < T() < Ty (). (8)

T; (r), Ty (r) sind vorgegebene Funktionen. Sie werden
entsprechend den konkreten Erwirmungsbedingungen,
den Materialeigenschaften und dem Heizgeritetyp ge-
wihlt.
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Die Einschrinkungen fiir den Spannungszustand in der
Scheibe werden in der Form der Einschriinkungen fiir die
Spannungsintensitiit o;

2 _ 2 2 2
0 =0 +a@—aro@<ao )

formuliert. 6, ist der Grenzwert der Spannungsintensi-
tit. Die Bedingung (9) gilt fiir Materialien, aus denen Ei-
senbahnrider hergestellt werden.

Es wird gefordert, daB die Verschiebung fiir den Innen-
radius der Scheibe gleich einem vorgegebenen Wert &
sein soll:

u(ry)) -6 =0. 10)
Der Wert von § wird aus technologischen Uberlegungen
erhalten.

Die Optimierungsaufgabe fiir die Erwiarmung der Scheibe
besteht in der Ermittlung des Temperaturverteilungsge-
setzes T (r), wobei die Wirmemenge (7) bei der Erfiillung
der Randbedingungen (6) sowie den Festigkeitsein-
schrinkungen (9) und den technologischen Bedingungen
(10) minimiert werden soll.

Die Charakteristika des Spannungs-Verformungszustan-
des werden durch die Losung der Aufgabe (5), (6) defi-
niert.

4.2. Analytische Losungen

Im Rahmen der hier beschriebenen Vorgehensweise
konnten qualitative Aussagen zur Optimierungsaufgabe
fir Scheibenprofile, fiir die analytische Losungen be-
kannt sind, erhalten werden.

4.2.1. Scheibe konstanter Dicke

Fiir diese Scheibe ergibt die Integration des Systems (5)
folgende Losung

u@) = (1+9)2 fT(r)rdr+c1r+—2 1)
n
Fiir die Spannungen erhiilt man bei Beriicksichtigung von

11

[} :_.Eal }2Trd +E( 2__.].'_)

r 2 "1 l v l+v 27

- Ea L [ Trdr— EaT+E(—L+ 2 1(;2)
O, = ar_ r{ rdr — Ea (1 ” 1+Vr2

Die Integrationskonstanten ¢}, cp werden aus den Rand-
bedingungen (6) bestimmt. Das Einsetzen der entspre-
chenden Ausdriicke in (11) fiihrt bei Verwendung der
Bedingung (10) auf

2ar| r2 .
6 = ﬁ f Trdr. (ln;)
r2 - l'l r

Unter Beachtung von (7) lift sich (13) wie folgt auf-
schreiben

5 - . 1% W, (14)

Folglich hingt die Verschiebung am Innenradius der
Scheibe nicht von der Form des Temperaturfeldes ab,
sondern ist der Wirmemenge, die auf die Scheibe beim
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Erwirmen einwirkt, proportional. Daraus kann man den
Schluf ziehen, daf eine Optimierung der Erwirmung
von Scheiben konstanter Dicke nicht méglich ist.

4.2.2. Scheiben mit hyperbolischem Profil h (r)=""/r

m und n sind Konstanten. Dann erhilt man fiir diesen

Sonderfall statt (13)

5 i 7 ey +v) (15)
= C v J
R(epcp.vimirg) 1 o o
-1 -1
r;l r;2
(e1+1) 2o (1. 49) (e2+])
N n

2
t\/2—+l+vn R

R eine von den Werten ¢, cq,v, 1], ry abhingige Gro-
Be ist.
Das Funktional (7) lautet

]Tdr,

wobei

_n
C},Cy = E

r2
W =2mpem [ Trl-ndr. (16)
n
Die Integrale in (15) und (16) kénnen nur zusammen-
fallen, wenn ¢; = 1 und ¢y = — 1 sind, d. h. die Scheibe

eine konstante Dicke aufweist. In allen anderen Fillen
wird die Abhiingigkeit zwischen § und W durch T (r) de-
finiert. Somit verliert die Optimierung der Erwirmung
ihren Sinn.

4.2.3. Scheibe mit abschnittsweise-konstantem Profil

Bei der numerischen Berechnung von Scheiben verinder-
licher Dicke werden diese meistens durch eine ab-
schnittsweise-konstante Dicke ersetzt. Fiir diesen Fall
soll die Verschiebung am Innenradius u,, in Abhiingig-
keit von T (r) ermittelt werden.

Bei Verwendung der Losung (11) lassen sich eg = u/r
und die spezifische Kraft

N* =0,h/Eh (hy =h(ry))

auf dem i-ten Abschnitt wie folgt angeben

eg=(l+V)a;2—1- JTrdr + ¢ + :‘, a7
l‘l
h; 1 r h 1i C9
N*=—La= [Trdr+ — (—— —=1
r hy 2 K hy "1-» (1+v) 2

Die Konstanten S und cy; werden durch die Anfangs-
werte €g und N* auf dem i-ten Abschnitt ermittelt. Die
Bedingung (10) wird als Anfangsbedingung u (r;) aufge-
fafst. Dann gilt

) *
r = l'l ,!Ge(l‘l) = r—l- s Nr = 0 (18)

Unter Verwendung von (17), (18) und fiir den Fall, dab
die Konstanten c; und cy; ermittelt wurden, kann man
vom ersten zum zweiten Abschnitt iibergehen. Fiir eine
Scheibe, die aus zwei Abschnitten mit den Dicken hy
und hy besteht, gilt



a I3 o 1 h
— JrTdr+ s [-Q+v+1Q—» 1
2'2 20 ( )hz)

3
14w hy
(1——)]
2
r2
J Trdr = (19)
|
2
5 r h
——[l—v——~(1+v) Qtr—(1-») 4) L
4r) ro = 9
2 3
2 2
+ (1 hl 1+ g '
— (@) 4 - 2
2 r2 r3

wobei r}, r3 Innen- bzw. AuBenradius und rg der Radius
der Ubergangsstelle sind. Fiir hy = hy geht (19) in (13)
iiber. Fiir hy # hy gibt es keine explizite Abhingigkeit
zwischen 6 und W, d. h. die Optimierungsaufgabe verliert
nicht ihren Sinn.

Die Analyse von (19) zeigt, da fiir die Verschiebungen
am Innenradius die Erwirmung des Abschnittes mit der
groBeren Dicke entscheidend ist.

4.3. Notwendige Optimalititsbedingungen fiir Scheiben
verdnderlicher Dicke h = h (r)

Die notwendigen Optimalititsbedingungen fiir die oben
formulierte Optimierungsaufgabe werden auf der Grund-
lage des Pontrjaginschen Maximum-Prinzips [9] ermittelt.
Folgende Straffunktion fiir die Festigkeitsbeschrinkung
(6) wird eingefiihrt

I, ky=0
0, o

» Ui

>0

o

1, 0; < g, =
ky (r) ={ v kg (r) - [ - (20)

0, k1= 1

Die Einschrinkung (10) wird iiber einen Lagrange-Fak-
tor A erfaft. Das Qualititsfunktional fiir die Optimie-
rungsaufgabe lautet dann

I = f2[k1(r)°’217pch(r)T(r)r \
n

+ kg (1) (07 — 02)]dr +A[u(ry) -8]. (21)
Entsprechend dem Maximum-Prinzip [9] wird das Ha-
miltonfunktional und das entsprechende konjugierte
Differeptialgleichungssystem gebildet

dQ v -~  Eh_
ca—— p—gp— —— _k
dr rQ+ r " 2()
(2B2, _ (1-2)QE  2E%aT
r2 '2h r ’
du _ 1-»2
L e L PING 22)
=20 L 2(1 v ) (1-2v)
i EaT].
[ 2 h b r2 h2 O aT]

Die Randbedingungen fiir (22) erhilt man aus den Trans-
versalititsbedingungen. Sie lassen sich folgendermaken
aufschreiben

C’(l‘l) = —)\, 6([‘2) = () (2‘)

Das System (22) mit den Randbedingungen (23) bildet
die konjugierte Randwertaufgabe. Das optimale Tempe-
raturfeld T (r) wird aus der Menge der Ausgangsaufgabe
und der konjugierten Aufgabe ermittelt, wobei diese
durch die Maximum-Beziehung fiir das Hamiltonfunk-
tional H (T) gekoppelt sind

H(T) = ky (r)
[———EzaT E2 02 T2 — (1-2v) %EQT]
— [WEah + Q1 +v)a + 2ky () mpchr] T. (24)

In (24) wurden die Glieder, die von T nicht explizit
abhiingen, weggelassen.

Die Optimierungsaufgabe wird in der formulierten Form
numerisch geldst, wobei iterative Naherungen fiir die
variierte Funktion verwendet werden [10].

Qualitativ wurden die notwendigen Optimalititsbedin-
gungen in [11] untersucht. Sie stimmen gut mit den ana-
lytischen Losungen iiberein und verbessern die Lésungs-
beschrinkungen fiir diese Aufgabe.

4.4. Ein numerisches Beispiel zu den notwendigen
Optimalititsbedingungen

Es wird die Optimierung der Erwirmung einer Scheibe
betrachtet. Die Scheibe ist ein vereinfachtes Modell fiir
ein Eisenbahnrad (Bild 7). Die Berechnung erfolgte bei
verschiedenen 0,-Werten. Die optimalen Temperatur-
felder (Kurve 2, 3 auf Bild 7) wurden mit einem realen
Temperaturfeld (Kurve 1 auf Bild 7), welches fiir ein
Rad in einem induktiven Heizgeriit erhalten wurde, ver-
glichen.

Die numerischen Ergebnisse sind in der Tabelle 3 und auf
Bild 7 dargestellt. Bei 0, = oo (Optimierungsaufgabe
ohne Einschrinkungen fiir die Spannungen) konnte das
optimale Feld relativ schnell ermittelt werden. da die
Besonderheiten der Optimierung im Algorithmus be-

| —
/ %

2
1
zsaqv\
\
150
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X0 B MW rem
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Bild 7

Temperaturfelder des Eisenbahnradmodells

1 — fiirden Fall cines realen induk tiven Heizgerits

2 — optimales Temperaturfeld (ohne  Beschrinkungon  der
Spannungen)

3 — optimales Temperaturfeld (bei Beschrinkung dor Span-
nung 0, = 320 MN/m?)
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Tabelle 3

Losung der Optimierungsaufgabe fiir das Modell cines Eisenbahnrades

Temperaturfeld Wirmemenge, die
auf das Modell
wirkt Trmax Oimax >
W, | °c MN/m?2
reales, experimen-
tell ermitteltes
(fiir ein induktives
Heizgerit) 11160 280 309
optimales (fiir
g, = ) 6890 281 431
optimales (bei Be-
grenzung
0, = 320MN/m2) 7110 342 320

riicksichtigt wurden. Eine Abschiitzung zeigte, daf der
Umfang der Optimierungsaufgabe das 10 bis 12fache der
Analyseaufgabe betrug. Das Einfiihren von Einschrin-
kungen fiir die Spannungen 0, = o (07 — FlieBgrenze)
erhoht die Losungsdauer weiter und der Umfang der
Optimierungsaufgabe betrigt das 60 bis 100fache der
Analyseaufgabe (in Abhingigkeit von der Anfangsnihe-
rung fiir das Temperaturfeld). Fiir die Berechnung wurde
T, (r) = 0, T (r) = 350 °C, 0, = 320 MN/m? angenom-
men.

Die Analyse der numerischen Resultate zeigte, daf das
optimale Temperaturfeld (bei 0, = 320 MN/m?) einen
Wirmegewinn von 36,3 % im Vergleich zum realen Tem-
peraturfeld gibt. Das Maximum des Temperaturfeldes ist
in Richtung des dicksten Scheibenabschnitts verschoben.
Diese Ergebnisse werden durch die qualitativen Unter-
suchungen der notwendigen Optimalititsbedingungen
bestitigt.

Bei der Losung der Optimierungsaufgabe ohne Festig-
keitsbeschrinkungen betrigt der Wirmegewinn 38,2 %
im Vergleich zum realen Temperaturfeld. Dabei iiber-

schreitet die Spannungsintensitit nicht den Wert von
430 MN/m2.
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