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1. Problemstellung

Es gibt international eine Anzahl leistungsfihiger univer-
seller Finite-Element-Programmsysteme, mit denen stati-
sche und dynamische Berechnungen auch fiir sehr kom-
plexe praktische Bauteile durchgefiihrt werden kénnen
[1] bis [3]. Bemerkenswert ist, daB nur sehr wenige Sy-
steme Moglichkeiten zur Koppelung von Schalenelemen-
ten mit 3D-Elementen anbieten. Typisch fiir den Aufbau
vieler Bauteile des Maschinenbaus und anderer Industrie-
zweige ist aber gerade das Zusammenwirken von kom-
pakten mit diinnwandigen Strukturen (z. B. Verdichter-
laufrad: Tragscheibe — Schaufeln). Aber auch bei rei-
nen dinnwandigen Konstruktionen kénnen raumliche
Berechnungen notwendig werden, wenn in bestimm-
ten Ubergangsbereichen (z. B. Rohrverzweigung) genaue
Spannungswerte benétigt werden. Derartige Berechnun-
gen werden iiberwiegend vollstindig dreidimensional
durchgefiihrt, wobei ein sehr grofier Berechnungs- und
Modellierungsaufwand in Kauf genommen werden mus.
Ein weiterer Nachteil dieser Vorgehensweise ergibt sich
aus der im Vergleich zu speziellen Schalenelementen ge-
ringeren Genauigkeit der riumlichen Elemente (z. B.
20-Knoten Hexaeder) bei der Berechnung diinnwandi-
ger, iiberwiegend auf Biegung beanspruchter Konstruk-
tionen.

Eine effektive Berechnung komplexer Bauteile ist zu
erreichen, wenn die gleichzeitige Nutzung unterschied-
licher Elementklassen (z. B. 3D, Schalen, Balken, Stiibe)
auf der Grundlage mechanisch sinnvoller Verkniipfun-
gen moglich ist. Prinzipiell gibt es zwei Wege, um zu
einer mechanisch einwandfreien Verbindung . unter-
schiedlicher finiter Elemente zu kommen:

1. Koppelung mittels spezieller Ubergangselemente
2. Koppelung iiber Zwangsbedingungen

Um die Entwicklung spezieller Ubergangselemente hat
sich vor allem Surana verdient gemacht [4] bis [8]. So
hat er beispielsweise Elemente fiir den Ubergang zwi-
schen rotationssymmetrischen Ringelementen und Rota-
tionsschalen [4], 20-Knoten-Hexaederelementen und
dicken Schalenelementen (Ahmadsches Schalenelement)
[5], 2D- und Balkenelementen [6] sowie Erweiterungen
zur Berechnung geometrisch nichtlinearer Probleme [7],
[8] angegeben. Ubergangselemente gehdren zu den Ele-
mentkatalogen der Systeme ADINA (20-Knoten Hexa-
eder/16 Knoten isoparametrisches Schalenelement) und
ASKA (27-Knoten-Hexaeder/dickes Schalenelement) [1].
Die fiir eine unkonventionelle Realisierung von Netzver-
feinerungen entwickelten Ubergangselemente (Ubergang
von einem auf zwei oder vier Elemente) sind in diesem
Zusammenhang ebenfalls zu nennen [9] bis [11].
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Die Entwicklung spezieller Ubergangselemente, ihre
programmtechnische Realisierung und ihre Nutzung
im Rahmen eines vorhandenen Programmsystems ist
mit erheblich groferen Schwierigkeiten und einem
hoheren Aufwand verbunden als die Koppelung der
Elemente mit Hilfe von Zwangsbedingungen. Entschei-
dend ist jedoch, daf sich die Ableitung theoretisch
einwandfreier Ubergangselemente als sehr kompliziert
erweist und fiir viele praktisch wichtigen Fille (insbe-
sondere fiir die Koppelung von 3D-Elementen mit diin-
nen Schalenelementen) keine Lésungen bekannt sind.
Die Alternative dazu besteht in der Einfiihrung von
Zwangsbedingungen zwischen den unterschiedlichen fini-
ten Elementen und Modellen dergestalt, daf eine mecha-
nisch sinnvolle Koppelung erreicht wird. Die Erfiillung
der Zwangsbedingungen mittels Penalty-Methode hat
sich im Hinblick auf die rechentechnische Realisierung
als besonders effektiv erwiesen [12]. Sie wird beispiels-
weise im FEM-Programmsystem COSAR [3] fiir die Ein-
arbeitung nahezu aller in diesem System implementier-
ten geometrischen Rand-, Ubergangs- und Koppelbedin-
gungen benutzt.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, wie das 20-
Knoten-Hexaederelement mit dem Semiloof-Schalen-
element [13] gekoppelt werden kann. Das Schalenele-
ment kann dabei eine beliebige Lage auf der Oberfla-
che des Raumelementes einnehmen, mub jedoch inner-
halb dieser Fliche liegen. Die Vorgehensweise lifit sich
auf die Koppelung anderer Elementtypen iibertragen.
Die nachfolgend dargestellte Koppelstrategie wurde im
Rahmen des Programmsystems COSAR realisiert und
getestet und steht fiir die praktische Nutzung zur Ver-
fiigung.

Im FEM-Programmsystem PMD ist ebenfalls eine Zwangs-
koppelung zwischen Hexaeder- und Semiloof-Elementen °
realisiert [14]. Allerdings ist die Koppelung des Schalen-
elementes nur auf der Seitenkante oder der Mitte einer
Vierecksseite des Raumelementes méglich.

Erste Anregungen zur Realisierung einer Koppelung
Hexaeder-/Semiloof-Element erhielt der Autor des vor-
liegenden Beitrages von S. Ptak [15].

2. Zwangskoppelung  20-Knoten-Hexaeder-/
Semiloof-Schalenelement

2.1. Elemente

Das isoparametrische Hexaederelement mit 20 Knoten-
punkten (siehe Bild 1) ist international das am hiufig-
sten fiir 3D-Berechnungen eingesetzte finite Element
[1]. Im Programmsystem COSAR gibt es fiinf weitere
Raumelemente, die durch Degeneration aus dem Hexa-



eder abgeleitet wurden [16]. Die Koppelung mit den
Schalenelementen soll prinzipiell auf allen Seitenfli-
chen der Raumelemente méglich sein. Weniger weit
verbreitet sind die Semiloof-Schalenelemente (Dreieck
und Viereck) [13]. Sie haben sich jedoch im Programm-
system COSAR fiir die Berechnung diinner Platten und
Schalen als auBerordentlich leistungsfihig erwiesen
[17] und sind daher in diesem System die Standard-
elemente fiir Schalenberechnungen (siehe Bild 2). Es
handelt sich um nichtkompatible Elemente, die an den
Eck- und Seitenmittenknoten jeweils 3 Verschiebungen
und an den beiden Gaufi-Punkten auf jeder Seite den
Biegewinkel um den Tangentenvektor als Freiheitsgrade
aufweisen.

Bid 1
Isoparametrisches 20-Knoten-Hexaederelement
mit 60 Freiheitsgraden (Typ: HK 60)

5 Frerherfsgrade am
Serfenmittenknolen

3 Freiheitsgrade am
Echkknolen

Bild 2
Viereckiges 8-Knoten-Semiloof-Schalenelement
mit 32 Freiheitsgraden (Typ: SLRK 32)

2.2. Penalty-Methode

Die Zwangsbedingungen fiir die vorliegende Problemstel-
lung lassen sich als Funktion des Ortes x und der Frei-
heitsgrade v (Verschiebungen, Biegewinkel) in der Form

z(x,v) =0 auf 0 (1)

darstellen (0-Kontaktfliche). Das Minimum des elasti-
schen Potentials

IT - lvT Kv—vTf
2
(K — Steifigkeitsmatrix, f — Kraftvektor) unter Wir-
kung der Zwangsbedingung (1) kann durch Minimierung

des zusammengesetzten Funktionals

x:%vl‘Kv-~va+%aszzdo—»Min. )
o]

erreicht werden. Dabei bezeichnet a die Penalty-Zahl,
deren Grobe die Genauigkeit der Erfillung von (1)
steuert. Wenn sich die Zwangsbedingungen in der Form

z(xv) = Z(x) v=0 3)

darstellen lassen, fiihrt die Minimierung von X beziiglich
der Freiheitsgrade v zu

(K Kp)v=1 (4)
mit der Zusatzsteifigk eitsmatrix
K,=a [ZT (x) - Z(x) dO. (5)
o

Diese Zusatzsteifigkeitsmatrix kann auf dem iiblichen
Weg (wie eine Elementsteifigkeitsmatrix) in die Sy-
stemmatrix eingespeichert werden.

2.3. Formulierung der Zwangsbedingungen

Es wird angenommen, dab eine Seitenkante des zu
koppelnden Schalenelementes vollstindig innerhalb der
Grenzen einer Seitenfliche des 3D-Elementes liegt,
dort aber eine beliebige Lage einnehmen kann (siehe
Bild 3). Auf einem Punkt P der Beriihrungslinie der

Bild 3
Anschluf des Schalenelementes an eine Seiten-
fliche des Hexaederelementes

Schalenmittelfliche mit dem Raumelement ist ein loka-
les kartesisches Koordinatensystem x'; so definiert, daf
die Achse x’; mit der Normalen an die Seitenfliche
identisch ist, x'9 die Richtung der Tangente an die
Beriihrungslinie hat und x's senkrecht auf der durch
x'1 und x'9 aufgespannten Ebene steht (x'9 und x'3
liegen daher in der Tangentialebene der Seitenfliche
des Raumelementes im Punkt P). '

Die Zwangsbedingungen lassen sich fiir die hier verwen-
deten Elementtypen in folgender Form angeben.

uy 1 o |
z(xv) = ug — ug =0
u3 u3 (6)
ouy N
0x3
~ 3D “Semiloof
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Bei Schalenelementen, die als Freiheitsgrade auch die
Biegewinkel um die Achsen x'| und x's enthalten,
kann es zweckmiBig sein, auch fiir diese Freiheitsgrade
Zwangsbedingungen zu formulieren. Eine Ubertragung
der Biegewirkung um diese Achsen wird jedoch nihe-
rungsweise stets iiber die Koppelung der Verschiebun-
gen erreicht. Einsetzen der Formfunktionen des Raum-
elementes und des Semiloof-Elementes in (6) (unter
Beachtung der erforderlichen Transformation) liefert
Zwangsbedingungen der Form (3), so dab eine Berech-
nung der Zusatzsteifigkeitsmatrix nach (5) erfolgen
kann. In den Vektor v gehen simtliche Freiheitsgrade
der zu koppelnden Elemente ein. Die Auswertung
des Integrals (5) iiber den Kontaktbereich stellt sich
als duBerst kompliziert dar und kann nur numerisch er-
folgen. Die numerische Integration wird hier umgangen,
indem die Zwangsbedingungen (6) im Sinne der Kollo-
kationsmethode an einigen Punkten der Koppelfliche
exakt erfiillt werden. Um die Anzahl der an der Formu-
lierung der Zwangsbedingungen beteiligten Freiheits-
grade und damit den numerischen Aufwand zu redu-
zieren, werden folgende Kollokationspunkte gewihlt:
— die 3 Knotenpunkte des Semiloof-Elementes fiir die
Zwangsbedingungen der Verschiebungskoppelung,
— die 2 Gaub-Punkte auf der Seite des Semiloof-Ele-
mentes fiir die Zwangsbedingung der Biegewinkel-
koppelung.
Vom Semiloof-Element und vom 3D-Element gehen so
nur die Freiheitsgrade der zu koppelnden Element-
seiten ein. Bei einer Koppelung Semiloof/3D-Viereck-
seite ergeben sich 35 Freiheitsgrade (die Matrix K, hat
das Format 35 x 35).
Mit den Formfunktionen der Oberfliche des Raumele-
mentes Gy *¥(¢1,62) (L=1 ...N, N-Anzahl der Knoten
auf der Fliche) und den Formfunktionen fiir die Appro-
ximation der Geometrie der Kontaktlinie des Semi-
loof-Elementes Nk(n) (K=1, 2, 3 entsprechen den
Knotennummern 9, 10, 11 in Bild 4)

“H-81) (1 —82) (~b1 2 -1)
=3(-£1) (1-83)

Ny=— %n (1-m)

Ng=1-n?

N3=gn(1+n)

lassen sich die erforderlichen Berechnungen ausfiihren.
Koppelung der Verschiebungsfreiheitsgrade

Die 9 Zwangsbedingungen (6) fiir die Verschiebungs-

freiheitsgrade an den Knoten des Semiloof-Elementes
lauten:

N
Z GL*(E1p F2p) wip, —uip=0 ™
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Bild 4
Lage der Koppelfliche auf der Oberfliche des
Hexaederelementes

Koppelung der Biegewinkel

Die zwei restlichen Zwangsbedingungen ergeben sich aus
der Koppelung der Biegewinkel an den GAUSS-Punkten
der Kontaktlinie (Bild 4):

il _9,=0  p=12,13 ®)
0x3 |p
Um die Ableitungen am Raumelement bestimmen zu
konnen, sind einige Transformationen erforderlich. Die
Lage des lokalen Koordinatensystems x') (Bild 3) ist
durch die Richtungskosinus cj; = cos(x', xj) bestimmt,
die sich folgendermaBen berechnen lassen (iiber gleiche
Indizes i, j, k ist von 1 bis 3 zu summieren):

g aXi—) -> aXl -

El—a—glei.tz—@ & 9)
N

xi= 2 GL¥*(51, &2) x, (10)
L=1
E2x )

X ,

= o (1)
l&2x £ |
0x;

7 :a_nl?i 12)
11

xi=Z Np(m)xp (13)
p=9 .
1

-, -

€ =y 1T 02 (14)

G = x€y=c56. (15)

Mit Hilfe der so bestimmten Richtungskosinus kann die
Transformation der Ableitung in (8) auf das globale
kartesische Koordinatensystem durchgefiihrt werden:

oy;
Ol 3%

aui

ax3 (16)

Um den Ausdruck (16) berechnen zu kénnen, muf noch
die Transformation auf das lokale §;-Koordinatensystem

erfolgen. Das geschieht mit Hilfe der inversen J acobl-
schen Matrix des Raumelementes:



h R
0x; 0%
9 9
oxy R | 35 17
0 9
i ang | 9f3 ]
mit
R=]-1 (18)

und den Elementen der Jacobischen Matrix

axl M aGL
== E _— X
Ja Ofk -1 O

M-Anzahl der Knoten des Raumelementes, Gi,-Form-
funktionen des Raumelementes.

Einsetzen der Formfunktionen der Vierecksfliche G *
in (16) liefert schlieflich

(19)

ouy N 3GL*
a—x:; = €1iC3; Rjkz Lo | UL : (20)

P p

Damit sind die Ableitungen in (8) durch die Knotenver-
schiebungen der Seitenfliche des Raumelementes aus-
gedriickt. Die beiden Zwangsbedingungen fiir die Biege-
winkel nehmen dann folgende Form an:

N 9Gp *(%; &)

c1ic3j Ry 2 ok - 9,=0 (21

p=12,13

Die 9 Gleichungen (7) und die 2 Gleichungen (21)
lassen sich in die Form (3) bringen, wobei Z das Format
11 x (3 N + 11) hat. Der Vektor v enthiilt bei einer Vier-
ecksfliche 35 an der Koppelung beteiligte Knotenfrei-
heitsgrade (siehe Bild 4):

vI :[\1111,“21’“31 ...ugg iujg,Ugg...uzy] 612 1913 ], (22)

Hexaeder Semiloof
Die Zusatzsteifigkeitsmatrix ergibt sich aus

Kz=a-2T2Z (23)

Ermittlung der lckalen Koordinaten eines Punktes P

In den Gleichungen (7) und (21) wird vorausgesetzt, daf
die lokalen &;,-Koordinaten des Punktes P bekannt sind.
Die Geometriebeschreibung erfolgt jedoch durch Ein-
gabe der globalen kartesischen Koordinaten x;j fiir die
Knotenpunkte des Schalenelementes. Nach dem iso-
parametrischen Elementkonzept gilt fiir einen Punkt P
im 3D-Element der Zusammenhang

M

mit den Formfunktionen Gy, [16]. Da die Gleichungen
(24) nicht nach den §; p aufgelost werden kénnen, wer-
den die lokalen Koordmaten iterativ als Nullstellen des
nichtlinearen Gleichungssystems

M

berechnet.

Fiir die Losung hat sich das Newton-Raphsonsche Ver-
fahren bewihrt, bei dem die Eip in der Regel mit 3 Ite-
rationsschritten (Startvektor £,=0, Fehlerschranke
€=10-3) aus folgender Rekursionsformel bestimmt
werden kénnen:

Eip+ 1 :Eip —Ji_jl f:i(zlp7¢4’2;>7‘§5’);>) (26)
M aGL
Jij= l X (27)
73 | T1E o |V
i,j=1,2,3

3. Testbeispiele

Die programmtechnische Realisierung von Zwangsbedin-
gungen der Art, wie sie im Abschnitt 2 beschrieben sind,
stellt im Rahmen des universellen FEM-Programmsy-
stems COSAR kein Problem dar [18]. Die Ursache da-
fir ist in der Konzeption von COSAR als ,,offenes”
System mit vielfilltigen Erweiterungsméglichkeiten (z. B.
Elementkataloge [17], Randbedingungen, Belastungen
usw.) zu sehen, die speziell durch Schnittstellen in der
Datenstruktur des rechnerinternen Modells und der
Programmstruktur unterstiitzt werden [19].

Der Nutzer muB fiir jedes Koppelpaar 3D-Element/
Schalenelement iiber Eingabedaten im Datenblock
++COUP die Zuordnung der Elementnummern und die
Beschreibung der Koppelfliche (Knotennummern) vor-
nehmen. Die Koppelvariante wurde umfassend getestet,
wobei zum Vergleich Rechnungen mit anderen FEM-
Vernetzungen und analytische Losungen benutzt wur-
den. Die Ergebnisse fir den Kragbalken nach Surana
[51sind nachfolgend ausfiihrlich dargestellt.

Kragbalken nach Surana [5]

Fir den im Bild 5 dargestellten Kragbalken ist in [5]
eine Vielzahl von Ergebnissen fiir die Verschiebungen
zusammengestellt, die unter Verwendung eines von
Surana entwickelten Ubergangselementes Hexaeder/
dickes Schalenelement erzielt wurden. Diese Ergeb-

10 20- Knofen - Hexoederelernenfe

X3, Us X p
2 ¥ Semiloof- Schalenelemente t p
ST Y~ 4/ g
Xy, Uy 3 f
2 10

Koppelung 3D/Semiloof

E-3 10° ,,:J,,.,z Lostfoll T - p, =3
p=0 Lastoll I = p = 12 10*

Langenangaben in mm

iR3=

Bild 5
Kragbalken nach Surana [5]
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Tabelle 1
Verschiebungen iiber der Lingsachse des Kragbalkens (Bild 5)
(x2=0, x3=0,35)

Lastfall

u; + 104 Modell

X1
[mm]
1,5 2,0 3,0 12,0
3D (grob) 0,456 0,804 61,216 3994 4
| u3 3D (fein) 0,456 0,835 62,24 39949
3D Semil. 0,456 0,804 61,376 4026,5
3D (grob) 86,2 1418 541,1 4141,0
I u 3D (fein) 87,06 150,1 547.,6 4149,2
3D Semil. 85,7 148 8 5488 41488
Tabelle 2
Verschiebungen iiber der Héhe des Kragbalkens (Bild 5)
(x1=2,0, x2=0)
Lastfall uj * 104 Modell X3
[mm] )
0 0,2 0,25 0,3
3D (grob) 0,239 0,135 0,131 0,129
I u] 3D (fein) 0,237 0,137 0,129 0,179
3D Semil. 0,239 0,135 0,131 0,129
3D (grob) 99,28 113,2 125,5 139.,4
II uj 3D (fein) 92,77 111,71 122,18 143,67
3D Semil. 90,07 1127 125,5 140,1

nisse werden nachfolgend mit der hier vorgestellten
Koppelvariante und zwei verschieden feinen vollstin-
dig dreidimensionalen Rechnungen verglichen. Bei der
groben 3D-Vernetzung entspricht die Elementauftei-
lung der Darstellung in Bild 5 (statt der Schalenelemente
werden lediglich gleich grofie Hexaederelemente benutzt,
die feine 3D-Vernetzung weist in Richtung der Achsen

x3 und x1 eine doppelt so feine Elementaufteilung auf.
Einige Ergebnisse sind in den Tabellen 1 und 2 und in
den Bildern 6 und 7 angegeben. Die mit der Koppelung
3D/Semiloof berechneten Ergebnisse stimmen gut mit
den 3D-Rechnungen iiberein. Die in Bild 7 zu erkennen-
de Abweichung der Verschiebungen uj in der unmittel-
_ baren Umgebung des Ubergangsbereiches von der kom-

(1]

E 03
3D
= 3D /Semiloof
ol SURANA [5]
o1
o]
o 2 4 6 8 10 12
— % mm]
Bild 6

Verschiebung in Richtung der Achse x3 aufgetragen iiber der
Lingsachse des Kragbalkens (Bild 5) infolge des Lastfalles I
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pakten zur diinnwandigen Teilstruktur sind eine Folge
der zu groben Vernetzung in diesem Bereich. Hier lie-
fert das genauere Ubergangselement von Surana offen-
bar etwas bessere Ergebnisse. Die Ergebnisse der Rech-
nung mit der Koppelung 3D/Semiloof stimmen sehr gut
iiberein mit der entsprechenden groben 3D-Rechnung.
Das trifft auch auf die Spannungen zu.

03
3D(fein)
~ %1 |
g SURANA [5] I
S i
i -
’ -
a 3D (grob)
3D/ Semiloof
a A A
o ot Q2 03 04
—— X3 [mm]
Bild 7

Verschicbung in Richtung der Achse x] aufgetragen iiber der
:::;;ll;el des Kraghalkens (Bild 5) bei x} =2 mm infolge des Last-



Weitere Testbeispiele

Einige weitere Beispiele zum Test der vorgestellten Kop-
pelvariante enthilt Bild 8. Die Lésungen sind in [18] zu-
sammengestellt, eine ausfiihrliche Bewertung der Ergeb-
nisse fiir das Beispiel 8¢) ist [17] zu entnehmen. Das
Beispiel 8a) wurde benutzt, um durch Vergleich mit der
analytischen Lésung den durch die Koppelung hervor-
gerufenen Fehler festzustellen. Dabei zeigt sich eine
ausgezeichnete Ubereinstimmung mit der analytischen
Lésung, sowohl fiir die Verschiebungen als auch die
Spannungen und zwar auch unmittelbar an der Koppel-
stelle (Aufteilung 20 Elemente: Fehler der maximalen
Verschiebung unter der Ringlast 0,06 % und an der
Koppelstelle 0,7 %; Fehler der Spannungen an der
Koppelstelle 2,7 % und im iibrigen Bereich in der Gro-
ienordnung von 1 %). Das Beispiel 8b) soll der Demon-
stration einer extremen Koppelméglichkeit dienen.
Trotz der groben Modellierung zeigen die Ergebnisse
eine erstaunlich gute Ubereinstimmung mit der Biege-
balkenlosung (3 % Fehler in der Absenkung unter der
Last, 6,5 % Fehler in der Spannung an der Einspan-
nung).

N\
a) ~anr
I ¢ 2= = =B -y

4 . . N —_—

Koppelung
3D/Semiloof | 9

b) S = -

Kappelung
3D/ Semiloof

/1 3D
Vernefzung

Koppelung

3D/ Semiloof

40 Semiloof - Elemente

3D/Semn

Bild 8

Zusammenstellung weiterer Testbeispiele fiir die 3D /Semiloof-

Schalenkoppelung

a) Zylinderschale (rotationssymmetrisch) unter Randlinienlast

b) Kragbalken mit Koppelung eines T-Profils an ein 3D-Element

¢) Kugel mit Stutzenabzweig unter Innendruck und Zugkriften
an den Stutzen

Das Beispiel 8c) demonstriert eine praktische Anwen-
dungsméglichkeit der entwickelten Koppelvariante. Die
raumlich durchgefiihrte Rechnung (es wurde ein Sektor
von 30° vernetzt ) wurde mit einer rotationssymmetri-
schen Rechnung verglichen und auch hier eine ausge-
zeichnete Ubereinstimmung der Ergebnisse festgestellt.
Die maximalen Abweichungen in den Spannungen im
Koppelbereich liegen bei ca. 5 %. Mit der gewihlten
Vernetzung ist eine sehr genaue dreidimensionale Ana-
lyse der Spannungsverteilung im AnschluBbereich des
Stutzens méglich, wihrend im iibrigen Bereich eine
Berechnung als Schalentragwerk erfolgt. In diesem Bei-
spiel wurden dariiber hinaus die in [11] angegebenen
Elemente zur unkonventionellen Netzverfeinerung er-
folgreich eingesetzt (siehe Bild 8c) und dadurch eine
problemlose Netzverfeinerung im unmittelbaren Uber-
gangsbereich Stutzen/Kugel erreicht.

4. Wahl der Penalty-Zahl

Die Wahl einer geeigneten Penalty-Zahl wird in der Lite-
ratur als ein wesentliches Problem bei der Anwendung
der Penalty-Methode genannt. Sowohl eine zu grofe als
auch eine zu kleine Penalty-Zahl fithren zu einer unzu-
reichenden Erfiillung der Zwangsbedingungen, wobei
im Extremfall die Steifigkeitsmatrix singulir wird. Zwi-
schen diesen beiden Extremwerten gibt es jedoch einen
mehrere Zehnerpotenzen umfassenden Bereich, in dem
die Penalty-Zahl variieren kann, ohne daf ein wesent-
licher Einflufs auf die Ergebnisse festzustellen ist. Dieser
Bereich hiingt ab von der Wortlinge des Rechners und
der Grobe der Zahlenwerte in der Steifigkeitsmatrix.
Da bei der FEM die Rechnungen aus numerischen
Griinden in der Regel mit doppelt genauen Real-Worten
(mindestens jedoch 48 Bit) durchzufiihren sind und bei
mechanisch sinnvollen Aufgabenstellungen keine extre-
men Differenzen in der GroBe der Elemente der Steifig-
keitsmatrix vorhanden sind, ist die Wahl einer geeigne-
ten Penalty-Zahl unproblematisch und kann rechner-
intern automatisch erfolgen.

Im Programmsystem COSAR wird die Penalty-Zahl «
aus

a=d * max kii (28)
mit
d=10p/2 (29)

ermittelt, wobei max kj; das grofite Hauptdiagonalele-
ment der Steifigkeitsmatrix und p die maximale An-
zahl der im Rechner darstellbaren Dezimalstellen ist.
Fiir das REAL*8-Wort (64 Bit) ergibt sich d = 107 als
Standardwert, mit dem man bei gleich grofen Steifig-
keitswerten etwa in der Mitte zwischen den beiden
Extremwerten liegt. Durch zahlreiche Tests an prakti-
schen Beispielen mit einer Vielzahl unterschiedlicher
Zwangsbedingungen und unterschiedlicher Steifigkeiten
(z. B. durch Verwendung verschiedener Materialien in
einer Struktur) wurde die Wahl der Penalty-Zahl abge-
sichert. Tabelle 3 gibt den prozentualen Fehler der
maximalen Verschiebung (bezogen auf die Verschie-
bung bei d = 107) fiir einen Kragbalken nach Bild 5 an.
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Tabelle 3

Prozentuale Abweichung der Durchbiegung eines Kragbalkens
nach Bild 5 in Abhiingigkeit von der Grofe der Penalty-Zahl

i €[%]

2 0,66

3 0,066

4 0,0066

5 0,00064

6 0,000052 Penalty-Zahl

7 0 Q= loi * max kjj

8 0,000025 u(i=7)—u(i)

9 0,00021 €= u(ﬂ; 7 100 %
10 0,0011
11 0,069 12> 13 Matrix singulir
12 - 0,14

Andere Verschiebungskomponenten und die Biege-
winkel liefern die gleiche Grofenordnung des Fehlers.
Auf die Angabe von Spannungswerten konnte bei die-
sem Beispiel verzichtet werden, da diese nahezu iiber
das gesamte Spektrum der Penalty-Zahlen keine nen-
nenswerten Abweichungen aufweisen.

5. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit ist ein Verfahren zur Koppe-
lung von Semiloof-Schalenelementen und Raumelemen-
ten dargestellt. Die Koppelung erfolgt durch Formulie-
rung geeigneter Zwangsbedingungen fiir die Verschie-
bungen und die Biegewinkel und deren Einarbeitung in
die Steifigkeitsmatrix des Gesamtsystems mittels Penal-
ty-Methode. Die vorgestellte Strategie ist auch anwend-
bar fiir die Realisierung einer mechanisch sinnvollen Ver-
kniipfung anderer Elementtypen.

Durch die Moglichkeit der Koppelung von Vollkérper-
und Schalenelementen wird eine effektive Berechnung
von Bauteilen und Tragwerken erreicht, die aus kom-
pakten und diinnwandigen Teilen bestehen. Im Vergleich
zu einer vollstindig dreidimensionalen Berechnung wird
mit einem geringeren Aufwand fiir die Datengenerierung
und die Durchfiihrung der Rechnung (Rechenzeit) eine
hohere Genauigkeit in den diinnwandigen Teilen erreicht.
Die Qualitit der auf diesem Weg erzielten Koppelung
wird an Hand von Testbeispielen nachgewiesen. Durch
die Zwangskoppelung wird das Gesamtverhalten des Be-
rechnungsmodells nicht beeinfluft; die Stérungen im
unmittelbaren Koppelbereich sind gering und klingen
bereits innerhalb eines angrenzenden Elementes voll-
stindig ab. Die Testrechnungen widerlegen eindeutig
die von Surana [5] geiduBerte Meinung, dab bei einer
Zwangskoppelung grofie Fehler im Ubergangsbereich
auftreten und nur mit speziellen Ubergangselementen
eine einwandfreie Verbindung zu erzielen ist. Es lifst
sich vielmehr feststellen, daf die Zwangskoppelung
mittels Penalty-Methode eine wesentlich leichter zu rea-
lisierende. sehr effektive und ausreichend genaue Ergeb-
nisse liefernde Strategie zur mechanisch smnvollen
Verkniipfung unterschiedlicher Elementtypen ist.

Im Gegensatz duzu erfordert die Entwicklung von spe-
ziellen Ubergangselementen (falls dieses iiberhaupt ge-
lingt) und deren programmtechmsche Realisicrung im
Rahmen eines universellen Programmsystems einen
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wesentlichen héheren Aufwand und ist mit einer Reihe
von Konsequenzen verbunden. So ist es beispielsweise
fir die praktische Nutzung erforderlich, Ubergangsele-
mente mit ein- und zweiseitiger Koppelmoglichkeit zu
haben, es miissen fiir diese Elemente neben den Moduln
zur Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen, Moduln
fir die Elementkraftvektoren (Volumen-, Temperatur-,
Flichen- und Linienlasten), die Massenmatrizen, gege-
benenfalls fir Temperaturfeldberechnung, fiir die Span-
nungsberechnung, grafische Darstellung von Vernetzun-
gen und Ergebnissen und vieles andere mehr zusitzlich
geschaffen werden.

Unter Beachtung dieser Tatsache und der sehr guten
Ergebnisse, die mit der Koppelung durch Zwangsbedin-
gungen erzielt wurden, ist dieser Strategie im Rahmen
eines universellen FEM-Programmsystems eindeutig der
Vorzug zu geben.

Falls eine sehr genaue Berechnung der Spannungsver-
teilung im unmittelbaren Ubergangsbereich erforderlich
ist, muB in diesem Fall eine dreidimensionale Analyse
(z. B. in Form einer Ausschnittanalyse) dieses Bereiches
durchgefiihrt werden.
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