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Zur Stabilitat starr ummantelter Ringe und Kreiszylinderschalen

unter radialem AuBendruck

Hans Gliser
Einleitung

Die Kenntnis der kritischen Beullasten ummantelter Rin-
ge und Kreiszylinderschalen ist z. B. fiir die Verlegung
diinnwandiger Rohre in geologischen Medien im Kraft-
werksanlagenbau, fiir die Auskleidung von Schichten
aber auch fiir Dichtheitspriifungen geschweifiter Innen-
auskleidungen im chemischen Apparatebau bedeutungs-
voll. Im vorliegenden Beitrag sollen die numerischen Er-
gebnisse aus Untersuchungen, die rein elastisches Ma-
terialverhalten der kritischen Beullastermittlung zugrun-
de legen mit denen, die die Fliefspannung hierbei be-
riicksichtigen, auf ihre praktische Verwendung, speziell
zur Bestimmung des zuléssigen Dichtheitspriifdruckes ge-
schweifiter Innenauskleidungen, abgeschitzt werden.
Dabei wird nach einer umfangreicheren Recherche ein-
schligiger Beitriige im wesentlichen auf die Untersuchun-

gen von H. Hain [1] und S. Jacobsen [2] Bezug genom-
men.

1. Zur Stabilitat des gebetteten elastischen Kreis-
ringes unter radialem Aufiendruck

Die klassische Stabilititstheorie geht von der Vernach-
lissigung der Verformung des Grundzustandes und der
Linearitit der Beziehungen zwischen den beim Ausbheu-
len zusitzlich auftretenden Verformungen und Schnitt-
kriften aus.

Die duferen Krifte (konstanter, radialer Aufendruck)
wirken normalentreu.

Im Kontaktbereich der Beulfigur mit der Umgebung
wird in [1] fiir die radialen Bettungskrifte naherungswei-
se die Giiltigkeit des Winklerschen Gesetzes p = —c:w
angenommen. Die starre Ummantelung ergibt sich als
Sonderfall.

Tangential wirkende Bettungskrifte werden vernachlis-
sigt. Dies soll auch niherungsweise fiir den Fall der star-
ren Ummantelung vorausgesetzt werden, denn die vor
allem beim einwelligen Beulen mit der Umfangsstau-
chung des Ringes verbundenen Schubkrifte zwischen
Ring und Ummantelung wirken stabilisierend.

Die Differentialgleichungen fiir das Knickproblem des
elastisch gebetteten Kreisringes werden bei Beriicksich-
tigung einer moglichen Umfangsdehnung der Ringmittel-
fliche aus dem Potential der Kreiszylinderschale durch
den Grenziibergang zum ebenen Deformationszustand
gewonnen. Fiir den Kontaktbereich gilt:
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Die zugehorigen Eulerschen Differentialgleichungen hei-
fien
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bzw. zusammengefait zu einer Differentialgleichung fiir
die radiale Verschiebung
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Beim Stabilitdtsproblem der starr ummantelten Ausklei-
dung interessieren speziell die Differentialgleichung und
deren Losung fiir den nicht gebetteten Bereich. Diese fol-
gen aus dem Integral von (2) und Streichung der mit ¢
behafteten Glieder zu

w = () +Cy+ coshp + Cg * sindy
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Die iiberstrichenen GroBen beziehen sich auf den Kon-
taktbereich bzw. elastisch gebetteten Bereich, die nicht
iiberstrichenen auf den nicht gebetteten.

0,9 : Winkelkoordinate )
o,0 : halber Offnungswinkel des nicht bzw. ge-
betteten Bereiches
w, W : radiale Verschiebung des Kreisringes
v,V : tangentiale Verschiebung des Kreisringes
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Bild 1
a) mehrwelliges Beulen
b) cinwelliges Beulen

Der Kreisring mit starrer Ummantelung zeigt bei Insta-
bilitat zwei mégliche Beulformen:

a) rotationssymmetrisches oder mehrwelliges Beulen

b) asymmetrisches oder einwelliges Beulen.

zu a) mehrwelliges Beulen

Es sind die Losungen fiir den nicht gebetteten Bereich
(4) mabigebend. Die Integrationskonstanten C oGy
werden aus den folgenden Symmetrie- und Randbedin-
gungen bestimmt.

Vip=0) = 0 Wop=0)= 0, Fy(p-0)=0,

(6)
V(‘p:ia) = 0, “',w(wzia) = O, W(Sa:ia)

Damit erhilt man aus (4) die Beulbedingung zu
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zu b) einwelliges Beulen

Die von Hain angegebene numerische Auswertung der
Beulbedingung (7) zeigt, daf die auftretenden Beulla-
sten fiir beliebige r/h-Verhiltniszahlen stets wesentlich
hoher liegen als im Falle des einwelligen Beulens, d. h.
bei einem abhebenden Bereich.

Unter Beachtung der Symmetriebedingungen in (6),

w = 0 und Vig = konst.,

woraus mit v (¢ = o) = 0, v = C; g {olgt, sowie der Uber-

gangshedingungen
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ergeben sich aus (4) nach Elimination der Integrations-

konstanten zwei transzendente Gleichungen als Beulbe-
dingungen zur Ermittlung des Eigenwertpaares a, .
2
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Bild 2
Kritischer Druck des starr ummantelten elastischen Ringes

Zur numerischen Auswertung der Beulbedingungen (7)
und (9) nach Hain ist im Bild 2 der kritische Beuldruck
iiber Zahlenwerte r/h aufgetragen. Dabei wird deutlich
sichtbar, daB die beim einwelligen Beulen bedeutend
niedrigeren kritischen Beullasten fiir das Versagen in-
folge Instabilitit z. B. niherungsweise auch fiir eine Aus-
kleidung in einem langen starren Zylinder bei radialem
AuBendruck, mafigebend sind.

Als Erklérung kann die tangentiale Nachgiebigkeit ange-
sehen werden, die beim mehrwelligen Beulen nicht mog-
lich ist. In der nachfolgenden Ubersicht sind Zahlen-
werte fiir eine mogliche starr ummantelte Auskleidung
auf der Grundlage der vorgestellten Beultheorie elasti-
scher Ringe unter radialem AuBendruck angegeben.

Fiir

E = 21-10°MPa,v=03, h=5mm,r =400 mm,

r = 750 mm

op = 270 MPa folgt

rmm) | oth | a Pir (MPa) | 0, (MPa)
| 400 80 | 250 904 751,2
750 | 150 | 500 29 427,5
[E— 1

Die infolge der kritischen Beullasten Pk in der Ausklei-
dung auftretenden Umfangsspannungen Oy liegen we-
sentlich hoher als die Flieigrenze op z. B. des austeniti-
schen Materials einer Auskleidung. Die Bestimmung des
kritischen Beuldruckes unter der Voraussetzung rein
elastischen Materialverhaltens ist fiir diesen Anwendungs-
fall irreal.

2. Zur Stabilitit des ummantelten Ringes unter
radialem AufBiendruck bei Beriicksichtigung
der Fliefigrenze

Jacobsen (2) hat Beulbedingungen fiir ummantelte Ringe
und Kreiszylinderschalen unter radialem Aufendruck
angegeben, die das Nichtiiberschreiten der FlieBgrenze
durch die Umfangsspannung in der Zylinderwand sowie
einen moglichen Spalt zwischen Ummantelung und Zy-
linderwand beriicksichtigen. Fiir das mafigebende einwel-
lige Beulen nach Bild 3 sollen die wichtigsten Formeln
dieser Theorie dargestellt werden.

29



S -

Bild 3
Geometrie zum einwelligen Beulen

Hiernach gelten folgende geometrische Beziehungen
y=m—a,1=2/3-8+p,
p=r-°sina/sinf, 1 =2/3+8°r- sina/sing

sina/p  bzw.
(10)
Die Umfangslinge des Ringes bzw. der Kreiszylinder-
schale vor und nach der Verformung ist bei Beachtung
der Spaltbreite A

U,=27(@-4), U=2y-r+3-5s
wobei s die Halbwellenliinge darstellt.

Fiir die Stauchung AU = U, — U gilt die elastische Glei-
chung

sinff =r"°

(11)

2'1r(r—A)—2°7'r+3's=]23 ﬁ (y-e2+8-p%) (12

Die Differentialgleichung der elastischen Linie fiir den
Kreisbogentriger
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fiihrt mit dem Ansatz w = w,, cos "X auf die Bezie-

hung ‘
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Die kritische Umfangsspannung, die die Fliefspannung
z. B. der Innenauskleidung nicht iiberschreiten soll, setzt
sich aus den Anteilen infolge radialen Druckes, Kriim-
mungsinderung und Knickbiegung zusammen.
oeop =22 B L) DR
h
Der Liingsbehinderung bei langen Rohren wird durch
E* =E/(1 — 72) Rechnung getragen.
Im weiteren Fortgang der Rechnung lassen sich die Gré-
Ben 7, p und 1 verméoge (10) sowie w,, und s durch die
Parametervariablen o und g ausdriicken.
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Die Elimination dieser Gréfen in den Beziehungen (12),
(14) und (15) fiihrt schlieblich auf die Beulbedingung,
ausgedriickt durch die Gleichungen
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Die numerische Auswertung der Beulbedingung (17)
liefert fiir zugeordnete Kombinationen der Parameter-
variablen @ und B den kritischen Beuldruck abhingig
vom Wandstirken-Durchmesserverhiltnis, wobei die
Spaltbreite A und die Fliefgrenze op der betrachteten
Kreiszylinderschale als Parametergrofen fungieren. Das
Bild 4 zeigt auszugsweise diese Resultate in dimensions-
loser Darstellung z. B. fiir die Spaltbreiten A = 0,0 und
A=5-10-4

Fiir praktische Anwendungszwecke erweist sich die Dar-
stellung des kritischen Beuldruckes in Abhingigkeit vom
Durchmesser der starr ummantelten Kreiszylinderschale
fiir unterschiedliche Wandstiirken h, separiert nach den
Fliefgrenzen der eingesetzten Werkstoffe, als giinstig.

In diesem Sinne geben Darstellungen wie nach Bild 5
z. B. fiir eine austenitische Auskleidung mit einer Flief-
grenze op = 270 MPa iibersichtliche Informationen iiber
den zu vermeidenden kritischen Beuldruck bei Dicht-
heitspriifungen.
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Kritischer Druck des starr ummantelten Ringes nach Jacobson

Bild 4
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Bild 5
Kritischer Druck des starr ummantelten Ringes
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