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Konstitutive Gleichungen fir viskoelastische ebene Flachentragwerke

Holm Altenbach

0. Einleitung

Im konstruktiven Ingenieurbau und anderen Bereichen der Technik ist mit dem zunehmenden Einsatz von Polymer-

werkstoffen zu rechnen, da diese iiber eine Reihe von giinstigen Eigenschaften gegeniiber anderen Konstruktionswerk-

stoffen verfiigen. Damit tritt jedoch auch die Frage nach verbesserten Beschreibungsmethoden fiir das reale Materialver-

halten auf. Fiir dreidimensionale Kontinua ist dieses Problem von vielen Autoren untersucht worden, und man kann

heute oft von einem gesicherten Erkenntnisstand ausgehen.

Fiir zweidimensionale Kontinua (Schalen, Platten, Scheiben) kann dies nicht ohne Einschrinkungen festgestellt werden.

Dies hat u. a. seine Ursache darin, daf es véllig unterschiedliche Formulierungsmoglichkeiten fiir Platten- and Schalen-

theorien gibt. Wenn man Flichentragwerke mit Hilfe von zweidimensionalen Feldgleichungen beschreiben will, so las-

sen sich diese wie folgt erhalten [1]:

— mit der Annahme von bestimmten Hypothesen fiir den Deformations- und Spannungszustand,

— mit Hilfe von analytischen Methoden (z. B. Reihenentwicklungen fiir die Dickenkoordinate hestimmter Charakeri-
stika des Deformations- und Spannungszustandes),

— durch direkte Formulierung fiir eir. zweidimensionales Modellkontinuum.

In der vorliegenden Arbeit wird von einer direkt formulierten Theorie fiir ebene Flichentragwerke (gekoppeltes Plat-
ten/Scheibenproblem) ausgegangen, wobei die Frage nach den Vor- und Nachteilen einer solchen Vorgehensweise ge-
geniiber der ersten bzw. zweiten Formulierungsméglichkeit an dieser Stelle nicht ausdiskutiert werden soll.
[m Rahmen der direkten Formulierung von Theorien fiir zweidimensionale Kontinua sind folgende Probleme zu l6sen
[2]:
1. Einbettung der das zweidimensionale Modellkontinuum reprisentierenden Fliche in den dreidimensionalen Raum,
2. Wahl eines geeigneten verallgemeinerten thermodynamischen Systems

— Einfithrung kinematischer und dynamischer Groben,

— Erhaltung von Massé, Impuls, Drehimpuls, Energie,

— Ertropieprinzip,
3. Uerleitung konstitutiver Beziehungen,
4. Interpretation der zweidimensionalen Feldgrofen.

\n dieser Stelle soll nur das dritte Problem behandelt werden, wobei ein moglichst allgemeiner Zugang zur Klasse der

viskoelastischen Materialien angestrebt wird. Wihrend die ersten beiden Probleme bereits in friiheren Arbeiten disku-

tiert sind [3], [4], ist die Behandlung des 4. Problems fiir einen nachfolgenden Beitrag vorgesehen. Es sei hier nur be-

tont, dafi die Lésung des 4. Problems entscheidenden Einflufs auf den Erfolg von direkt formulierten zweidimensiona-

len Theorien hat.

Fiir die Arbeit wurden folgende Annahmen getroffen:

1. die Flichentragwerksklasse betreffend — Betrachtung ebener Flichentragwerke, wobei das Platten/Scheibenproblem

gekoppelt auftreten kann,

. den Analysebereich betreffend - Betrachtung isothermer Prozesse,

3. die kinematische Modellklasse betreffend — Voraussetzung geometrischer Linearitit, wobei das kinematische Modell
den Freiheitsgrad 5 (3 Translationen, 2 Rotationen) haben soll,

4. die Materialklasse betreffend — Betrachtung nichtpolaren, anisotropen, linear-viskoelastischen, alterungsfreien Ma-
terials,

5. die Materialinhomogenitiiten betreffend — Zulassung von veriinderlichen Materialeigenschaften iiber den Flichen-
tragwerksquerschnitt (z. B. geschichtete Konstruktionen).

2

- Offensichtlich kann man diese Annahmen ganz bzw. teilweise weglassen. Damit wiirde sich der Aufwand der Ableitun-
gen wesentlich steigern. Aufierdem ginge die Ubersichtlichkeit an einigen Stellen verloren. Im Rahmen der getroffenen
Annahmen lifit sich eine in sich mathematisch und physikalisch widerspruchsfreie Theorie formulieren, was nachfol-
gend gezeigt werden soll.

1. Grundgleichungen des gekoppelten Platten/Scheibenproblems

Unter Beachtung der eingangs getroffenen Einschrinkungen fiir die Arbeit lassen sich die Gesetze der Mechanik und
Thermodynamik fiir das ebene zweidimensionale Kontinuum wie folgt angeben [3], [4]:
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— Bewegungsgleichungen

VoT+q=p(i+]] 0, (1)
VeMAT, tm s p(Jy it ]y ), (1.2)
— Energieerhaltungssatz
CoTege oMl i a2)
— Entropieprinzip ;
>b/T. (1.4)

Hier sind T, M der Krifte- und der Momententensor, a, m der Flichenkrifte- und der Flichenmomentevektor, u u, ¢ der
elscfnebungb- und der Verdrehungsvektor, p, p ] a dle spezifische Dichte und die spezifischen Triigheitstensoren, v

der zweidimensionale Hamiitonoperator, U, S die spezifische innere Energie und die spezifische Entropie, €, v, k der

Tensor der Dehnungen und Gleitungen in der Ebenen, der Querschubdeformationsvektor sowic der Tensor der I;-iege-

und Drilldeformationen, b eine skalare Wirmequelle, T die absolute Temperatur. Mit ( )[ werden transponiette Gro-

Ben gekennzeichnet, ()" bedeutet Ableitung nach der Zeitkoordinaten t. Aufierdem gilt

Ty = Tax eqxex, 1 =T a, Ty=T n=T:eg,

n E

wobei ey die orthonormierte Basis auf der Ebenen ist und mit a der erste metrische Tensor bezeichnet wird. Beim Auf-
stellen der Gln. (1.1) — (1.4) wurden weitestgehendst die Symmetriebeziehungen ausgenutzt. so z. B.

A‘ _ I,

3>

(Symmetrie des ebenen Anteils des Kriftetensors) und die Symmetrie des Spannungstensors (das Flichentragwerk be-
steht aus nichtpolarem Material). Griechische Indizes konnen, wenn nicht anders vereinbart, die Werte 1, 2 annehmen,
lateinische die Werte 1, 2, 3.

Mit der Einfiihrung der spezifischen freien (Helmholtzschen) Energie

I =u - ST (1.5)
folgt aus (1.3) und (1.4) die dissipative Ungleichung
6 =TeerTy-% M -k -N>0. (1.6)

Wenn ¢ = 0 ist, so tritt keine Energiedissipation auf und der entsprechende Prozefs ist reversibel.

2. Rheologie ebener zweidimensionaler Kontinua — thermodynamische Prozesse und konstitutive
Gleichungen

Die bisher formulierten Gesetze gelten fiir alle ebenen zweidimensionalen Kontinua. Die Unterschiede zwischen den
einzelnen Materialien treten in den konstitutiven Gleichungen (Stoffgesetze) auf. An dieser Stelle sollen Erfahrungen
bei der Formulierung der konstitutiven Gleichungen aus der dreidimensionalen Theorie (s. beispielsweise [5]) iibertra-
gen werden, wobei sich auf eine allgemeine Formulierung von viskoelastischen konstitutiven Gleichungen beschrinkt
wird. Fiir dreidimensionale Kontinua ist eine solche Vorgehensweise u. a. in [6] beschrieben.

Folgende, aus der Rationalen Mechanik [7] bekannten Prinzipien sollen als erfiillt angesehen werden: Determinismus-
prinzip, Lokalititsprinzip, Prinzip der materiellen Objektivitiit und Prinzip des ..schwindenden Gedichtnisses™. Das be-
deutet u. a., daf der aktuelle ,,Spannungszustand ™ nur von der Bewegungsgeschichte und von den Deformationsgradien-
ten aller Ordnungen in unmittelbarer Niihe des betrachteten Punktes abhingt. Die Erfilllung des Lokalititsprinzips soll
weiter verschiirft werden: Der aktuelle ,.Spannungszustand™ ist nur durch die Geschichte der Deformationsgradienten
erster Ordnung gekennzeichnet (,einfaches Material ™). Die konsequente Anwendung der aufgezihlten Prinzipe fiithrt
auf Ausdriicke, die eine einfache Interpretation und die Ermittlung aller Koeffizienten in den konstitutiven Gleichun-
gen zulassen.

Im Ialle des zweidimensionalen Kontinuums erhilt man fiir isotherme Prozesse, dafs der thermodynamische Zustand im
Punkt r des Kontinuums durch die Deformationstensoren € 7. K definiert ist. Diese hiingen ausschlieflich von den das

Kontinuum beschreibenden Koordinaten x,, (bzw. vonr ) und der Zeitkoordiraten t ab. Als thermodynamischen Prozefs
wird somit die gesamte Anderungsgeschichte der konstitutiven Variablen €. 7 K bezeichnet:

€T (r, 7).
¥ AT Ty <t (2.1

KT = KT (r,7) .
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wobei der aktuelle Zeitpunkt mit t und ein beliebiger Zeitpunkt mit 7 bezeichnet wird.

Das thermodynamische Verhalten des zweidimensionalen Kontinuums im Punkt r ist fiir die hier betrachtete Problem-
klasse dann vollstindig definiert, wenn die Kraftgrofentensoren T, M, die spezifische freie Energie H und die spezifische
innere Entropie S als Operatoren (Funktionale) des thermodynamischen Prozesses in diesem Punkt gegeben sind

Tty ="=1 {gT,vT,&T} ,
M(c,t)

I
=

AT
(et = H

1

S(L.t) =S {E'Y,KT\;

In (2.2) wurde bereits beriicksichtigt, daf das Kontinuum homogen beziiglich der Koordinaten x ist. Wenn dies nicht
gegeben ist, geht r in die Operatoren (2.2) explizit emn. Weitere Vereinfachungen der Operatoren (2.2) sind nur bei Ein-
beziehung von Symmetrieeigenschaften des Kontinuums bzw. des Prinzips des ,,schwindenden Gedachtnisses’ méglich.

Die Kenntnis der Operatoren (2.2) ist ausreichend fiir die Definition des Materialverhaltens konkreter Materialien. Die
Ausdriicke (2.2) tragen daher auch die Bezeichnung konstitutive Gleichungen. Unterschiedliche Materialien sind durch
unterschiedliche konstitutive Gleichungen gekennzeichnet. Wihrend die Gln. (1.1) — (1.4) ,Naturgesetze’™ darstellen,
kann man konstitutive Gleichungen nicht in allgemeiner Form angegehen.

Die Operatoren (2.2) sind nicht frei wiihlbar. Sie unterliegen bestimmten Restriktionen, die sich aus der Thermodyna-
mik ergeben. Wihrend der Energieerhaltungssatz (erster Hauptsatz der Thermodynamik) keine Restriktionen liefert, da
er aufgrund der frei wihlbaren iiueren Belastungen (q, m) bzw. der skalaren Wirmequelle b immer erfiillt werden kann,
enthiilt die dissipative Ungleichung (1.5) (spezielle Form des zweiten Hauptsatzes) Einschrinkungen, da sie nur Opera-
toren und keine frei wihlbaren Variablen enthilt. Folglich miissen die Operatoren (2.2) die dissipative Ungleichung im-
mer erfiillen, d. h. fiir beliebige thermodynamische Prozesse.

3. Zweidimensionale Kontinua mit linear-viskoelastischen Eigenschaften

Wihrend in [4] zweidimensionale Kontinua mit grundlegenden rheologiscken Figerschaften (elastisch, viskos) analysiert
worden sind, sollen an dieser Stelle die konstitutiven Gleichungen in allgememerer Forin erhalten werden. Dazu ist zu-
nichst ein Ausdruck fiir die spezifische freie Energie zu ermitteln und anschlieend zi: analysieren.

3.1, Die spezifische freie Energie

Das Prinzip des ,schwindenden Gedichtnisses’ gestattet die Klas-e der moglichen Operatoren (2.2) weiter einzuschrin-
ken. Unter dem Begriff ,,Material mit schwindendem Gedichtnis™ versteht man allzemein. daf weiter zuriickliegende
Ereignisse (Belastungen. Deformationen) einen geringeren Einfluf§ auf die Operatoren (2.2) haben als solche, die kiirzer
zuriickliegen (Coleman [8]). Diese Definition wird hier auf zweidimensionale ebene Kontinua bei isothermen Prozessen
angew endet, wobei von kontinuierlich verlaufenden Deformationsgeschichten ausgegangen wird.

Fiir den Punkt r reprisentieren (2.1) solche kontinuierlichen Deformationsgeschichten bix zum aktuellen Betrachtungs-
zeitpunkt t. Damit ist nach Coleman [8] fiir viskoelastisches Material die Kenntnis des ,.Nachwirkungsfunkiionals™ fiir
die spezifische freie Energie ausreichend, um die iibrigen Grofien zu ermitteln. d. h. e~ geniigt die Angabe von

H(r,t) =1 {g'f.y__f,fg}. (3.1)

Unter Verwendung des Approximationstheorems von Stone-Weierstrai. wonach ein tensorwertiges Funktional fiir
— o0 < 7 < t durch ein Polynom aus der Menge der linearen Funktionale angenithert werden kann, und des Rieszschen
Darstellungssatzes. der die Moglichkeit der Darstellung jedes linearen Funktionals durch ein Stieltje~'sches Integral be-
griindet, List sich bei Beachtung der eingangs getroffenen Annahmen die spezifische Energie fiir das viskoelastische Mo-
dellkontinuam durch lineare und quadratische Funktionale darstellen. Bei Ubergang von der Stieltjes'schen zur Rie-
mannschen Schreibweise erhilt man:

de(Ty) 3
t . € * Y(11)
= LT (. v+ T t. . —
H “o Lo [J,—o“ 1) aTl _no( Tl) aTl
o1 oqg(r])“ |t ft [ag(rl) (41 e ) de(y)
M 1. R — + = e : L, Ty,T9) ** ——o
' =0 ( Tl) i} Tl ‘ Tl 2 —Joo —— oo 0 Tl = 1 2 0 T2
Be(rl) alﬁ(Tz) aK(T()) aK(Tz)
P9 = oA pE To) v - - AT Ty) et
01| b LT Ty) 07y a‘rl LT 07y
a7y (my; 97 (12) 9y (r d€(12)
+ = 11 . I: (t.Tl. Ty) ° 22 + 2 _( 1) {(%)I (t, 71> 7'2) v —= 2
aTl - = aT2 B‘rl 0T2



0
; (t2) ] dry dry. (3.2)

3 .
+ ( )£; (t,71,79) "

Die Eigenschaften der Materialien, fiir die der Ausdruck (3.2) giiltig ist, sind nicht invariant gegeniiber der Zeitkoordi-
naten t. Ein solches Verhalten ist z. B. fiir Materialien typisch, die altern kénnen [9]. Diese Klasse sollte jedoch hier
ausgeschlossen werden. Damit konnen in (3.2) nur Kerne vom Differenzen-Typ vorkommen [10]. Unter Beachtung der
Abkiirzungen fiir die Ableitungen nach der Zeitkoordinaten

be(ry) . ol

s 3 Tg - 2(72)

usw. erhilt man

H

1

Uy + [ LT (E—1) €(rp) + Tpg (t=11) * 7 ()

| (3.3)

T . t t . * .
+ 1!: (t-—TI)"I_ﬁ(Tl)]dTl + 5 o [5\71)" (4)é (t—71, t—79) ** €(19)

v 2 €é(ry) (4)}23* (t=7Ty,t=Tg) ** K (19) * K (1]) * (4)g* (t—Ty,t—Tg) ** £ (13)
t Y (m) 2* (t=7y, t—=73) * ¥ (r2) + 27 (1)) *} (3)F 1 (=71, t—79) ** €(7y)

+ (3)_1:‘2 (t—71y,t—=719) " 5(72)} 1dry dry.

In (3.2) baw. (3.3) ist H, die spezifische freie Energie im Ausgangszustand. Die spezifische freie Energie ist im Intervall
- <7<t nicht negativ (H 2 0). Dies folgt unmittelbar aus Definition der spezifi%r hen freien Energie. Damit miissen
die Kernfunktionen hei negativen Argumenten verschwinden. Die Kerne T l \17 (4)A¥ ) p*, (4)( (3)F
3) F l1 enthalten neben der Querschnittsgeometrie auch Werkstoffexgem( haften Dleﬁe sind folghch nur fiic nic htnu*a-

tive Argumente der Kerne zu bestimmen. Der Ausdeuck (3.3) ist nicht frei withlbar, sondern unterliegt den aus der dissi-
pativen Ungleichung (1.6) stammenden Restriktionen.

3.2. Konstitutive Gleichungen

Zuniichst wird der Ausdruck fiir die spezifische Energie (3.3) in dic dissipative Ungleichung (1.6) cingesetzt. Dabei er-
hilt man

rA % !r ¥ - . % . N
[T =10 =TT =m0 ) + OB (t-ry, 0) -+ k() +

3 ) O] (=m0 dry )+ e +{ Ty - 15 )~ S 1m0+ )

hl‘l o

AT } =T .
LI ) (3.

+ O] (t=11,0)++ é(ry) + BT (t—frl,O)-'g(n)ldn} © (1) +1‘
t .

— S lé(ry) s WB (L—77,0) + (DT (1—17.0)++ k(1)) * BILS (t=71,0)]dry t =+ k(D)

+T+A>0,

wobei I" und A folgende Bedeutung haben

t
r = "_i, aat T (t—T])"e(Tl)+1 o (L=T1) Y (1) # M (1—7’1)"5(71)]‘“1

R (3.5)
Ases I o { €(r) . WA (-1, t-15) . € (1y)

+2é(ry) s WBY (t—1y, t—7g) K ( (t9) + K (1) = W C* (L1 1 =73) * K (13)

+
| ~2.

() L (=1 t—mg)  § (19) + 29 () [LOL] (=1 t=79) = é(79)

+ (3)1:‘; (L—Ty, t=Tg) ** 5(72)]} dTl dry .

Beim Aufstellen der GI. (3.4) wurden die Symmetrieeigenschaften der Kerne und der Deformationstensoren beriick-
sichtigt.
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Notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Erfillung der Ungleichuné (3.4) ist

~ * t * . * .
T = T (0) +_£,[(4)é (t—71,0) =+ é(ry) + (4)1=3 (t—71,0)** £ (17) +y(ry) - (3)_2_6; (t—71,0)1d7y,
t * . * . * .
Tp= T @+ SIL"(t—71,0) 5 (ry) + OL] (t=11,0) + ¢ (r) + BT} (t—11,0) -+ (ry) 1 dry (3.6)

T t * * *
MY = M3 @+ [Lé(ry) = @B (t—7y,0)+ @ C” (t =1, 0) -+ £(ry) + (ry) * [} (t—ry,0)ldry,

F+A>0. (3.7)

In (3.7) hat I' die Grobenordnung der ersten Potenz der Deformationstensoren, A die der zweiten Potenz. Entsprechend
der Forderung einer gleichmiiiigen Approximation gilt dann

>0, A>0. ' (3.8)

Da die kinematischen Gréfsen willkiirlich wihlbar sind, folgt aus der ersten Ungleichung (3.8)
0 .« 0 0

a—tzo(t)=0, t_M()—O a—{'Mo(t):O' 3.9
A stellt offensichtlich die wiihrend der Verformungsgeschichte dissipierte Energle dar [6].

Der Beitrag, den die Koeffizienten (Kerne) bei den linearen Gliedern (T T M ,) in die Gl. (3.3) einbringen, hat die

Groﬁenordnung 0(1), der Beitrag der Koeffizienten bei den quadratlschen Ghedem (DA™, ()B* (D", (3)I‘

(3) F2’ l=1 ) die GroBenordnung 0(h=1). Dabei ist h die Dicke des Flichentragwerks. Aus dieser Abschatzung folgt, daﬁ

fir die Analyse diinner Flichentragwerke der Einflufs der linearen Glieder vernachlissigt werden kann. Folglich verein-
fachen sich fiir diesen Fall anch die konstitutiven Gln. (3.6)

2 t * * *
T = [[®WA (t—11,0) = é(r) + @B (t-TI,O)--5(rl)+i(rl)-<3>gl(:_rl,0)]drl
t * . * . .
To= JIL (t—Tl,O)'l(Tl)+(3)I:‘1(l-~71,0)'°s(11)+(3)£;(t-11,0)"g(rl)]d‘rl, (3.10)

*’]‘ t . 3 ~ . ., * :
Mo = _i[g(rl)“(4)1:‘3*(1‘7'1’0)+(4)g*(t—7170).":((Tl)+1(71)'(3)22(t“71’0)]drl .

Fine weitere Vereinfachung ist nur bei Ausnutzung entsprechender Symmetrieeigenschaften des viskoelastischen Ma-
terials méglich.

4. Zusammeénfassung und Ausblick

Mit den GlIn. (1.1) — (1.4). (1.6). (3.3). (3.10) und entsprechenden geometrischen Beziehungen sowie Randbedingungen
(dic hier nicht angefiihrt sind) existiert ein Gleichungssystem zur formalen Beschreibung des Verhaltens linear-viskoela-
stischer, aiterungsfreiér zweidimensionaler Kontinua bei isothermen Prozessen. Dieses Gleichungssystem ist physikalisch
und mathematisch im Rahmen der getroffenen Annahmen widerspruchsfrei. Gleichzeitig ist aufgrund der grofien An-
zahl von Materialfunktionen (fiir daz anisotrope Materialgesctz sind 36 Funktionen zu ermitteln) mit #inem erheblichen
Aufwand bei einer erfolgreichen Anwendung der Theorie zu rechner. Andererseits besitzt die Theorie ein breiteres
Anwendungsfeld als andere Theorien fiir viskoelastische Flichentragwerke (z. B.[11], [12]). Die hier angefiihrten Glei-
chungen eignen sich zur Beschreibung des Verhaltens einschichtiger und mehrschichtiger Flichentragwerke.
mehrschichtiger Flichentragwerke. :
Fiir die Ermittlung der Materialfunktion stehen zwei Wege zur Verfiigung. Wihrend die experimentelle Ermittlung mit
hekannten Schwierigkeiten verbunden ist, kann man verhiltnismiBig genaue Ergebnizse mit Hilfe der Losung geeigneter
Testaufgaben erhalten. Diese Te~taufgaben sind nach der hier angefiihrten Theorie und nach der klassischen Visko-
elastizititstheorie zu 16sen. Eine anschlieBende Gegeniiberstellung der Ergebnisse gestattet die Ermittlung der entspre-
chenden Materialfunktionen. (Uber erste Erfahrungen wurde in [13] berichtet. Zu einem spiteren Zeitpunkt sollen dazu
weitere Ergebnisse veroffentlicht werden.
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