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Zur Berechnung der Verzweigungslésungen
inkompressibler elastisch-plastischer Verbundzugstiabe

Herbert Balke
0. Einleitung

Das rotationssymmetrische Verzweigungsproblem elastisch-plastischer Zugstibe wurde bereits in [1] bis [6] behandelt.
In [1] wird durch Vergleich der Verzweigungslosung des Zugstabes, welcher schubfreie Stirnflichen besitzt, mit der
FEM-Rechnung fir das inhomogene Problem des eingespannten Zugstabes die Bedeutung sowohl des Verzweigungs-
punktes als auch der Verzweigungsmode nachgewiesen. [2] untersucht den EinfluB zweier verschiedener Spannungsge-
schwindigkeitsdefinitionen auf die Verzweigungsspannung in einer asymptotischen Entwicklung fiir den inkompressi-
blen homogenen Zugstab. Die Erdrterung einer allgemeineren Spannungsgeschwindigkeitsdefinition in einem erweiter-
ten Prandtl-ReuB-Material erfolgt in [3] ebenfalls anhand einer asymptotischen Entwicklung. [4] enthilt die Losung des
rotationssymmetrischen Verzweigungsproblems fiir den Verbundstab. [5] beriicksichtigt die dissipative Erwidrmung bei
der Berechnung der Verzweigungsdehnung des kompressiblen Zugstabes. Eine asymptotische Losung fiir den kompres-
siblen Zugstab wird in [6] angegeben.

Die vorliegende Arbeit hat die Ermittlung der Verzweigungsdehnungen nichtrotationssymmetrischer Verzweigungsmo-
den des homogenen Stabes und des Verbundstabes sowie die Angabe der Verzweigungsmoden zum Ziel. Auferdem soll
der Einflub einer allgemeinen Spannungsgeschwindigkeitsdefinition, welche gleichbedeutend mit einer Klasse von kon-
stitutiven Annahmen ist, auf die numerisch bestimmbaren Verzweigungsdehnungen und -moden diskutiert werden. Wie
in den genannten Literaturstellen wird einschrinkend eine homogene Verzerrung im Grundzustand vorausgesetzt. Trotz
dieser Vereinfachung und Separation der Variablen erfordert die Losung des verbleibenden Problems 6. Ordnung die
Anwendung numerischer Methoden. Eine systematische Vorgehensweise bietet sich hierbei an durch die F ormulierung
des Problems als ein System von 6 Differentialgleichungen 1. Ordnung in denjenigen Variablen, die unmittelbar in den
Randbedingungen auftreten. Auf dieses System ist dann auch bequem das Ubertragungsmatrizenverfahren anwendbar.
Damit beim unterschiedlichen FlieBbeginn der Komponenten des Verbundstabes keine Querzwiinge auftreten, die die

Homogenitiit des Grundverzerrungszustandes aufheben, muf die Inkompressibilitit der Materialien angenommen wer-
den.

1. Definitionen und Grundgleichungen

Im folgenden wird die symbolische Schreibweise mit halbfetten lateinischen GroBbuchstaben fiir Tensoren zweiter Stu-
fe benutzt. Die Tensoren werden auch in raumfesten krummlinigen Koordinaten und Zylinderkoordinaten dargestellt.
Die Bewegung des betrachteten Korpers wird beschrieben durch die riumliche Lage x¥(XK ,t) des typischen Tei.lchens,
welches zur (formalen) Zeit t = 0 die Position XX besab. Die Teilchengeschwindigkeit ist vk = 9xk (XK t)/at = vk (ma-
terielle Zeitableitung). AuBerdem werden der Geschwindigkeitsgradient

Lk, = vk), : (L.1)
die Deformationsgeschwindigkeit
D - %(L +LT) 1.2)
und die Drehgeschwindigkeit

- Z@L-LT .3)

benotigt (( )| |— kovariante Ableitung nach x!, LT — transponierter Tensor).

Als Verzweigungsbedingung dient die Gleichung des fortgesetzten Gleichgewichtes [7], in der die Variablen als Diffe-
renz zweier moglicher Variablen auftreten,

(T*p )" =Nk =0 (1.4)

N=T-LT+TuL (1.5)

(N — Nennspannungsgeschwindigkeit im Grundzustand, T — Spannungstensor, trL = ka) zusammen mit den Randbe-
dingungen
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Nk =0 (1.6)
fiir richtungstreue Oberflichenkraftinderungen auf einem Teil der Oberfliche und
vk =0 (1.7)

auf dem anderen Teil.

Die Gleichungen (1.4) . .. (1.7) erfordern ein differentielles Deformationsgesetz. Ein solches ist durch eine objektive
Form der Prandtl-Reufischen Gleichungen mit isotroper Verfestigung gegeben [8]. Mit der Inkompressibilititsforderung

Lk =Dk =0 (1.8)

lautet es fiir elastisch-plastische Deformationsvorginge [3] (die Bezeichnungen T; bzw. H’ von [3] wurden hier durch N
bzw. E ersetzt)

1 o 1. o 3 tr(ST)
D= o (S+SW—WS+Z—oltrZ)+ 5+ 05+ S
2 3 2 Ep(S%) (L9)
o, = H(eP), tr(ST) > 0
oder in der invertierten Form mit (1.5)
. { p _ tr(DS) — tx(ZS)/(26) }
[1+E,/(36)] tr (S2) | (1.10)

+1tr T/3 —=TW — DT — Z + Itr Z/3

o, = H(eP), tr(SD) — tr(ZS)/(2G) > 0.

Dabei bedeuten:

S = T —ItrT/3 Spannungsdeviator, I — Einheitstensor,

—Z+1trZ/3 = — a(TD + DT) — yDtrT + (2/3)a Itr(TD)

tr (ZS) = 2 ate(DTS) + 7 tr T tr(DS)

G = E/3 — elastischer Schubmodul,

E, = dH/de? > 0, o® = 3tr(S2)/2.

Die Verfestigungsfunktion H wird aus dem Verlauf der wahren Spannung o, = !ol= g iiber der logarithmischen plasti-

schen Dehnung € nach Entlastung aus Zugspannungszustinden o bestimmt. Die Erstbelastung und Entlastung geniigen
dem hypoelastischen Gesetz

1 . o 1 o
D=§C(S+SW--WS+Z-—31trZ) 1 (1.11)

0, <H() oder tr(ST) < 0. |

Die Materialparameter @, v charakterisieren verschiedene Materialien bzw. entsprechen verschiedenen méglichen Span-
nungsgeschwindigkeitsdefinitionen [9]. Thre GroBenordnung soll 1 nicht iiberschreiten.

2. Verbundstab mit Kreisquerschnitt unter einachsigem Zug

Fiir die Tensoren D in (1.2) und W in (1.3) gilt in Zylinderkoordinaten des Grundzustandes (x1, x2,x3) = (r, 9. z) mit
3 )axk =( ), [10]

—

V1.1 (Vi tvay —2va/xl)2 (v 3 +vy )2
D= | DIy (gt Xyl 2 %(Vz,s +v3 2)/(x1)? (2.1)
L D3 (x1)2 D2y V3.3
0 (V1.2 ~ va1)/2 (1,3 —v31)/2
Wk =| —Why/dyr 0 (1/2) (vg.3 — v3 2)/(x})? 22
L - W, - ()2 W2y 0
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Die einachsige Zugspannung 0 > 0 in Stabachsrichtung x3 = z liefert

i_o ] [ 7
TR = 0 sk, = -1 g_ tr T 2.3)
o 2
- J — .
Das fortgesetzte Gleichgewicht (1.4) ist in Zylinderkoordinaten mit den Metrikkoeffizienten gy
1 ' [ 1 1
|
o = (x1)? ,  gKl= 1/(x1)2
L L] L 1
und den Christoffel-Symbolen 2. Art [10]
P o0 1 ‘1
I= L _ m
2l il T ’12;} =t {kl} =0 sonst
N o+ N2 o N3y g+ (V) - N2y)/ul =0 2.4)
NIy N2y g+ N3y g+ NI/l =0 . (2.6)
Einsetzen von (2.3) in (1.10) urd Beriicksichtigung von
,r 0 —l
Th <n - 0 | tr(DS) = 0D, tr(S2) = 20213
2.7
IL 202/3_ 29
—rT/3 = p. tr(ZS) = (4a/3 + y)o2D3,. @ =1+ E,/(36)
ergibt die 9 Tensorkoordinaten
: . D33 o 4 . 2 .
NE= 26 {1)11 * 5% (1 _2(;‘(‘:?“"’7”} —p oDl + 30(01)33 2.8)

Ny = (26 —yo)Dly, N1y =[2G —a (1 +a+y)ID!,

9 (2.9), 2.10)
N2, = (2G - y0)D?, (2.11)
N2y =[2G —o (1 +a+7y)|D2y | (2.13)
N 26 —a(@ry)ID3) -0 WA (214
N3y [2G - o(a+7)]D*y — aW3, (2.17%)
N3, = <3(;{ 1 A_é[l HQ%(%OH'Y)]} ~oil +_§ aty) DYy - p. (2.16)

Fiir die Belastungsbedingung von (1.10) gilt mit (2.7)

0 )"—(_i a+y)aD33 > 0.

In der eckigen Klammer wird die Voraussetzung 0/2G < | benutzt, welche die Aquivalenz von Hypo- und Hyperelasti-
zitit bedingt [11]). Wihrend der Grunddeformation haben ¢ und D3 3 gleiches Vorzeichen. Fiir hinreichend kleine Am-
plitude der Verzweigungslosung bleibt das Vorzeichen von D34 in der fortgesetzten Deformation erhalten und dannt
die Belastungsbedingung erfiillt.

Die Randbedingungen am Rand x! = r sind wegen fortgesetzter Spannungsfreiheit (1.6) und ny = (1, 0. 0)
NLL=00k=1,2,3.
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Zur Vermeidung von Singularititen an der Stelle r = 0 beim Vollzylinder wird dieser bei der numerischen Rechnung
durch einen Hohlzylinder mit sehr kleinem Innenradius r; ersetzt und an der Stelle r = r; ebenfalls (2.17) gefordert. Eine
solche Vorgehensweise ist berechtigt, da Verzweigungspuukte nicht von der Art der Randbedingungen auf Oberflichen-
teilen mit verschwindendem Inhalt abhingen. Weiterhin sollen die Stabstirnflichen eben bleiben, d. h., bei x3=2=0,
1 (I — aktuelle Stablinge) ist mit n = (0,0, ¥ 1)

v3=0 und N3, =0, k=12. : (2.18)

Ein Ansatz fiir die physikalischen Geschwindigkeitskoordinaten u = vy, v = vo/r, w = v3, der (2.18) mit (2.14), (2.15),
(2.1), (2.2) erfiillt, lautet

u = f(r)cosuypcosvz

v = d(r)sinugcosvz v = —, k=1,2,3, ...
! (2.19)
w = g(r)cospysinvz t
p = 2Gyh(r)cosppcosvz u=12.3,... J
G — Bezugsmodui. (2.19) mit den Abkiirzungen 8( )/dr =( ) und
SINVZ = 5, COSVZ = ¢y, sinuy = Sy COSLp = ¢y (2.20)
ergibt in {2.1), (2.2)
i— feyey, (1/2) (—pf—d+ ed’) cpsy 1/2) (—vf+ g8)spey 1
| 1 1 . 5
Dkl . 3 (urd + rf)cycu 52 (—vrd ~-~ug)svs_u (2.2D)
] vee
if 0 (1/2) [—uf— (rd) leys, —(1/2) @+ sy |
, | 1
Wk = 0 52 (—vrd + ug)sysy, (2.22)
L 0 §
Beim Einsctzen von (2.21), (2.22) in (2.8) . . . (2.16) werden winkelfunktionsfreic dimensionslose Tensorkoordinaten
M¥| benutzt, z. B. in (2.8)
und entsprechend fiir die anderen Kcordinaten. Alle diese Koordinaten lauten damit und mit den Abkiirzungen
_ G o) 2.24
B(r) - ﬁ'{ ) 2G(l‘) K([‘) (-' )
N 14 ‘1‘ ’ h 2 k)
Ml = ﬁ{f+2~q5[l—K(gavy)]g—§+§akvg—7kf} (2.25)
M, = —g(l- Yk) (—uf—d +1d”) ‘ (2.26)
Ml3 :Ag(_,yf--rg’){lﬁK(1+a+7)] 2.27)
: 8 N et
M2, = ;7(1 ~vk) (~puf —d +rd’) = 5 MYy (2.28)
2r= r
1 1 4 2 h ;
M2, = B<? (1 —-vk) (ud + f) + {2—5 [1 ——K(§a+7)]+ §<>u<} Vg——g> (2.29)
M2, :_2[32 (rd + pg) [1 =k (L +a+y)] (2.30)
r
( ) 2.31)
M3, - %i(_vf+g")[l——f{(a+7)]—K(Vf+g)} (8%
g 2.32
M3, = g <L—(vrd+ug)[1—x(a+7)]+'<(~”d+#g)} (232)
L 4 LN h ‘ (2.33)
M33 _B%1_(5[]AK(§Q+7)]_K(1V+§a+7)}Vg—E). J
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. d
Hinzu kommt noch die separierte Inkompressibilititsbedingung (1.8) £ + é +BS vg=0. (2.34)

r
Zwischen den mathematischen Tensorkoordinaten M| und den physikalischen Tensorkoordinaten M(k)(l) gelten die
Beziehungen [10]

Mk, = M(k) ) vVen/gk (2.35)

wo die unterstrichenen Indizes nicht abzusummieren sind. Dies wird zusammen mit (2.19), (2.23) beim Einsetzen von
(2.28), (2.29), (2.31) in (2.4), von (2:28), (2.29), (2.32) in (2.5) und von (2.30), (2.33) in (2.6) beachtet. Aufierdem er-
folgt in den drei entstehenden Gleichungen die Elimination von h/B mittels (2.25) und (2.34). Die drei Beziehungen des
fortgesetzten Gleichgewichtes lauten dann:

(MD)q)) g +uMD) 5y + 0 MD) 5y —MA) ) — g { [kv2r+ % (1 _w)]f-.zﬁr(i —vk)d—vg (1 -w)} =0 (2.36)

Mgyl + MOy —uMDyg) +8¢=25 (1 =m0

2 2

- {2“7 (1 —vyk)+ "_2’[1+K(1_a_7)]} —”—2’i[3_x(1+a+37)]g y=0 (2.37)
Mgy —vMD) )+ BC—pf(1 —7;()-%"_[34(1 +a+3y)ld

2 3v2 4
- {%r_[l —xk(L+ta+y)]+v2r[2 —k (1 + 20+ 2y)] _%[1 —K (§a+7)]} g) =0. (2.38)
Diese Gleichungen sind noch durch die Inkompressibilititsbedingung (2.34) sowie durch (2.26)
rM(1 )(2) = g (I —vk) (—uf—d+rd’) und(2.27) zu erginzen. Es seien noch die Abkiirzungen (2.39)
Mgy =8 (vt g) =k (L +as ) (2.40)
M) =M, MDD ) =My, MO g = M, (2.41)

1 + 1 r

C=C )y g=C ) g, §=1,va=w (2.42)

(a Bezugslinge) eingefiihrt. Das resultierende System von 6 Differentialgleichungen 1. Ordnung nimmt damit die endgiil-
tige Form: an:

’ Y+ ¢ 3 | | \N ( 3\
! ‘ H
) M w I, 74 u
M, 0 ] ~% —wF - (xw2+2§T)ﬁ 25 (-1 M,
| T sofaw ||
M 2 2§ M ¢? !
L T -F 0 ; 25 (1-7K)B 2 My,
! —k (1+a+3y)] 3 + —5—[1+K(1—a—'y)]}
k; 1 SES S
2
| lB{f-‘—zll—»c(l ta+y)]
! ey gHY 13
M,l=]w : 0 --zrl— +w2[2-k(1+2a+2y)] }i(l—'yx)ﬁ 2 M,,
302 4 —k(1+a+3y)
ke }
5 2/{ (1
g 0 0 R 0 w 0 g
k(1 +oz+7)]BJ
f 0 0 0 W 1 _H ¢
¢ ¢
2 1 N
d 0 | o y L e
\ J K (1”7")3 ( 0 ; § J \ d Y

(2.43)



Fiir den Verbundstab existieren ein Innenbereich r; < r < a mit k; = 01/(2G1), B = 1 und ein AuBienbereicha <r<b
mit K2 = 02/(2G2), ﬁ = G2/G‘1.
Als Randbedingungen verbleiben mit (2.17), (2.23), (2.35), (2.41) bei { = r;/a,{ =b/a

M, =M, =M =0, (2.44)

d. h. Gleichungen mit genau den Unbekannten, die auch in (2.43) auftreten.
3.  Anwendung des Ubertragungsmatrizenverfahrens

Das von der logarithmischen axialen Gleichmafstabdehnung e abhingende homogene Differentialgleichungssystem
(2.43) mit den homogenen Randbedingungen (2.44) bestimmt ein Eigenwertproblem mit € als Eigenwert. Die Koeffi-
zienten des Systems (2.43) hingen auch bei konstanten Spannungs- und Materialkennwerten vom Radius ab. Eine kata-
logisierte Losung des Systems 6. Ordnung (2.43) wie beim rotationssymmetrischen Problem 4. Ordnung in [4] ist nicht
zu erwarten. Es erfolgt deshalb eine numerische Losung mittels Ubertragungsmatrizen, die aus der Systemmatrix von
(2.43) iiber die Runge-Kutta-Formeln 4. Ordnung [12] aufgebaut werden [13]. Fiir vorgegebenes € beginnt die Integra-
tion bei { = r;/a mit den dazugehérigen Randbedingungen aus (2.44) und unbekannten separierten Geschwindigkeiten
fo) 801 do und endet am Aubenrand { = b/a, wo die restlichen Randbedingungen aus (2.44) erfiillt werden miissen. Dies
liefert ein homogenes 3 x 3-Gleichungssystem zur Bestimmung der f,, g0+ dy, dessen Koeffizientendeterminante ver-
schwinden mub. Die Determinantennullstelle wird durch schrittweise Vorgabe von € systematisch bestimmt. Die Inte-
grationsprozedur wurde in einem FORTRAN-Unterprogramm realisiert [13], das Ergebnis in das bestehende Rahmen-
programm zur Nullstellensuche [14] eingebaut [13]. Die Untersuchung der Fille u = 0 (Rotationssymmetrie) oder
v=0 erfolgte dabei gesondert.

Das Runge-Kutta-Verfahren gestattet es, nach Ermittlung des Eigenwertes auch die Eigenfunktionen zu bestimmen.
Dies geschieht in der sogenannten Riickrechnung, die nur fiir die Radialgeschwindigkeit f programmiert wurde [15].

Die hier geschilderte Vorgehensweise li6t sich auf einige andere Belastungsfille und kompressibles Material iibertragen.
Es wiire dann die Systemmatrix von (2.43) neu aufzustellen. Zur Beriicksichtigung hydrostatischen Druckes an den Man-
telflichen eines Voll- bzw. Hohlzylinders miifiten die Randbedingungen (2.44) neu formuliert werden. Der dickwandige
Hohlzylinder unter richtungstreuem [16], [17] oder hydrostatischem Manteldruck und der kompressible Verbundstab

erforderten auberdem die Integration des radialen Gleichgewichtes tiir den Grundspannungszustand. Gleiches gilt fiir
die Einbeziehung von Eigenspannungen [18] , [19].

4. Ergebnisse

Wie in [4] lagen der numerischen Rechnung zwei Materialkennlinien i = 1, 2 fiir die logarithmische Dehnung € und die
wahren Spannungen o;

€ gt

- € '
E—_- = -o—— y Oyi = Eley] s 0< e—" <1 (4‘1)
yi yi yi
0: g n;
E_ = _1_ + m: 1_ ! —m; 1 < e_ (4'.2)
€. : o.: 1\ g . r €. .
yi yi yi yi

mit den Materialkennwerten nach Tabelle 1 zugrunde.

Im Verbundstab bestehen der innere Zylinder aus dem Material 1 (Maragingstahl) und der duBere Zylinder aus dem Ma-
terial 2 (Kupfer). Die Fliebspannungsverliufe der Komponenten fiir Dehnungen cberhalb der Gleichmafidehnung wur-
den dabei aus Zugversuchen an Proben mit verschiedenen Kaltumformgraden [20] bestimmt.

Tabelle 1
Materialkennwerte fiir (4.1), (4.2)
Material E,/Nmm—2 €yi m, n;
1 163 000 0,004652 7,539 12,29
2 120 000 0,000708 6,483 3,145

4.1. Rotationssymmetrische Einschniirformen

Unter der Voraussetzung rotationssymmetrischer Eigenmoden wurden wie in [4] fiir 4 verschiedene Volumenanteile v
des Materials 1 die Verzweigungsdehnungen € und -spannungen 0 ., 09, eines Verbundstabes mit den Ausgangsabmes-
sungen Aufienradius B und Linge L, B/L = 0,02, berechnet. Tabelle 2 enthilt fiir verschiedene Halbwellenzahlen k das
Ergebnis, welches auf 4 Ziffern genau mit der Losung der in [4] benutzten Methode iibereinstimmt.
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Tabelle 2
Verzweigungsdehnungen und -spannungen

v k €% 01./Nmm—2 09./Nmm—2
1 0,3153 326,6 326,6
2 0,3155 3267 -326,7
0 4 0,3163 3270 3270
10 0,3269 330,2 330,2
20 0.3963 3512 351,2
1 0,2078 8860 286,6
2 0.2079 836.0 286,6
0,2 4 0,2081 886,1 286,6
10 0,2144 8879 289 4
20 0.2857 906,6 316,6
1 0,1419 8629 2543
2 0,1419 8629 254,3
0,4 4 0.1420 8629 2544
10 0,1468 8649 257,0
20 0,2165 888.6 290,2
1 0,05091 811,7 8117
2 0,05101 8118 8118
1,0 4 0,05151 8122 8122
10 0,05811 8171 8174
20 0,1387 861.5 8615

Eine typische Schar von Eigenfunktionen v = 0,4 aus diesem Beispiel gibt Bild I wieder, wo noch die Halbwellenzahl
k = 40 entsprechend €. = 0,5300 mit aufgenommen wurde [15]. Dort bedeuten T die auf ihren Maximalwert normierte
Amplitude der Radialgeschwindigkeit (vgl. (2.19)) und a den aktuellen Radius des Innenzylinders (Material 1). Die
Eigenfunktionen weisen keine Besonderheiten am Ubergang r = a vom Material | zum Material 2 auf. Der Fall k = 1 ist
vom geraden Verlauf der Radialgeschwindigkeit fiir homogene radiale Deformationsgeschwindigkeit im Bild 1 nicht
zu unterscheiden. Dies entspricht der Tatsache, daf3 die halbe Wellenkinge in Stabrichtung sehr viel ¢roBer ist als der
Stabradius.

Fiir eine mogliche Kontrolle der Eigenfunktionsberechnung

wurde der Variationsausdruck [7] 1,0

{' tr(NL)dV = Min. (4.3) 7

in allen kinematisch zulissigen Geschwindigkeiten,
V — Volumen im Grundzustand, herangezogen. Bei
rotationssymmetrischen Eigenmoden liefert (4.3) mit
(1.10),(2.1) ... (23), a=7v=0
1 a [ n=1,€c=01419
S [Irdrdz = Min. [—n=20; €c=02165
o o

L n=40, £¢=05300
05
2 E
oGl W2 ] 2_3 Ly w2
F= 2602+ 5wl e g, rw )P = 5 (- ) v, /

(44
)Z

g, 2 4 2 4.2 Y
—gwhou?) = Tl tw )P awd ] S, - w

4

T
und mit (2.19), (2.34) sowie dem Niherungsansatz

£(5) = € ¢ + Cy?

fiir einen homogenen Zylinder vom aktuellen Radius a

(C;, G5 — Freiwerte) 2 notwendige Gleichungen, von 05 10 .g 15
denen eine |autet

Bild 1

Eigenfunktionen fiir Rotationssymmetric und v - 0.1
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Et o Et g ¢ .
C,[6v2a2 +48 c'e (3v2a2 —48)] + Cy[4v2a2 +48+48 c'e (2r¢a2 ~72)]=0. 4.5)
Der Tangentenmodul E; = do/de ist dabei nach (4.2)

By(9) = 36[1 + mn (o5 5o )11, (46
Yy

In (4.5) wurden die Kennwerte des Materials 1 (Tabelle 1) benutzt und der mittels der halbanalytischen Methode [4]
berechnete Eigenwert 0/2G = 0,007522 fiir das aktuelle Abmessungsverhiltnis a/l = 0,1833 hei einer Halbwelle in Stab-
_richtung, d. h.va = 0,57585 eingesetzt [15]. Dies ergibt

Die ebenfalls auf ihren Maximalwert normierte geniherte Eigenfunktion stimmt mit der numerisch berechneten Eigen-
funktion fiir 8 diskrete Radiuswerte ¢, 0,01725 < ¢ < 1.in den ersten 3 Ziffern iiberein.

Der EinfluB der Materialparameter a, y auf die Verzweigungspunkte wurde auf zwei verschiedene Arten getestet. Der
aus (1.9) mit (2.3) folgende und damit zur Systemmatrix von (2.43) gehérende Tangentenmodul E; = do/de geniigt
der Beziechung

E,(0,.0;0,7) = Ep() ‘- @a+2y 8 4.7)
t v Y 37) l+ JP(OV)E §7)E . .

Im ersten Fall wurden die Verzweigungspunkte fiir wachsende Halbwellcnzahlen lings der Kennlinie (1.2) aber mit dem
jeweiligen Tangentenmodul gemit (4.7) und

) Ep(gv) = E (0 ) (4‘ 8)
B (o ~ Pt '

bestimmt, d. h., jeder Verzweigurgspunkt gehort zu einem anderen Material mit geringfiigig verschiedenem Tangenten-
modul E;, aber gleichem plastischen Modul E, . Al- Beispiel diente ein homogener Zylinder aus dem Material 1 mit den
Ausgangsabmessungen Radius/Liinge = 0,02, ir a. 7 wurden alle Kombinationen von 0, 1, —1 zugelassen. Die Halb-
wellenzahlen k waren k = 1, 10, 20. Die maximalen Abweichungen traten zwischen den Kombinationen a = 0,y = 0
und « = 1,y =1 fiir k = I beim Material 1 auf. Die Verzweigungsspannung fiir « = 1, = 1 warum 0,15 % kleiner als
-die fir a = 0.y = 0. die Verzweigungsdehnung um 2.8 %. Der Verzweigungspunkt lag geringfiigig vor dem Kraftmaxi-
mumpunkt. Fiir das Material 2 waren die Abweichungen geringer.
Im zweiten Fall wurde der Tangentenmodul i‘t der Systemmatrix von (2.43) gleich dem Tangentenmodul E, der Kenn-
linie (4.2) gesetzt.

Ep(av; a.y)
1+ Ep(o‘.: a,y)’E

-~

_ : g, . .
E(0,) = [ - o+ 5) -F‘—] = Ey(o,). (4.9)

Die Verzweigungspunkte lagen wieder auf der Kennlinie (4.2), d. h.. fiir jedes Wertepaar «, v besali das dazugehorige
Material geringfiigig verschiedene plastische Modiln E, beigleicher Kennlinie im elastisch-plastischen Bereich. Die Halb-
wellenzahlen waren k = 1. 10. 40. Die maximalen Abweichungen fiir das Material 1 traten bei k = 40 zwischen o = 1,
Y= lLund @ =0,y =0 auf. Sie betrugen fiir die Spannung weniger als die Genauigkeit der Ergebnisausgabe und 0,24 %
fiir die Dehnung. Beim Material 2 waren sie wieder geringer.

Man kann zeigen, da der a.y-Einflufs in (4.7) bei £, nach (1.6), (4.8) auf die Grunddehnung von der GréBenordnung
10-2 und deshalb vernachlissighar ist. vorausgesetzt, die elastisch-plastischen Kennlinien besitzen einen gemeinsamen
Punkt!),

Es ist noch zu bemerken, daf in beiden Fillen die grofen Halbwellenzahlen mit unrealistisch grofen Verzweigungsdch-
nungen der homogenen Stibe einhergehen. wegen der Kleinkeit der Abweichungen andererseits iiber die a,y-Einfliisse
auf die Verzweigungspunkte des Verbundstabes sowie auf Verzweigungsmoden nicht diskutiert wurden. Des weiteren
ist zu ergénzen, daf (4.7}, (1Y) im Zugbereich gelten und der plastische Modul bei Zug und Druck gleich sein soll.
Demnach unterscheidet sich in beiden Fillen der Anstieg do/de fiir Zug und Druck gemif (1.9) und 0 € E um den
Faktor

3 L0 - 3 .0 3 [0
[l+(2a+§7)}f]/“"(2a+f_i7)ﬁ] ~ l+2(2a+§7)E—.

1) Die asvmptotische Abschitzung der oy -Finflisse auf die Verzweigungsdchnungen in [3] enthilt im letzten Abschnitt des Punk-
tes 4 cinen TrugschluB hinsichtlich der Ubertragbarkeit der Modulabweichungen auf die gendherte Verzweigungsspannung, wel-
cher dort zu groBe Dehnungsunterschiede verursacht.
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4.2. Nichtrotationssymmetrische Verzweigungsmoaen

Fiir den Verbundstab mit den Abmessungen B/L = 0,02, (a/b)2 =0; 0,2; 0,4; 1 und der Anordnung des Materials 1
innen sowie des Materials 2 aufien wurden Verzweigungsdehnungen im Intervall 0,05 . . . 0,6 gesucht (vgl. a. Bild 5 in
[4]). Die Halbwellenzahlen k in Stabachsenrichtung waren k = 1,2, 4,10, 20, 40, die Vollwellenzahlen g in Umfangs-
richtung u = 1, 2, 3, 4. Fiir u = 1, 2, 3 traten keine Eigenwerte auf, bei 1 = 4 und allen obigen k wurde der Zahlenbe-
reich des Rechners iiberschritten. Dies deutete sich durch das Anwachsen der Restwertdeterminante an der Intervall-
grenze € = 0,6 fiir ansteigende u-Werte bereits an. Die mit wachsender Dehnung monotone Zunahme der Ordnung der
Eigenwerte fiir die rotationssymmetrischen Eigenmoden des Verbundstabes nach [4] kann also durch Hinzunahme der
hier geforderten nichtrotationssymmetrischen Eigenmoden unter sonst gleichen Voraussetzungen nicht widerlegt wer-
den. Eine Er6rterung des a7y -Einflusses eriibrigte sich.
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