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Zur Stulpbeanspruchung des Verbundringes

Wolfgang Pfefferkorn

1. Einleitung

Eine ausfiihrliche Untersuchung iiber das Verhalten ho-
mogener Kreisringe, die durch ein Stilpmoment oder
durch radiale Krifte beansprucht werden, erfolgte be-
reits durch R. Grammel [1].

Der vorliegende Beitrag bringt die Erweiterung auf Ver-
bundringe, deren Querschnitt abschnittsweise aus ver-
schiedenen Werkstoffen hesteht, die fest aneinander haf-
ten. drehsymmetrisch angeordnet sind und linear-elasti-
sches Werkstoffverhalten besitzen.

Belaztet werde der Ring durch ein iiber den Umfang
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gleichmiiflig verteiltes Stiilpmoment M [ am ] und eine
‘ m

radiale. konstante Streckenla-t q [N/m], die iiber den
Kreisring mit dem Radius R} wirke (Bild 1).

Die im Verbundring vereinigten Werkstoffabschnitte be-
sitzen in der Regel unterschiedliche Wirmeausdehnungs-
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Bild 1
\ erbundring unter Belastung

koeffizienten. Die gegenseitige Behinderung in der Wir-
meausdehnung fiihrt selbst bei konstanten Temperatur-
differenzfeldern zu Spannungen und Verformungen. Die
Ableitungen werden mit beliebigen Temperaturfeldern
gefiihrt, deren Kenntnis vorausgesetzt wird. Diese Wir-
mespannungen treten hauptsichlich als Tangentialspan-
nungen auf. Aber auch quer zur Kreisringachse entstehen
sowohl Wirmespannungen als auch Quernormalspannun-
gen infolge der teilweise behinderten Querkontration,
die sich an den Grenzlinien der Werkstoffzonen von den
Rindern beginnend erst iiber Schubspannungen aufbau-
en. Diese Querspannungen und auch alle Deformationen
des Querschnitts bleiben in Anlehnung an [1] unberiick-
sichtigt.

Eine chorakteristische Verformungsgréfie ist der Stiilp-
winkel ¥, der die Verdrehung der Ringquerschnitte ge-
geniiber ihrer Ausgangslage bezeichnet, ohne dafi der
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3. Berechnung der Koordinaten des Stiilp-
-zentrums

Gewihlt wird willkiirlich ein Koordinatensystem Y, Z
(Bild 1), dessen Ursprung im Abstand R von der Ring-
achse liege. Die beiden achsparallelen Systeme y, z und
Y, Z haben die Abstinde Y, und Z,,.

Es werden die statischen Momente

n 23
Sz = Z v [ ZdAi (23)

i=1 (Ai)r
un

n
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S, = 2 vi J ZdA, 24
y i=1 l(Ai)l' i ( )

berechnet. Mit der Forderung Sy = 0 und S, = 0 folgt
aus den Gl. (9), (10), (23), (24) und den Beziehungen

y = Y-¥, (25)
z = Z—127, oder
z = Z—-R,+R
Zv f YaA = S;—Y,A =0 (26)
v. —_— . = p— =
i1 l(Ai)r VA [
n z
ZvJ —dA; = Sy-Z,A=0
i=1 (ApT
Daraus folgen
Y, = S,/A 27
und
Z, = Sy/A (28)
Damitistauch R, = R +Z_ oder
Sy
R, = R+-A— (29)

bekannt.
Die fir Gl (21) erforderlichen Grofen I, D, und Dy
sind noch zu berechnen:

Loy Yaa -2, Loy —v,)2aa,
= v: A . = V: - — .
"=l NApT =1 (apT °
(30)

Vorher ist noch
I, - % wys Yaa @31

= v. j A . :
Z i1 I(Ai) T i
zu ermitteln. Damit wird aus G1. (30):
L= 17-2Y,8;+Y>A (32)

Mit den Gln. (14), (15) und (16) berechnen sich die Aus-
driicke Dy und D, wie folgt, nachdem vorher

n
Dy = 2 viayp, f ZATdA, 33
Y oy B Tj (Ap i (33)
und
D, = %
7z = viar. [ YATdA,

2 won, [ AT, 34
berechnet wurden. Es ist:
Dy = Dy-Z2,D 35)
Dz = DZ_YOD (36)

4. Berechnung eines Beispiels

Ein Verbundring mit Rechteckquerschnitt bestehe in
axialer Schichtung aus zwei Werkstoffen mit arys E;
und at_; E9 sowie den Breiten b; und by (siehe Bild 2).
Die Belastung erfolgt durch ein konstantes Temperatur-
feld AT.
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Bild 2

Verbundring mit axialer Schichtung aus zwei verschiedenen
Werkstoffen

Gesucht sind der Stilpwinkel ¥ und der Verlauf der
Tangentialspannungen iiber den Querschnitt.

Losung:
Es wird fiir E, = E; gewiihlt. Dann sind v; = 1 und
Ey

Vg = V=_——,

Die Berechnung der Querschnittswerte erfolgt nach den
Gln. (8), (23), (32).

Der Koordinatenursprung des Y-Z-Systems wurde in die
untere linke Querschnittsecke gelegt.

R+h 4,

A= (b vby) S (by +vhy) In (1 + %) - (8a)

T
S b b R+th
= + — .
y = (b Vz)é _dr;

mit Z=r— R wird:

Sy =(b1+vb2)[%—ln(1+%)]R (24.9)
by R+h y by+by R+h y

Sz = J f ZdYde+v S f 1 dYdr
Y=0 r=R T Y=b; r=R T
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1
= §[bf+vb2 (2by +by)]In (1 +%) (23a)
: by
Nachdem zur weiteren Abkiirzung x = 0 eingefiihrt wird,

1
ergibt sich die Lage des Stiilpzentrums 0 aus G1. (27) und
(28) wie folgt:

1+v(2+x)x

YO = b Trom (23 a)
%—ln(l*%%)

Zo = R % (24-a)
ln(l+§)

Das modifizierte Triéigheitsmoment I, ergibt sich aus Gl.
(32), nachdem vorher Ly zu bestimmen ist (Gl. (31)).

by

bl h1+ R+h
I =[ [ Y2dY+v [ Y2dY] S &
o by R
3 2
b b
1 2 2 h
=g tv@by+3byby + F)bylin(1+3) (31a)

Mit Gl. (37) und (32) folgt nach einer Zwischenrechnung:

h
In(1+=)
I, = b m%{ %[l+v(3(l+x)+x2)x]-

L+vx) —[1+v(2+x) x]z} (32a)

Fir die Temperaturglieder aus Gl. (14), (15), (16) bzw.
(33) ... (36) ergibt sich mit der Abkiirzung

a = aTg/aTl (38)

D= (C!TIAI +V(XT2A2)AT:(XT1 bl h(1+vax)AT

(14 a)
1
Dy = ag, by h2§(1+vax).
%—ln(l+%)
1-2—-——)AT (35a)
hln(l‘rh)
R R
21
D, = ory hbl 5[1 +tva(2+x)x
1+ vax
- 1+v(2+x)x)]AT (36 a)
1+ vx

Der Stiilpwinkel errechnet sich aus Gl. (21), die sich mit
M=0und q = o auf

v D (21 a)

= a
I, +Dy

reduziert, wobei das mit dem kleinen Wert a. A T be-

haftete Dy in der Regel wesentlich kleiner als }Z ist und
vernachlissigt werden kann.

Fir die Tangentialspannung o; verbleiben mit der ver-
kiirzten Gl. (21 a):

~ 1 ,b D,
17 Eo[RO—JrZ(K* T y) —or, AT]
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t
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(22a)
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B 1 b D
Otz = Eov[m (X + —iz—y)—a’l‘l aAT] (22b)

Die Auswertung erfolgte anhand eines konkreten Zahlen-
beispiels:
Werkstoff 1: Stahl mit E; = 2,1 + 105 N/mm? ;
g, =1,2+10-5/K
Werkstoff 2: Alu-Legierung mit E5 = 0,7 + 105 N/mm? ;
ar, =24+ 103/K.

Mithin wird V=1/3 und a=2.
Fiir die Abmessungen wurden gesetzt: R = 5 h.

Bild 3 zeigt den Stiilpwinkel ¥ in Abhingigkeit von
x = by/by fiir einen quadratischen Ringquerschnitt
h = by + by =b; (1+x). ¥ durchliuft ein Maximum bei
(b2/b1)max = 1’73'

Fiir by = 0 oder by = o wird auch ¥ = o.

Die numerische Auswertung ergab, daf die Lage dieses
Maximums nicht vom Verhiltnis des thermischen Aus-
dehnungskoeffizienten a = ar /aT abhiingt, sondern
lediglich vom Modulverhiltnis v = é2/El.*) Es ist fiir
diese Form der Schichtung allgemein:
1

by /b = — 23
( 2 l)max \/— (23)
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Stiilpwinkel V¥ in Abhiingigkeit vom Breitenverhiltnis by /by bei
quadratischem Ringquerschnitt eines St-Al-Verbundes
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