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Ein mechanisches Modell fiir elastisch-plastische
geometrisch-nichtlineare Prozesse bei metallischen Kérpern

J. Siegert
0. Einleitung

Bei der Untersuchung vieler Prozesse der Kontinuums-
mechanik gewinnt die Beriicksichtigung geometrischer
Nichtlinearititen zunehmend an Bedeutung, so z. B. im
Zusammenhang mit der Materialokonomie in der metall-
verarbeitenden Industrie (Leichtbauweise, Ausnutzung
des Traglastverm6gens). Fundierte Aussagen iiber den
giinstigsten Materialeinsatz erfordern umfangreiche theo-
retische Untersuchungen auf den Gebieten der Mechanik
und Mathematik. In diesen Rahmen ist die vorliegende
Arbeit einzuordnen. Zunichst werden die bekannten
grundlegenden Zusammenhiinge fiir das 3D-Modell mit
grofien Verformungen dargestellt, wobei die Zustands-
gleichungen dem Konzept von Budiansky entsprechen.
Danach erfolgt die Herleitung und Diskussion eines ein-
dimensionalen Sonderfalles. AbschlieBend wird in der
Arbeit ein beziiglich der FlieBbedingung und des (inter-
nen) Verfestigungsparameters allgemeineres Modell for-
muliert. Sowohl das ID- als auch das verallgemeinerte
3D-Modell koénnen als Basis fiir die mathematische
Untersuchung des Einflusses der geometrisch-nichtlinia-
ren Effekte benutzt werden, die beim Einbau der ent-
sprechenden Terme in die bekannte mathematische
Theorie fiir kleine Verformungen entstehen (beim 1D-
Modell sind die Nichtlinearitiiten anschaulicher erfafbar
als im mehrdimensionalen Fall).

In der gesamten Arbeit wird mit einem konvektiven,
d. h. korperfesten (sich bei der Verformung mitdefor-
mierenden) Koordinatensystem gearbeitet. Die den De-
formationsproze§ beschreibenden Grundgleichungen der
zugrunde gelegten Lagrangeschen Betrachtungsweise sind
allgemein bekannt (vgl. z. B. [1], [2], [5] bis [8]) und
werden darum nur kurz dargelegt. In der Arbeit gilt (bis
auf die mit dem Symbol ¥, gekennzeichneten Stellen)
die Summenkonvention.

1. Grundlegende Beziehungen

In der Lagrangeschen Betrachtungsweise stellt die mit
dem Zeitparameterwerl t = tg festgelegte Ausgangs- zu-
gleich die Bezugskonfiguration Cy dar. Die Gréfsen von
Co sind mit groBien, die (zeitabhingigen) in der aktuellen
Konfiguration C mit kleinen Buchstaben gekennzeichnet
(vgl. Bild 1, vgl. [5] (Blld& 1)). Xi, x! stellen die konvek-
tiven Koordinaten G,, Dl die Basisvektoren (die dazu
dualen Grofen sind G, 2, Gij, gij (bzw. GU. i) die
Komponenten der Mctriktensoren, 2, w das Volumen,
A, a die Oberfliche, N = Ni(}’i,?{ =nig! die entsprechen-
de Normale. P Pi(?i.
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vektor pro entsprechende Flicheneinheit, dS, ds das Li-
nienelement, P, p die Massendichte, E, T den Ortsvektor
zum materiellen Punkt T und 6 =T -R- Uai =
Ui—é = ugl = uig; (Ui = GUUj, ul = glJuJ) dessen Ver-
schiebungsvektor beziiglich des raumllchen kartesischen
Koordinatensystemes Z! mit der Basis { —‘;i } dar.

Zu den kinematischen Grundbeziehungen fiir grofie Ver-
formungen gehort der Zusammenhang zwischen den
Vektoren g; und G sowie die Wahl eines Verzerrungs-
mabes €

gi=(8; + Uj/i)a)'v 1)

(ds)? — (dS)? = 0,5(gjj —Gij)dxidxl = ejdxidxl. )
Dabei bezeichnen 8J; das Kronecker-Symbol und ()i
die kovariante Ableitung beziiglich der undeformierten
Metrik. FaBt man die GroBen e;j; als Komponenten eines
Tensors beziiglich der Basissysteme { Gl bzw. { g auf,

erhilt man die Verzerrungstensoren e (Cauchy-Green)
bzw. €4 (Almansi-Hamel):

.. 247
€ < O’S(gl] —Gij)GlGJ = GeijG GJ, Geij : =€U
. s 3)
€r =0,5(g;—G) E 8= a6 B 8. a6 =€ -

Nur die kovarianten Komponenten der Tensoren e und
€, (und damit auch die entsprechenden Zeitableitungen,
d. h. die Deformationsgeschwindigkeiten) sind gleich, die
anderen (z. B. die gemischten Komponenten) nicht (vgl.
[1]). Fiir die Grofen €ij und dij 1= éij (der Punkt symbo-
lisiert die partielle Ableitung nach der Zeit) erhilt man

= 0 W(Ul/} + U/ + Uk /,Uk“) 4)

dij = 0.5(Uyy5 + Uy + Uk Uy s + UR 5Ty ). (5)
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Hiufig benutzt man als Deformationsmafi auch die
Hencky-Verzerrungen:

€l =0,5In(Gikg,;). (6)

Eine weitere wichtige Beziehung folgt aus dem Gesetz
iiber die Erhaltung der Masse. Mit den Grofen G :=
det(Gj) und g : = det(gy) ergibt sich fiir J : = p/P:

T=@6)05. )

Zu den statischen Grundbeziehungen gehdren die De-
finitionen der Spannungstensoren o (Cauchy), o7
(Trefftz, Kirchhoff) und op ((2.) Piola-Kirchhoff):

o i > s>
oc=coVg g, o = poVg;g; = J colg;,

" 8
op = poiiG; ;. p = colnig;

Die kontravarianten Komponenten von op und op
sind glelch alle anderen nicht (vgl. [7]). Die Vektoren

p und P ergeben sich aus der einwirkenden Kraft F
Man erhiilt:

F=pda=PdAP =pokish + U )NG,. )

Das inkrementelle Kriftegleichgewicht in © (hei ver-
nachlissigbaren Volumenkriften) lautet:

([po%i (8" + U )17y =0. (10)

Auf entsprechenden Oberflichenteilen von A gelten die
Randbedingungen (RB):

(o (i) + UL )] "N =P,
O (1)
P = PIGi.

Die zu (10). (11) gehdrende Variationsgleichung kann in
der folgenden Form aufgebtellt werden Gesucht wird

derjenige Vektor U - U'G = UGl aus einem Vektor-
funktionenraum U (die Elemente von U miissen die vor-
handenen [ohne Einschrinkung der Allgemeinheit als
homogen mrauagesetzten] geometmchen RB erfiillen).
so dafs fiir alle V = V'G VG‘ aus U die Integraliden-
titat

fQ[OssPdij(Vi/j *VJ/I +Uk/in/j + Uk/ij/i)
5 3 (12)
+pol Uk, Vi 1dQ =1, PIV; dA

gilt (Prinzip der virtuellen Arbeit). Der Raum U ist so
zu wihlen, daf die Integrale in (12) existieren. Die
Standardformulierung erfolgt in einem Banach-Raum
(> [15]); (12) kann aber auch in einem Unterraum eines
Hilbert-Raumes betrachtet werden (vgl. [18]). Im weite-
ren wird nicht mehr zwischen den gleichen Komponen-
ten der Verzerrungs- bzw. Spannungstensoren unter-
schieden, folgende Bezeichnungen finden Verwendung:

€j = A€ij = GEj» 0¥ = 70U =pol.

Die Materialgleichungen bestehen aus der Zustandsglei-
chung (ZG), der Anfangs- und Nachfolgefliefbedin-
gung (FB), dem Verfestigungsgesetz (VG), dem Fliefige-
setz (FG) sowie einer Annahme beziiglich der Aufspal-
tung von €; in einen reversiblen (elastischen) Anteil

el€jj und einen irreversiblen (plastischen) Anteil pl€ij-

Fiir Metalle kann vorausgesetzt werden, daf
€ij = el€ij ¥ pI€i- (13)

Fiir diese Werkstoffe bleibt das Volumen wihrend des
Deformationsprozesses naherungsweise konstant:

J=p/P=(g/G)05~1, j=~0. (14)
Stellt man die ZG nach Budiansky (vgl. [10]) unter der
Voraussetzung der Giiltigkeit von (13), (14) auf, ergibt
sich bei Beachtung der Symmetrie von 69 und €

ol = [ (glkgjl+ T gugkl

[
— oiigkly —
2, n )

(15)
(gl + gkall)] &)

Dabei bezeichnen ¢, (Elastizititsmodul), ¢, (Querkon-
traktionszahl, fiir Metalle gilt ¢, = 0,3) bekannte Mate-
rialkonstanten. Die Funktion « besitzt den Wert 1, falls
aktive Belastung (vgl. (23)) auftritt und den Wert 0,
wenn ein anderer Belastungsfall vorliegt. 6 ist der zu
o'l gehorende Spannungsdeviator. Die Grofe n stellt
eine Funktion des (zeitabhingigen) Tangentialmoduls
cr des einachsigen Zugversuches (vgl. (37)) und der Ver-
gleichsspannung oy dar:

oy = (2/3 gig 896", (16)
n = 2eq(oy)?[2(1+c)/3+ ¢ fep —11/(Be, —3er).

Haufig verwendet man in (15) analelle der Leltdbleltung
6l die objektive Jaumann-Ableitung 61 von ol :

oii c= gl + (g‘ko-'l + g)kall) €kl (17)

Als Anfangs-FB findet oft dic von-Mises-F'B Verwen-
dung:

F = F(oV. kg:g;) = oy — kg =0. (18)
Ko stellt den das erstmalige FlieBen beschreibenden An-
fangswert eines (skalaren) Parameters k dar, der z. B.

beim ,strain-hardening™-Verhalten des Materials durch
das Verfestigungsgesetz

k= pléy = (2/3 gighk e i (19)
bestimmt ist. Die Folge-FB und das (mit F assoziierte)
FG sind:

F (ol, k1 g5) = oy — =0, 20)

Die nichtlineare Sprungfunktion a = & (oll, k, 0; gij)
wird mit Hilfe der aus (20) abgeleiteten Konsistenzbe-
dingung (22) konstruiert:

F; :qucofj +qu=0, qx 1=BE/8K, (22)

1, falls F(o, k;g;) =0 und g Gij > 0
(aktive Belastung),

0, wenn F = 0 und gj; ¢ <0 (passive Bela-
stung) bzw. F <0 (Entlastung).

a= (23)
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Damit sind die wichtigsten grundlegenden Beziehungen
des 3D-Modelles bereitgestellt. Diese Theorie wurde be-
reits fiir viele praktische Berechnungen mit der Finite-
Elemente-Methode als Basis benutzt, obwohl zu den
mechanischen Annahmen eine Reihe kritischer Bemer-
kungen angebracht sind. Zum Beispiel wird die Zerle-
gung der Deformationsgeschwindigkeit (vgl. (13)) in
der Literatur stark diskutiert (vgl. [12], [16], (17]).
Weiter ist in der ZG (15) bei @ = 1 der elastische und
plastische Anteil nicht erkennbar, da die Metrik das Re-
sultat der gesamten Deformation ausdriickt. Der Zusam-
menhang (15) zwischen 6l und € stellt eine willkiirli-
che Verallgemeinerung der linearen Theorie dar, die
Wahl von FB und VG ist sehr speziell. Trotz dieser Pro-
bleme widerspiegeln die numerischen Resultate gut die
realen Prozesse (vgl. [9] bis [11]).

2. Herleitung eines eindimensionalen Modelles

Es wird ein Zugstab als Quader im einachsigen Span-
nungszustand betrachtet. Das Material sei (wie beim 3D-
Modell) homogen und isotrop. Die konvektiven Koordi-
naten sollen in der Bezugskonfiguration Cg kartesisch
sein. A, a bezeichnen jetzt den Querschnitt parallel zur
X2.X3-Ebene, L und 1 die in Richtung der X!-Koordi-
natenlinie gemessene Linge. Der Einfachheit halber
gelte 2 = A = L =1, d. h., diese Groben seien in C; nor-
miert. Die gleichmiBig verteilte Oberflichenkraft F
wirkt in X!-Richtung. Fiir die Verschiebung U- Uk_G>k
gilt bei diesem Modell Uk = Uk(Xk) = Uy. Mit der Be-
zeichnung U/ : = 3U;/aX} ($l) erhilt man:

gi= 1+ UG, &). 24)

/] ° .
Co

Bid2
Zugstab als Quader

Die kinematischen Beziehungen besitzen die folgende
Form:

Firi = j(¥;) g =(1+U})2,gii=(1+U})~-2, |

€;=Ul(L+U/2), &; =011 +UY). (25)
Fiir i #j: gij=gij=eij=éij=0, j
J=g"%=1(1+U}) Q+Us) 1+UY) I. (26)

Bei der Deformation sollen folgende Bedingungen gel-
ten:

J~1,]~0,U0!> 1 firi=1,2 und 3. @27
20

Betrachten wir nun die statischen Grundgleichungen.
Fiir den einachsigen Spannungszustand gilt (vgl. (8)):

o1l #0, ol = 0 (sonstige Komponenten). (28)

Damit erhilt man fiir den Deviator GY, die Vergleichs-
. . o

spannung oy und die Jaumann-Ableitung o¥:

o11=2/3011, 5= _1/3011g, , ¢il, i=2,3,(F)), (29)

oy =g 011 =0l ,, by =allg,, falls o1, >0, (30)
oll =11 + 2411 ¢, gl1. 31)
Die gemischte Komponente ol; stimmt niherungs-
weise mit der physikalischen Spannung iiberein:

oy =] coly ~¢oly = IF |/a, wenn o1, > 0. (32)
Um die eindimensionale Zustandsgleichung herzulei-

ten, wird (15) zweimal mit der kovarianten Metrik iiber-
schoben:

Cel . Cy a
T+c, (emn+1-2c,, Omn —7, BimEin *

&im8&jn ol =
(33)

diokley ) —0l1(g) 1€y *+8) mé) ) O:=gkley.

Daraus erhilt man fiir m = n = 1 unter Beachtung von

(25):
*11_%l . <y a

(g11)%0"1 = Tre, €11t 13, @811 - 5(811)2.

(34)
ookl &) —2011g)) é5.

Durch Uberschieben von (15) mit gij ergibt sich

0 =ol; (1 — 2¢,)/cq)- (35)

Aus (29), (33) und (35) kann unter Beachtung der
Eigenschaft g; 6 = 0 das Materialgesetz (ZG) fiir das
eindimensionale Modell aufgestellt werden:

o11=[c, (g1 1)2 2011 gl 1 —a(cy—op) (g1 1)2)éy - (36)

Ausgehend von der Differentialgleichung (36) erkennt
man, dab die GroBen c,) und ¢y aus dem o!;<€1; -Dia-
gramm zu ermitteln sind. Mit der natiirlichen Verzer-
rung €1, (vgl. (6)) ergibt sich:

011 = (cer — (1 —cr))e!! €

= (ce1—a(cey—cT)) €1},

a=0:»dll=cel'e<'11,a=1: 611=cT'é'11. 37
Das ol;-¢l,-Diagramm kann aus dem Coll-?ll-Dia-
gramm (vgl. [3], [4]) unter Beachtung von o1} ~ o,
abgeleitet werden. Experimentell liBt sich dabei die Auf-

spaltung der logarithmischen Dehnung in den elastischen

und plastischen Anteil ermitteln:
el - 71 el
€71 el€1 tpI€ 1>

Al = : :
€1 “gll(elell * plell)'
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Bild 3.1
Experimentelles Spannungs-Verzerrungs-Diagramm
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bild 3.2
Idealisiertes Spannungs-Verzerrungs-Diagramm

Es ist méglich, den bei Ent- und erneuter Belastung ex-
perimentell gemessenen Kurvenverlanf (vgl. Bild 3.1)
durch Einfihrung eines Regularisierungsparameters &
mathematisch zu modellieren (vgl. [4]). Dabei erfolgt
der Ubergang bei erneuter Belastung nicht als , Knick”
wie im Punkt A im Bild 3.2. sondern kontinuierlich.
Einige Autoren benutzen ein 0!;-€c-Diagramm, wobei
éc die konventionelle (ingenieurmibige) Verzerrung von
Cauchy darstellt:

ec::=(L—L)/L =exp(€l;) - 1. (38)

Ausgehend vom Bild 3.2 ergibt sich dieses Diagramm
durch die entsprechende Transformation des Arguments.
Haufig vernachlissigt man die dabei entstehenden Effek-
te (z. B. verliuft die Entlastungskurve nicht mehr paral-
lel zur elastischen Kurve).

Aus (33) kann man ‘bei spezieller Wahl von m, n (m =

n = 2 bzw. m = n = 3) die Querkontraktionsbedingungen
ermitteln:

gnnénnz(_cv+acQ)gll €11, (Xp) 1
bzw. é’"n =(—cpta cQ)é'll. (39)
cQ: = — (1 —eg/cep) (1 —2¢p)/2. J

Alle anderen Beziehungen von Abschnitt 1 sind formal
auf den eindimensionalen Fall iibertragbar. Das erfolgt
in der Zusammenfassung des 1D-Modelles:

Metrik: g;; =(1+U})2, (3;), g; = 0,1 #j,

Verzerrungen: ¢;;=U;(2+U})/2, (il), =0,i#j,
Deformationsgeschwindigkeiten: é;; —U 1@+, (1)),
Forderungen an den Deformationsprozef: U > —1,

J =~ 1’ J ~ 0, .

Spannungen: oll :J,C"ll’ oY =0, wenni,j#1,
Kriftegleichgewicht in (0,L):-([0!!(1+U})]*" =0,
natiirliche Randbedingung in X! =1:P1=(¢11 (1+U}))",
geometrische (homogene) Randbedingungen in X! =

U, =0,

Vanatlonsaufgabe Gesucht wird U; aus U ={U/ U(0) = O}

so dab fiir alle V; aus U folgende Identitit erfiillt ist:
1 . .
f (611 (1+Uj)+ol1 Ui )Vi dL =P1V,(1).

Aufspaltung von e |e + pléij’

FB:F(oll,k; gu) av—H(K) H(k) := &,

VG: k= lev (2/3 pleu ple‘j)o’s,

ZG: 611 = (cy(g1)2 — 2011411
—a(cq—or) @1))én,

FG: 1 = \F/adl, A >0.

3. Verallgemeinerung des Modelles

Die Grundgleichungen der Kinematik und Statik werden
in der gleichen Form wie im Abschnitt 1 beibehalten, da-
gegen wollen wir uns von einigen Annahmen beziiglich
der Materialgleichungen 16sen. Die regulire (und konve-
xe) FB sei nun durch eine beheblge Funktion gegeben,
die von o', dem internen Parameter  und gij abhingt:

F =F(ol, ' ;) = . (40)

K kann eine skalare, vektorielle oder tensorielle Groe
sein (vgl. (4], [13]), die in Kompaktschreibweise darge-
stellt ist. Der Parameter K erfiillt das VG:

X = r(ol, k; g;» A=0. (41)

Die Abhingigkeit in (40) und (41) von ol und g ent-
steht bei vorausgesetztem isotropen Matennlverhalten
mittelbar durch die Invarianten ol = g; ol bzw. 31 =
gikgl ° oligkl/2, Beziiglich des betrachteten Materials

wird erneut angenommen, daf ] ~ 1, j =~ 0 und

€ij = el6ij* pl€ (42
gelten. Der plastische Anteil sei durch ein assoziiertes
FG definiert, in dem die skalare Funktion A auftritt:
pi&ij = A gy @2 = AF/aoV. (43)
Aus (40) erhilt man die Konsistenzbedingung fiir isotro-
pes Material:

F = q;;0% +3F/ag;é; + 0F/a k K W)

=qijoij *q??’qk"; =9F/a«x .

21



Beziiglich der ZG wird zunichst ein Zusammenhang der
Form
oii :Dijklékl’ Diikl = pklij =Dijkl(oij, K,
(45)
a(dl, k', o'); g)

angenommen, wobei a die bekannte Sprungfunktion dar-
stellt (vgl. (23)). Ist fiir den elastischen Anteil el€jj und
o'l die Beziehung

gl = Diikl elékl’ Diikl = pklij (46)

bekannt, erhilt man daraus die ZG (45). Zunichst er-
mittelt man fir « = 1 unter Beachtung von (42), (43),
(44) und (23):

N = g DIk &y /gy Dkl gy — g ). 47)

Bei beliebiger Belastung liefert die entsprechende Sub-
stitution:

61 = (Diik! — oDiioY g, , g D™ "*}(q;;DY°" 40 —q5 )

‘ (48)
~ (gkoll + gikoil gilgik + gilgiky 2) &
Eine zentrale Rolle bei mathematischen Untersuchun-
gen spielt die , sign-Eigenschaft” (vgl. [4]). Sie gestattet
es, in der Funktion a anstelle g;j o'l die Grofe %‘D ijklékl
zu benutzen:

sign(q;; 0Y) = sign (q;; Dk, ). 49)

Dabei wird aufier der Symmetrie zusitzlich die Positivi-
tit des Stofftensors vorausgesetzt, d. h., fiir einen belie-
bigen symmetrischen zweistufigen Tensor Q mit den
Komponenten gj; gilt die Ungleichung qijﬁijqukl =0.
Zum Beweis von (49) ist eine Fallunterscheidung not-
wendig. Fiir q-‘(orij < 0 (Entlastung) erhilt man €; =
el€ij und (49) folgt aus (46). Falls F = 0 und g0 = 0
erfiillt sind (neutrale Belastung), ergibt sich (49) wie im
ersten Fall (K =0). Tritt aktive Belastung auf (qijtorij >0,
F = 0), erhilt man (49) unter Ausnutzung der Positivi-
tit des Stofftensors:

q;;D9Key = g6 + AqyDilklqy, > g;0' > 0.

Bemerkenswert ist, daB viele der bekannten Stofftenso-
ren noch bessere Eigenschaften als die fiir (49) geforder-
te Positivitit besitzen. Zum Beispiel sind sie oft positiv

definit, d. h., fiir einen beliebigen zweistufigen symme-
trischen Tensor Q gilt:

q;;Diklg) > T q;ql, © = konst.. T> 0. (50)

Eine Abschiitzung dieser Art kann z. B. fiir die Elastizi-
titstensoren in kartesischen hzw. krummlinigen Koor-
dinaten des Ausgangszustandes

~ c - .
Diikl = l_‘:'(._, (0’5(81k6jl + §ilgik)
v
¢y .
* 1oa 898K,
¢ ¢

Diikl = ‘¢! 5(cikGil+gilgiky+ Y _ gligkly (5
D P OS(GRGH GG 2 GIGK) (s1)

gezeigt werden (iiberschiebt man (51) mit g;;qy, ist als
Konstante in (50) z. B. die GroBe c,}/(1 + ¢,) wihlbar).

22

Analog li6t sich die positive Definitheit des Stofftensors
der geometrisch-nichtlinearen Elastizititstheorie

Diikl = el 0 5 (uikgil + gilgiky s Y ij ki
Dkl = 72 05k relgh) - gl (62)
nachweisen.

Unter Beriicksichtigung von (49) erhiilt man aus (45):

ol = Dijklékl’ Diikl = pijkl (Uij’ K,
. : (53)

a(d), K, & g5) 5 g;)-
Zum Schlub soll noch gezeigt werden, daf die im Ab-
schnitt 1 vorgestellte Theorie ein Spezialfall des verall-

gemeinerten Modelles darstellt. Zuniichst erhilt man fiir
die FB (20):

qij = 9F/3dY = 30;i/(20y),r=1. (54)
Fiir den Stofftensor (52) ergeben sich die Gleichungen
e ~ 3c 2a:

o mnkl - el Aijakl
DY%Yq0yqmnD Ly eey | @90 (55)

~ 3ce)
qman“qukl = _2(1——:-301,) = 3(;“,(;#: =cet/(2(1+cy)). (56)

Die GroBe qx = oF /oK = dF/9jey kann aus dem vom
o1, —€l, -Diagramm gewonnenen oy -pi€y -Diagramm er-
mittelt werden:

qp = = op/(1 = ey/eey)- G7)

Die Substitution von (54) bis (57) in (53) liefert die
ZG (15).
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