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Zur Stabilitat groBer elastisch-plastischer Verformungen”
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0. Einleitung

Spezielle statisch beanspruchte Konstruktionselemente
konnen in die Situation kommen, einer zusitzlichen me-
chanischen Belastung auszuweichen, und damit im tech-
nischen Sinne instabil werden. Oft ist es méglich, den In-
stabilititspunkt durch die Losung eines Verzweigungs-
problems zu bestimmen. Fiir die inkrementell benach-
barte Gleichgewichtslage wird dann ein inkrementelles
Spannungsverzerrungsgesetz benétigt. Dieses muf in
einer objektiven Form vorliegen. Im isotropen elastisch-
plastischen Fall liuft das auf eine Erweiterung der
Prandtl-Reufischen Gleichungen hinaus. Die genaue Her-
leitung einer solchen Erweiterung wird gegenwirtig noch
diskutiert (z. B. [1], [2], [3]). Jedoch ist zu erwarten,
daB sich die verschiedenen Ergebnisse, wenn sie wie bei
elastischen Verzweigungsproblemen auf kleine elastische
Verzerrungen beschriinkt bleiben, nur um Terme einer
hoheren Ordnung unterscheiden sollten. Es entsteht die
Frage, ob diese Terme den Verzweigungspunkt wesent-
lich beeinflussen. In [4] wird einer Antwort darauf durch
Verwendung verschiedener Spannungsgeschwindigkeits-
definitionen in einem inkrementellen konstitutiven An-
satz ohne Angabe der dazugehorigen FlieBspannungsbe-
dingungen nachgegangen. Das Ergebnis ist deshalb be-
ziiglich des Grundzustandes schwierig zu interpretieren;
die Benutzung des angegebenen Ansatzes fiir mehr-
achsige Grundspannungszustinde bleibt unklar. Die vor-
liegende Arbeit versucht, diese Schwierigkeiten zu um-
gehen. Hierzu wird eine Materialklassendefinition nach
[5] iibernommen und wie in [4] die Diskussion der ver-
schiedenen konstitutiven Annahmen am Beispiel des

schlanken  inkompressiblen  Kreiszylinderzugstabes
durchgefiihrt. :

Nachfolgend bedeuten halbfette, grofe lateinische Buch-
staben Tensoren zweiter Stufe, halbfette, kleine lateini-
sche Buchstaben Vektoren.

1. Konstitutive Gleichungen

Die Prandtl-Reufischen Gleichungen fiir inkompressibles
Material mit isotroper Verfestigung lauten:

D = D¢ + DpP (1.1)
I I
Dp = g . (S T; .S, o, = (av)max und 6v >0
H'tr (84) (1.3)
Dp =0-1 , 0y, <(0,)max oder 6, < 0.

1) Erweiterte Fassung des auf dem 1. Mechanik-Kongre§ der
DDR, 31. 10. — 4. 11. 83 in Karl-Marx-Stadt, gehaltenen
Vortrages.
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Dabei bedeuten:

D — Deformationsgeschwindigkeit, symmetrischer Teil
des rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten L,

D=%(L+LT), «D=0, (1.4)

LT — Transponierte zu L, trD — Spur von D,

T — Spannungstensor,
S — Spannungsdeviator, S = T —% Itr T,
I — Einheitstensor,

0, — Vergleichsspannung, 03 = gtr ($2),

H' — plastischer Modul, Anstieg der Spannung iiber der
plastischen Dehnung, H' > 0,

G — elastischer Schubmodul,
() — Zeitableitung,

ST — Sl; T;l in raumfesten Koordinaten xX.

Die Mises’sche FlieBbedingung hingt gemif

. _dH -
av:H(e“,’) , H = d—p A (1.5)
€
v

@2 = 2 @) (L6)

von der plastischen Vergleichsdehnung ee ab. In einer
moglichen formalen Verallgemeinerung von (1.1), ...,
(1.6) auf grobe Verformungen (eine exakte finite Kine-
matik (s. z. B. [1], [2]) bleibt hier unberiicksichtigt) ist
die wahre Spannung zu benutzen, der plastische Modul
als Anstieg der wahren Spannung iiber der logarithmi-
schen plastischen Dehnung zu nehmen und die Zeitablei-
tung der Spannung durch die objektive Jaumann-Ablei-
tung

T=T+TW_-WT (1.7)
zu ersetzen, wo der Punkt die materielle Zeitableitung
und W die antimetrische Drehgeschwindigkeit

W = %(L—LT) - (L8)

bedeuten. Wegen .
trST) = u(ST) (1.9)

(S und T haben gleiche Hauptachsen) betrifft die Einfiih-
rung der Jaumann-Ableitung nur den elastischen Defor-
mationsgeschwindigkeitsanteil. Sta_jt dieser kénnen auch

andere objektive Zeitableitungen T der Spannung gebil-
det werden [5]. Der allgemeinste in T und D bilineare
Ausdruck lautet

~ * [¢]
T =T+Z (1.10)
Z = a(TD+DT)+yDuT +5le(DT). (1.11)



Die konstanten Parameter a, v, § sollen die GréGenord-
nung von eins haben. Einsetzen von (1.7), (1.10), (1.11)
in (1.2) liefert mit Invertierung von (1.1), . . ., (1.3)

1 - 26{ p_ 4@ - 1/26)-u(2s) 5)
a +%)tr(s2)

' .;.ItrT—TW+WT-—%+%Itr%

(L12)
tr(SD) _élGu(ﬁ $)>0.

Hier tritt  nicht mehr auf.

2. Verzweigungsbedingung

Fiir das Innere eines Kérpers im deformierten Grundzu-
stand lautet die lokale inkrementelle Gleichgewichtsbe-
dingung in riumlichen Koordinaten xk

.k N
T, ] =0, 2.1)

Tg = T — LT — Nennspannungsgeschwindigkeit im
Grundzustand, () | — kovariante Ableitung. Auf der
Oberfliche des Korpers seien entweder Komponenten
der richtungstreuen Oberflichenkraftgeschwindigkeit f,.

T
T GM = f, (2.2)
(n — zeitlich konstante Flicheneinheitsnormale im
Grundzustand) oder der Geschwindigkeit v,
V=, (2.3)

vorgegeben. Eine von der eindeutigen Grundlésung ab-
zweigende Losung erfiillt dann die Gleichungen (2.1),
in der T mit (1.11), (1.12) die Form

}

tr(DS)————tr(ZS)
1 . [+
+§ItrT——DT—TW—Z +§ItrZ (2.4)

TG ZZG{D ITg
A+35) (5%

Z = a(TD+DT) + yDurT

annimmt, und die homogenen Randbedingungen

Tin=0 (2.5)
v =0 (2.6)

(0 — Nullvektor).

3. Kreiszylinderstab unter einachsigem Zug

Fiir den durch die axiale Zugspannung o belasteten kreis-
zylindrischen Zugstab gilt in den orthogonalen Zylinder-

koordinaten x!, x2,x3 =1, ¢, z

0 -1

T:‘: 0 sk - -1

w|Q

(3.1)

Es werden nur rotationssymmetrische, d. h. von der Um-
fangskoordinate ¢ unabhiingige, Verzweigungsmoden
zugelassen. Dann folgt

, rT=o0.

1
V1,1 0 5013 +v31)
k 1
D =[ 0 , 0 (3-2)
1
3(31%v13) 0 V3.3
1
0 0 3(M3-v31)
wE - 0 0 0 (3.3)
5(31-v13) 0 0

(), ; mit i = 1,3 bezeichnet die partielle Abteilung
nach x1, x3. (3.1, .. ., (3.3) in (2.4), (2.1) liefert mit
den Definitionen

V] =u, V3 =W, ()’1:( )'? ( ),3=( )+
o T H' (3.4
1726 “5¢ P 3 "

zwei homogene partielle Differentialgleichungen
Q-1+ 1 -5) +[1+g@ —a-m]u*

+{ T ( at)] (1*—0‘)01] —2p'=0
[1—q1+at+y)]w" (3.5)

+ —(1+ +E N i é } ++
{l (1+v 3a)q 1+"7 I q(3a+7)] w

f1-(+a+y)ql™—2pt=0
r

(der hier verwendete Ableitungsstrich sollte nicht mit
dem Strich bei H' verwechselt werden). Fiir den unbe-
kannten Druckzuwachs p existiert noch die Inkompres-
sibilititsbedingung

DE =w+ 24w =0 (3.6)

r

Die Flicheneinheitsnormale n; hat bei z=0und z = I
(1 — aktuelle Linge des Stabes) die Komponenten
(0,0,—1) bzw. (0,0,1) und an der Mantelfliche r = a
(a — aktueller Stabradius) die Komponenten (1,0,0).
Die Stabenden sollen verwlbungsfrei und der Stabman-
tel kriftefrei bleiben. Dann lauten die Randbedingungen
(2.5), (2.6) unter Beriicksichtigung von (2.4), (3.1), . . .,
(3.3) beiz=0,1

vg =w=0 3.7
nk _m3

Toom=T;,=0 ‘

bzw. [1+(1 —a—Y)qlut +[1 - +a+y)qlw' =0

und beir = a

-k --1 _ _

TGSnk—TGS—O, S—1,3

bzw.

(1-7qu {2(1+ )[1 ( aty)ql+s aq}w —-p=0

(3.8)

ut+w' = 0.
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Ein Ansatz, der (3.5), (3.6) und (3.7) erfiillt, ist
u = f(r) cosvz, w=g(r)sinvz, p =h(r) cosvz
nm

v= T n=1,23,....

Er reduziert (3.5), (3.6) auf

(3.9)

a—v )(f"+———) 2[1+qA-a—7)lf

of o 1-Gernal-a-$)a} g ~2'=0
[1-1+a+y)qlg"
—1)2{1 -1 +-§-a+7)q—

+[1-(1+a+y)ql& +20h =0
r

£+ lang-0 3.11)
und (3.8) auf
r=a: ~vf+g =0

(3.12)

A —ygf + {2(1+ )[1 ( ot 7)q]+2aq}vg h=0.

Die Auflosung nach f liefert mit den Abkiirzungen
=L "= =
= 50 (V= O ta=(g) +igr

nma

av:w=—l—-,n=1,2,3,... (3.13)
die Dgl.
4
,. . Tom [1-(za+ngl-2[1-(@+7)q]
Lef+
1-(1+a+7)q w?Lf
1+(1-a-7)q WA =
+ W £f=0 (3.14)
mit den Randbedingungen
¢=1: f,§-§-+f,§+(w2—1)f:0
(3.15)

[1 _(1 +a+7)q][_f’§§§_2f’§§+f,§-_f]

ref1- (1+3a+7)q——~[1 ~Gamalkern  ° BT g

+2w? (I-v9fg =0.
Die allgemeine Losung von (3.14) ist [4], [6]

f=CJy (wpg) + CJy (WPY) (3.16)
mit
P 1+n[1 ( a+7)ql-2[1—(a+7)q] |

1—(1+a+7)q

_ l+(l-a—-7)q
2 - _
PP e

ki

J1 — komplexe Besselfunktion erster Ordnung, C — Inte-
grationskonstante, ( ) — zu ( ) konjugiert komplexe
GrobBe. Sie erfiillt die Randbedingungen (3.15), wenn
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lfn [1~(§a+7)q]}g+ (3.10)

B¢ (PR o

der Imaginiirteil Im () der Gleichung
Im { (1-22)[(mo? +K)wp ]} (@ 5) ], (wh)

~2(1-190)]; (@A) ]y (@P)]}= 0

3.1
m=1-(1+a+7)q,, 317)

3 4
k=1-(1+3at7) g — o [1-(z @+ Mgl +2(1 —7q,)

in der kritischen Verzweigungsspannung o, = 2 G q, ge-
niigt. Fiir schlanke Stibe und kleine Frequenzen der Ver-
zweigungsmoden (deren Amplituden seien hinreichend
klein angenommen, so daf die Summe von Grund- und
Verzweigungslosung die Belastungsbedingung in (1.12)
befriedigt), d. h.

w? <1, (3.18)
werden die Reihenentwicklungen [6]
wpJy (wP)], (wp)= prr;

54
[} -2 ——2>+—< T +%>
I RN

512 9 2 3 36
(3.19)

h (wP)Jl (wp) = wzpﬁ

=4
P 2524+ P
2 ( +p*p 3)

6
6(;14(p +‘52p4+p4p2 +p )+..

verwendet. Nun gilt mit p2=A+iB undp? = A—iB

PPp? = A2+ B2, p2 472 = 2A

(3.20)
o4 +7% =2 (A2 B2), pb + 76 = 2A (A2 —3B2).
Auberdem wird die im Sinne der Theorie notwendige
Voraussetzung kleiner elastischer Verzerrungen [7] be-

nutzt, die auch fiir reale Konstruktionsmetalle zutrifft,

= 1 .
9= 35 < (3.21)
Da Verzweigungspunkte erst oberhalb
do 3.22)

(¢ — logarithmische Dehmmg in Stabachsrichtung bei
einachsigem Zug o, é = D3 3) erwartet werden (vgl. z. B.
[8]), ist am Verzwelgungspunkt auch

E, By, H
3G =36
Die Entwicklung von (3.17) in w? wird deshalb nur fiir
lineare Terme in q., 7 und unter der Zusatzvorausset-
zung H' = konst. durchgefiihrt. Sie liefert mit (3.19),
(3.20) nach kingerer Rechnung

oc . w2 G (.04

ﬁT_lJrTJrW 195 - (3.24)
Die Parameter a, 7y treten erst in den reinen, nicht mit
G/H’ behafteten, w2-Termen hoherer Ordnung auf. Sie

<1 "(3.23)



beeinflussen also nicht die maﬁgeblichen Terme der Ver-
melgungsbedmgung (3.24), ein Ergebnis, welches analog
zu [4] ist, wenn in (3.24) H' durch E; ersetzt wird.

4. Der Grundzustand

(3.1) in (1.12) eingesetzt liefert fir den homogenen
Grundzustand (W = 0 * I) im elastisch-plastischen Be-

reich

¢ n 200

Zog =1 22 _T7 )
. t 1+1?(1 3G 2G) 3G (4.1)
bzw

(/] 200 7o

_:E: —— — — L] .
z =1 3G 2G) 3G (4.2)

im elastischen Bereich. Die Bestimmungsstiicke des Span-
nungsdehnungsdiagrammes sind der Ursprungsmodul
3G, der konstante plastische Modul H' = 3G, die Para-

meter o, ¥ (nach Voraussetzung |al, |7/ < 1) und eine
FlieSidehnung €, oder -spannung 0y . Fiir geringfiigig ver-
schiedene o- oder v-Werte ergeben mch in jedem Fall ge-

ringfiigig verschiedene Spannungsdehnungsdiagramme.

Bei gleichen Werten G, H' verbleibt noch die freie Wahl
des FlieBpunktes. Diese Willkir kann Abweichungen in
den Verzweigungsdehnungen erzeugen. Werden z. B.

alz'yl:(), a2:72=1
und gleiche Fliebdehnungen €y; = €,5 = €, vorausge-
setzt, so ergibt sich mit (4.2) ein kleiner Unterschied in

den FlieBspannungen von

7(:'y
6 R 21 2
——(1-— T .
7 (1-e )G 75 G,(43)
der im elastisch-plastischen Bereich eine Dehnungsdif-

ferenz von wenigstens

Oy1 —0Oy2 212G
A__.Y y
°TE, 15FE

0y —0y2 =3Gey

212G
€

T4 YH (44)

erzeugt. Wird z. B. nach [8] Bild 5 fiir das Kraftmaxi-
mum n = 0, € = 0,05 eines Maragingstahls mit der Span-
nungsdehnungskennlinie

L3

1
€ =% +7539( 2y _7539
& Oy Oy
(12
€ = 0,004652, 3G =163 000 Nmm—2 =e—y (4.5)
' Y

der Wertesatz
Omax = B =1’ = 800 Nmm—2

genommen und die Spannungsdehnungskurve mit
a1, 71 = 0 in diesem Punkt durch die Tangente ersetzt,
so entsteht mittels (4.4) ein Dehnungsunterschied zum
Spannungsdehnungsdiagramm fiir ay = y9 = 1 von etwa

160 000
3-800
bezogen auf den Dehnungswert € ~ 0,05 also ungefihr
15 %. Diese Aussage trifft auch fiir die unmittelbar ne-
ben dem Kraftmaximum liegenden Verzweigungspunkte
zu. Die Dehnungsdifferenz verkleinert sich, wenn gleiche
Fliefispannungen vorausgesetzt werden. Sie vermindert

~(,0077,

Aezil 472 -10-6 -

sich weiter fiir den Fall, daB der FlieBbeginn des Dia-
gramms 2 auf der Verfestigungskurve des Diagramms 1
liegt. Thr Verschwinden ist andererseits nur fiir verschie-
dene FlieBpunkte moglich. Die nach (3.24) unabhingig
von &, ¥ berechneten gleichen Verzweigungsspannungen
gehéren demnach zu mehr oder weniger verschiedenen
Verzweigungsdehnungen.

(3.24), (4.1) erlauben noch eine andere Interpretation.
Der Verzweigungspunkt liege wieder in der Nihe des
o. g. Kraftmaximums. Jetzt werden fiir die beiden in a,
v verschiedenen Materialien gleiche Tangentenmodule
E;. im Verzweigungspunkt angenommen. Die Span-
nungsdehnungskurve des Materials a; =77 = 0 werde im
elastisch-plastischen Bereich durch diesen Modul appro-
ximiert, die des Materials ag = v9 = 1 durch den verin-
derlichen Modul E, (4.1), so daf

o™ e\,
o= re; (-5 )" 36
d h
1 70
~ 6G
E; = By, "1——7;;0— - 3G
- 6G
gilt. Die plastischen Moduln sind damit
’ Et
Qg =79 = 1: H2 = 70: Etc
] =t
66 3G
E
Q=71 = 0: H'l = te
Etc
1- -
3G

Fiir w - 0 iibertrigt sich deren Unterschied, der von der
Ordnung des Linearisierungsfehlers in der Spannung ist,
auf die Verzweigungsspannung (3.24) und erzeugt in po-
sitiver Dehnungsrichtung eine Abweichung von etwa

AeS%2e~%e | Hp-Hi B 800
T Ey H 3G 160000

bezogen auf den Dehnungswert €, =~ 0,05 also 10 %.

Die Verzweigungsbedingung (3.24) wurde fiir den beson-
deren Fall konstanter Verfestigung und schlanker Stibe
abgeleitet. Ein geringfiigiger Einflub von a, v auf die Ver-
zweigungsspannungen bei veriinderlicher Verfestigung

_ und gedrungener Geometrie kann zuniichst nicht ausge-

schlossen werden. Da eine verinderliche Verfestigung im
realen Dehnungsbereich sehr kleine Tangentenmoduln
gestattet, werden deshalb auch unter diesen Bedingungen
merkliche Unterschiede in den Verzweigungsdehnungen
erwartet.
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