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1. Einleitung

Plastwerkstoffe haben bereits bei Raumtemperatur eine
ausgeprigte Kriechneigung. Besonders bei Thermopla-
sten verstirkt sich diese bei geringen Temperaturerhs-
hungen (40 — 60 Grad) extrem. Berechnungsverfahren
miissen diese Erscheinung beriicksichtigen, das theoreti-
sche Hilfsmittel ist die Viskoelastizititstheorie.

Der 6konomische Einsatz aller Werkstoffe, also auch der
Plaste, erzwingt zunehmend auch die Nutzung ihrer be-
grenzten Tragfihigkeit. Gerade hier existiert eine bislang
kaum beherrschbare Diskrepanz zwischen dem theoreti-
schen Schwierigkeitsgrad und dem praktischen Nutzen.
Die vorliegende Arbeit ist in erster Linie als ein Beitrag
zur Uberbriickung dieser Kluft aufzufassen.

Klassische Losungsmethoden der Viskoelastizititstheorie
wie z. B. die Laplace-Transformation haben nicht zur
Durchsetzung in der Praxis beigetragen, sondern mehr
fiir eine mehr oder weniger sterile Entwicklung dieser
Wissenschaftsdisziplin gesorgt. Die Begrindung hierfiir
liegt im hohen Aufwand zur Lésung von linearen Aufga-
ben, wihrend das Ergebnis eben infolge der Beschrin-
kung auf Linearitit in der Praxis kaum nutzbar ist.

Eine wesentlich bessere Praxisnihe wird nur durch die
Beriicksichtigung der geometrischen und physikalischen
Nichtlinearitit erreicht. Diese ist aber ausschlieBlich mit
Hilfe numerischer Methoden méglich. Die dafiir erforder-
lichen Rechenprogramme sind jedoch in der Entwick-
lung wie auch in der Anwendung teuer. Um hier kono-
mische Ergebnisse zu erreichen, miissen die Programme
moglichst flexibel hinsichtlich verschiedenartigster Mate-
rialeigenschaften, Bauteilformen, Randbedingungen und
Belastungen sein. Dariiber hinaus sollte stets: versucht
werden, allgemeingiiltige Ergebnisse aus durchgefithrten
Rechnungen abzuheben, um nicht fiir jedes Einzelpro-
blem eine erneute Durchrechnung zu benétigen.

Im folgenden wird ein Programm vorgestellt, das die ge-
nannten Forderungen im weitesten Sinne erfiillt. Im
Rahmen der griindlichen Erprobung wurde ein einfaches
Flichentragwerk, die Kreisplatte, untersucht, um verall-
gemeinerungsfihige Ergebnisse iiber den Einfluf der
Nichtlinearitit, der Materialeigenschaften sowie der Ef-
fektivitit unterschiedlicher Niherungsverfahren zu ge-
winnen. Sie sollen hier zusammengefaft vorgestellt wer-
den.

2. Grundlagen der numerischen Berechnung

Um verschiedenes Materialverhalten in einem Programm
zu realisieren und zusitzlich die leichte Auswechselbar-
keit auch im Endzustand zu gewihrleisten, ist eine stan-
dardisierte allgemeine Formulierung des Zusammenhan-

|en

ges zwischen Spannungen und Verzerrungen, also des
Deformationsgesetzes, erforderlich. Sie lautet

o

Cé + dypT+d (1.1

h = Bé+ epT+e (1.2)

Der Materialzustand wird durch die erforderlichen Kom-
ponenten des Spannungs- und Verzerrungstensors, die in
die beiden Vektoren ¢ und € eingeordnet werden, die in
h zusammengefaBiten internen Variablen und die Tempe-
ratur T bestimmt. Die Materialeigenschaften werden
durch die Matrizen C, dy, d und B, er, e beschrieben,
die Funktionen von ¢, €, h und T sein kénnen. Der
Punkt bedeutet die (materielle) Ableitung nach der
Zeit t.

Auf der Grundlage der Gleichungen (1) libt sich eine
einheitliche Konzeption zur Lésung von Feldproblemen
angeben, die bereits mehrfach vorgestellt worden ist
(1], [2], (31

Sie wurde erstmals in einem nachnutzungsbereiten Pro-
gramm mit NISCHA 82 genutst, das die Grundlage der
folgenden Beispiele bildet. Das Programm NISCHA 82
wurde aus dem Programm NISCHA entwickelt. Beide
Programme haben hinsichtlich Geometrie, Belastungen
und Randbedingungen einen identischen Leistungsum-
fang. Sie dienen zur Berechnung von Rotationsschalen
unter rotationssymmetrischer Belastung. Der Verlauf der
Meridiankontur ist beliebig und kann punktweise einge-
geben werden. Das gleiche trifft auf die Wandstirke zu.
Alle Varianten von Lagerungsbedingungen sind an belie-
bigen Punkten des Meridians realisierbar. Lasten kénnen
als rotationssymmetrische Flichenlasten beliebiger Rich-
tung und Verteilung in Bezug auf die Meridiankontur
und als ringformige Linienlasten eingeleitet werden. Die
geometrische Nichtlinearitiit bei kleinen Dehnungen wird
erfafit. '
Im Gegensatz zu NISCHA, wo die Materialeigenschaften
nur iiber den Datenstrom definiert werden konnen, ist
in NISCHA 82 das Auswechseln der Unterprogramme
zum Aufbau der Materialmatrizen besonders unter-
stiitzt. Damit konnen alle Deformationsgesetze, die sich
in die Form (1) bringen lassen, mit NISCHA 82 erfabt

werden.

Auf Grund der Rotationssymmetrie und unter Beach-
tung der Prinzipien, die zur Bildung von 0 und € vorge-
schrieben sind [1], gilt fir Rotationsschalen

g =log, o, " @D
= [e;, €T (2.2)

wobei die Richtung 1 die der Tangente an die Meridian-
kurve und die Richtung 2 die entsprechende an den
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Breitenkreis darstellt. In den Vektor h soll als erstes Ele-
ment die dritte Normaldehnung €3 aufgenommen wer-
den. Wird die Zahl der tatsichlichen internen Variablen
mit Ny, bezeichnet, so ist C eine (2,2) Matrix und B hat
2 Spalten zu je Ny + 1 Elementen. Entsprechend sind
dp und d Vektoren mit 2 Elementen und e und e sol-
che mit N}, + 1 Elementen.

Der Einbau von (1) unter Beachtung von (2) in die Scha-
lentheorie der diinnen Rotationsschalen ohne Querkraft-
schubverzerrung fiihrt auf folgendes Anfangs-Randwert-
Problem [4]:

Yy = Brwp (@)Y 3
z = Cwp(@y C))

Hierin ist z der Vektor aller ZustandsgroBen der Schale,
der die Verschiebungen, Mittelflichenverzerrungen und
Schnittkriften in allen diskreten Meridianpunkten ent-
hilt. Dazu kommen entsprechend der Diskretisierung
iiber die Dicke fiir alle diskreten Punkte der Schale die
Zustandsgroben der Gleichung (1). Der Vektor y ent-
hilt nur 7 Elemente, und zwar die raumfest orientierten
Verschiebungen und die Verdrehung der Schalenmeri-
diankurve, die zugeordneten Schnittkrifte und das
Schnittmoment sowie die Zeit t. Letztere wird nur auf-
genommen, um das inhomogene Differentialgleichungs-
system iiber den Ort (der Strich bedeutet die Ableitung
nach der Bogenlinge der Meridiankurve) formal in ein
homogenes zn iiberfithren.

Zur Aufstellung von Bg wp ist noch eine Integration der
Gleichung (1.1) iiber die Wandstirke erforderlich, die
numerisch erfolgt. Danach wird fiir festes z die lineare
Randwertaufgabe (3) fiir y gelost. Dazu wird das Rand-
wertproblem (3) als Anfangswertproblem mit Riickrech-
nung vom Endrand geldst. Das entspricht dem Ubertra-
gungsmatrizenverfahren, wobei die Ubertragungsmatri-
zen iiber das Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung erstellt

werden.

Die Gleichungen (1.2) dagegen gehen nur in die Aufstel-
lung der Matrix C AWP e€in. Ist y aus dem linearen Rand-
wertproblem bestimmt, lift sich die Gleichung (4) als
nichtlineares Anfangswertproblem integrieren. Hierfiir
stehen wahlweise das Euler-Cauchy-Verfahren (,,inkre-
mentelle Methode™) und die Runge-Kutta-Verfahren 2.
sowie 4. Ordnung zur Verfiigung.

Parallel zu NISCHA 82 wurde ein Programm NIMEHS
erarbeitet, das die Gleichungen (1) unter den Bedingungen
des ebenen Hauptspannungszustandes (2) als nichtlinea-
res Anfangswertproblem integriert. Die Integrationsver-
fahren iiber die Zeit entsprechen denen, die fiir das An-
fangswertproblem (4) zur Verfiigung stehen. Die Vor-
gabe von Spannungs- und/oder Dehnungskomponenten
wird bei der Eingabe festgelegt und kann im Laufe der
Zeit heliebig geéindert werden.

In beiden Programmen sind die Schnittstellen zu Unter-
programmen, die das Lesen der Materialparameter. das
Berechnen der Steifigkeitsmatrizen in (1) und die zuge-
ordnete Ausgabe realisieren, identisch. Daher kénnen
neue Materialtypen mit NIMEHS getestet werden. Nach
erfolgreichem Test ist ihr einwandfreier Lauf in NISCHA
82 ohne weitere Zusatztests gewihrleistet.
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3. Emﬂuﬁ des Materialverhaltens

3.1. Deformationsgesetz

Alle weiteren Ausfiihrungen beziehen sich auf die Unter-
suchung des Materialverhaltens von PVC — S 6858 H.
Dieses Material ist in [5] ausfiihrlich vorgestellt.

Es handelt sich um alterungsfreies, nichtlinear-viskoela-
stisches isotropes Material, das durch die Haupttheorie
des Kriechens beschrieben werden kann:

650 = Tj(@e®) + 1) & Baqmyar )

Die beiden isotropen Tensorfunktionen I';; und ®;; wur-
den aus jeweils einem zugeordneten Potential abgeleitet.
Eine wesentliche Forderung, die fiir Thermoplaste erho-
ben werden muB, besteht darin, daf die Nichtlinearitiit
von ®; aufier von der 2. Invarianten auch von der 1. In-
varianten wesentlich beeinfluBt wird.

Im ebenen Hauptspannungszustand liBt sich (5) sofort
unter Beachtung von (2) in eine dquivalente Matrizenbe-
ziehung umschreiben:

EOT @) Jt-n2F@mdr  ©
Dabei wird
E= [, el @

eingefiihrt, analog sind 7.9 strukturiert.

Die Uberfilhrung dieser Gleichungen in die standardisier-
te Formulierung (1) ist méglich, wenn die Kriechfunk-
tion durch eine Exponentialreihe approximiert wird

J(t)~A°t+ T Al 9") ®)

Diese Approxlmatxon wurde mit einem Programm auf
der Grundlage der in [6] vorgestellten Algorithmen
durchgefiihrt. Die entsprechenden Parameter und der
Vergleich zwischen den tabellierten Werten von J (t)
nach [5] und den zugeordneten der Approximation sind
in Tabelle 1 ausgewiesen.

Nun wurden die Hilfsgrofien
_t=7
t :
[ Afi-e M ZGemar @

definiert. Zur Integralbeziehung (9) ist die Differentialglei-
chung

<1
hn =é—(A ¢(0) l‘n)_cn(a hn) ) (10)
dquivalent.
Differentiatien von (6), Einsetzen der Abkiirzung (9)
und der Gleichung (10) ergibt
~ 37 (0) A, ~ NE. o~
= —_ - —_ E
€3¢ %te, 0(e) * Z eq(a,hy) (1)

Die Gleichungen (10) und (11) entsprechen
12.1)
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Tabelle 1 -

A, M
Parameter der Exponentialreihe J (t) = 6—0 + X Ap(l—e ©h )
o n=1
Vergleich zwischen den Werten nach [5] und der Approximation

A, €, [h] t[h] J(v) J(v)
nach [5] approximiert
1,0000 376,12 10-1 0,068 0,043
0,5296 21,24 10° 0,199 0,212
0,2093 0,466 101 0,467 0,435
102 1,000 1,000
h =Ag+e¢ (12.2)
mit folgenden Zusammenfassungen und Abkiirzungen:
_ ~T ~T ~T o
h=[e3h], h, oo by ]
_ 0y A, N
J'E’ b=e+og+n§1cn(g,hn) 13)
(o
A= |00 ,
0
A, Ng
I i U ~T ~T ~T T
c=I R nEICsn(ﬂ,ha),cl,cz,---,cNE]

Auflosen der ersten Gleichung von (12) nach € liefert
schlieBlich den Zusammenhang zwischen (6) und (1)
mit

c=J1, dyp=0, d=-J-1b

(14)
B=AJ-1, ep=0, e=c—AJ-lb

Damit ist gezeigt, dab sich das spezielle Deformationsge-
setz (5) in die standardisierte Formulierung iiberfiihren
lift. Die genaue Struktur der Tensorfunktionen I'; und
®;; ist in [5] entsprechend angegeben, desgleichen die
Materialparameter fir PVC — S 6858 H (Tabelle 2 in
[5D). '
Die Zahlenrechnungen erfolgten fiir 2 Varianten:
Variante A:

Elastisches Verhalten nach Standardgesetz!)
Kriechverhalten mit Mittelspannungseinfluff auf die phy-
sikalische Nichtlinearitit

Variante B: '

Elastisches Verhalten nach Standardgesetz!)
Kriechverhalten ebenfalls nach Standardgesetz!)

Dabei bestand das Ziel der Vergleiche beider Varianten
darin, festzustellen, ob der bei Proben ausgeprigte Ein-
fluf der Mittelspannung auch bei Bauteilen mit inhomo-
genen Spannungsfeld bedeutsam bleibt.

1) Begriffsbildung nach [5]: Materialverhalten ohne Einflus der
ﬁttelspannung (1. Invariante) auf die physikalische Nicht-
inearitit.

3.2. Das Berechnungsbeispiel

Als Berechnungsbeispiel wurde eine gelenkig gelagerte
Kreisplatte unter Gleichlast gewihlt (Bild 1). Der zeit-
liche Verlauf der Belastung ist in Bild 2 dargestellt. Auf
dieses Beispiel beziehen sich auch alle weiteren Ausfiih-
rungen der vorliegenden Arbeit. Die numerischen Unter-
suchungen dazu erfolgten im Rahmen der Arbeit [7] und
sind dort ausfiihrlich beschrieben.

/Po
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Bild 1
Viskoelastische Platte unter Gleichlast
1,00
MPa
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T Nichtlinearitdt
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0 Z
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e
Bild 2
Lastablauf

3.3. Ergebnisse bei der numerischen Berechnung

Die elastischen Deformationen stimmen bei den Mate-
rialannahmen nach Variante A und B iiberein.

Im Kriechverhalten konnten erkennbare Abweichungen
zwischen dem Standardgesetz und dem Gesetz mit Mit-
telspannungseinflufs festgestellt werden. Die Kriechnei-
gung des Materials ist beim Standardgesetz geringer. So
nimmt die maximale Durchsenkung des Plattenmittel-
punktes wihrend 100 h Kriechzeit bei Variante A um
10,8 %, bei Variante B nur im 7,5 % zu (Bild 3). Das Ma-
terial relaxiert bei Variante B auch schwiicher. Die Span-
nungen und Schnittgrofien werden in 100 h Kriechzeit
i. a. nicht so stark abgebaut.

Bild 4 zeigt den zeitlichen Verlauf der Spannung o fiir
einen diskreten Punkt der Platte mit den Koordinaten p
= 0,75 und z/h = 0,5. Er ist einer der héchstbelastetsten
Punkte der Platte und charakterisiert gut das Spannungs-
und Verformungsverhalten des gesamten Flichentrag-
werkes. 07 wird bei Variante A in 100 h um 18,9 % und
bei Variante B um 13,8 % abgebaut. Der 0, -Verlauf iiber
der Plattendicke bei p = 0,75 ist in Bild 5 dargestellt.
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Zeitabhingigkeit der S 07 des Punkt = 0,75, =
‘ 6 0’51 hiingigkeit der Spannung 0} des es p z/h
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=05 ;
-0471 \\gz‘:ﬁi Bild 6 zeigt das zeitliche Verhalten des Momentes m; in
-031 Abhiingigkeit vom Radius fiir Variante A und B. Ein Ver-
24 gleich der Bilder 5 und 6 liBt den SchluB zu, daf der
-0t Biegespannungszustand stiirker relaxiert als der Mem-
branspannungszustand. Wurde 07 um maximal 18,9 %
i z bei Variante A abgebaut, so relaxiert my um 35,2 % bei
h 01y Variante B dieser Variante. Das ausgepriigte Relaxationsverhalten
021 Variante A des Biegezustandes der Platte ist auf den EinfluB der
03t t=0 durch die grofie Durchbiegung bewirkten starken geome-
“ trischen Nichtlinearitit zuriickzufiihren. Dabei sind die
a5 Unterschiede zwischen Variante A und B fiir grofie zeit-
liche Anderungen am stirksten. Technisch bedeutsam
Bild 5 sind diese Abweichungen jedoch nicht.

SpumulgolimQuerschnittp=0,75ﬁrt=0+undt=100h
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Bild 8

Relaxationskurven von PVC — S 6858 H ebenen Zug (Z), Druck

(D), Schub (S) und Gleichzug (G)
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