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Strémungsberechnungen mit der Methode der finiten Elemente
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1. Einleitung

Mit der Methode der finiten Elemente (FEM) steht ein
universelles numerisches Verfahren zur Diskretisierung
allgemeiner Feldgleichungen der mathematischen Physik
zur Verfiigung. In den fiinfziger Jahren aus den Matrizen-
methoden der Stabstatik hervorgegangen, entwickelte
sich die FEM in den sechziger und siebziger Jahren zu
dem wichtigsten Berechnungsverfahren der Festkorper-
mechanik und wird dariiber hinaus heute in vielen ande-
ren Fachgebieten erfolgreich eingesetzt. Dazu gehért ins-
besondere auch die Strémungsmechanik, in der die FEM
zunehmend praktische Bedeutung erlangt. Die grofie
Zahl von Publikationen auf diesem Gebiet unterstreicht
diese Tendenz. Die Monographien [1] bis [8] geben einen
guten Uberblick iiber den gegenwiirtigen internationalen
Stand der Anwendung der FEM in der Strémungs-
mechanik.

Die Grundidee der FEM besteht darin, das Losungsge-
biet in einer Anzahl geometrisch einfacher Teilgebiete,
die finiten Elemente, zu zerlegen und fiir die Verteilung
der Feldgrofien innerhalb der Elemente Niherungsan-
sitze einzufihren. Als freie Parameter in den Ansatz-
funktionen fungieren die Feldgrofen an bestimmten
Punkten, den Knotenpunkten, der Elemente. Unter Ver-
wendung einer den Differentialgleichungen des Problems
dquivalenten Integraldarstellung (Energieprinzip, Galer-
kinsches Verfahren) lifit sich die Losung auf dem Ele-
mentniveau ableiten. Die Summation iiber alle Elemente
des Losungsgebietes fiihrt problemabhingig auf ein linea-
res Gleichungs- oder Differentialgleichungssvstem, aus
dem sich nach Einarbeitung der Randbedingungen, die
unbekannten FeldgroBien an den Knotenpunkten berech-
nen lassen.

Entscheidend fiir den Erfolg der FEM ist, dab es auf der
Grundlage dieser Methode gelingt, universelle Rechen-
programme und Programmsysteme zu entwickeln, mit
denen vielfiltige praktische Problemstellungen gelost
werden konnen.

Im Wissenschaftshereich Festkorpermechanik der Tech-
nischen Hochschule Magdeburg wurde in den letzten
zehn Jahren eine grofere Zahl von FE-Programmen ent-
wickelt und erfolgreich in die praktische Anwendung
iberfiilhrt. Mit dem universellen FE-Programmsystem
COSAR wurde eine leistungsfihige FE-Software geschaf-
fen, die speziell auf die Belange komplexer dreidimensio-
naler Berechnungen zugeschnitten ist und gegenwirtig
die Zweige Elastostatik, Eigenschwingungen und statio-
nire Temperaturfelder umfa6t [9]. Die enge Zusammen-
arbeit mit vielen Industriebetrieben sichert eine rasche
Nutzung der erreichten Ergebnisse. Gemeinsam mit dem
Kombinat Pumpen und Verdichter Halle werden um-
_fangreiche dreidimensionale Festigkeitsuntersuchungen

an Pumpen- und Verdichterbauteilen durchgefiihrt. Von
besonderem Interesse fiir diesen Industriezweig ist je-
doch auch die reale Erfassung der Strémungsvorginge in
diesen Bauteilen.

Neben den bisher im Pumpen- und Verdichterbau iibli-
chen Berechnungsverfahren wird in Zukunft auch die
FEM fiir die Losung praktischer Problemstellungen Be-
deutung gewinnen.

Von dieser durch die internationale Entwicklung gestiitz-
ten Erkenntnis ausgehend, wurden erste eigene Arbeiten
auf diesem Gebiet begonnen, iiber die in der vorliegen-
den Publikation berichtet wird. Das Ziel dieser Arbeiten
besteht in der Schaffung anwendungsbereiter, nutzer-
freundlicher Rechenprogramme fiir die Durchfilhrung
praktischer Stromungsberechnungen. Die praktischen Er-
fordernisse bedingen dabei eine Orientierung auf dreidi-
mensionale Berechnunge.

2. Reibungsfreie inkompressible Strémungen

Die Idealisierung einer Stromung als reibungsfreie in-
kompressible Strémung (Potentialstromung) bedeutet
einé erhebliche Vereinfachung in der mathematischen
Formulierung, so daf es mit der FEM unter Beachtung
der vorhandenen Rechentechnik problemios méglich ist,
auch komplexe Strémungsgebiete zu berechnen. Trotz
der starken Vereinfachungen und den damit verbunde-
nen Abweichungen vom realen Verhalten der Strémung
lassen sich auf dieser Basis fiir viele praktische Problem-
stellungen brauchbare Ergebnisse ableiten. Die Qualitit
der Ergebnisse hingt davon ab, wie gut die Vorausset-
zungen der Potentialtheorie erfiillt sind. Fiir nahezu rei-
bungsfreie und nur schwach kompressible Medien ist die
Benutzung der Potentialtheorie sinnvoll. Die im Pum-
pen- und Verdichterbau vorhandenen Anwendungsmog-
lichkeiten rechtfertigen die Entwicklung einer leistungs-
fihigen Software fiir diese spezielle Aufgabenklasse.

Finite-Elemenie-Losung

Fiir reibungsfreie inkompressible Strémungen lifst sich
das Geschwindigkeitsfeld v; (i = 1,2,3) gemih v; = D
aus einer Potentialfunktion ® ableiten.]) Setzt man die-
sen Zusammenhang in die Kontinuititsgleichung fiir in-
kompressible Medien

vi,i =0 inV (1)
ein, ergibt sich die Laplacesche Differentialgleichung
¢, i ~ 0 inV. (2 a)

1) Kleine lateinische Indizes nehmen die Werte 1, 2, 3 an und
bezeichnen die Richtungen des kartesischen Koordinaten-
systems xy, xg, x3. Indizes nach einem Komma bedeuten
partielle Ableitungen. Uber sich wiederholende Indizes ist
entsprechend der Einsteinschen Konvention zu summieren.
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Als Randbedingungen sind auf einem Teil der Oberfli-
che O; Werte @ fiir die Potentialfunktion und auf dem
anderen Teil der Oberfliche Oy Geschwindigkeiten v,
normal zum Rand vorgegeben.

®=0 auf O, (2b)
auf Oy 2o

(I)’i Cin = Vn

mit c;, = cos(x;, n), wenn n die Richtung der Normale
zum Rand bezeichnet.

Die FE-Lésung basiert auf einer elementweisen Appro-
ximation von ¢ der Form

®(x1,x9,x3) =Gk (x1,%9,%x3) - D¢, K=1...M (3)

wobei &g (K=1...M,M — Anzahl der Knotenpunkte)
die unbekannten Knotenwerte von ® und Gy die Form-
funktionen des Niherungsansatzes sind. Die Dgl. (1) lift
sich mit Hilfe des Galerkinschen Verfahrens [10] in eine
quivalente Integraldarstellung iiberfiihren

JOk 24V =0 )

Partielle Integration und Anwendung des Gaufischen In-
tegralsatzes liefert

v 0

Es sei hier bemerkt, daf die Integralgleichung (5) auch

durch die Anwendung der Verfahren der klassischen
Variationsrechnung herleitbar ist [16].

Das Einsetzen des Niherungsansatzes (3) fiihrt unter Be-
achtung der Randbedingungen auf das lineare Glei-
chungssystem

Ky &5 = f ©
mit

= - [ ]

-

3 ereck Dreieck SDK6

Hexaeder HK20 Anvil Ak 18 Viereck SRK 8 e
b)
Penfaeder PK 15 Wedge Wi 13 %
RRKE
9

Chisel CK 12 Tetroeder Tk 10

a)
Bild 1

Im Programmsystem COSAR fiir die Lésung von Potentialpro-
blemen einsetzbare finite Elemente

a) 3D-Elemente

b) 2D-Elemente

¢) rotationssymmetrische Elemente
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Rechentechnische Realisierung

Fiir Testzwecke wurde zunichst das FORTRAN-Pro-
gramm HKF entwickelt, das die allgemeinere quasihar-
monische Differentialgleichung 16st und damit auch fiir
andere Feldprobleme (z. B. Temperaturfelder) einsetz-
bar ist [12]. Darauf aufbauend wurde fiir Potentialstrs-
mungsberechnungen im Pumpen- und Verdichterbau das
Programm FLUID1 erarbeitet. Beide Programme be-
nutzen das isoparametrische 20-Knoten-Hexaederele-
ment HK 20 (vgl. Bild 1).

Das Element ist in der Lage, einen quadratischen Verlauf
der Potentialfunktion ® und damit einen linearen Ge-
schwindigkeitsverlauf exakt zu erfassen. Die Element-
rinder kénnen parabolisch gekriimmt sein, wodurch eine
gute Approximation krummlinig begrenzter Strémungs-
gebiete maglich ist. Mit dem Programm FLUID1 wurde
eine Reihe praktischer Problemstellungen bearbeitet;
einige Ergebnisse sind nachfolgend angegeben.

Mit der Erweiterung des Programmsystems COSAR um
den Zweig zur stationiren Temperaturfeldberechnung
ist mit diesem System auch die Berechnung komplexer
dreidimensionaler Potentialstromungen maglich, da die
Laplacesche Gleichung als Sonderfall enthalten ist. Fiir
den Nutzer steht in diesem System der komplexe Satz
der in COSAR implementierten dreidimensionalen,
ebenen und rotationssymmetrischen Elemente zur Ver-
fiigung (Bild 1). Unter Ausnutzung der Substruktur-
technik, der vielfiltigen Moglichkeiten der automati-
schen Datengenerierung und der vorhandenen Zeichen-
software ist eine effektive Dateneingabe und Durchfiih-
rung der Rechnungen auch fiir komplizierte Stromungs-
gebiete moglich.

Anwendungsbeispiele
Bild 2 zeigt die Vernetzung eines Rohrkriimmers (aus

‘Symmetriegriinden wurde nur die Hilfte vernetzt). Aus

der Vorgabe der Anstrémgeschwindigkeit wurde die im
Bild 3 dargestellte Geschwindigkeitsverteilung am Aus-
tritt ermittelt.

Bild 4 zeigt die Vernetzung eines Pumpeneinlaufgehiu-
ses und Bild 5 die am Austritt berechnete Geschwindig-
keitsverteilung. In Bild 6 ist die Vernetzung des Stro-
mungskanals eines Spiralgehiuses dargestellt.

Hinweis zu kompressiblen Stromungen

Ein vorhandenes Rechenprogramm fiir die Potential-
stromung kann mit geringfiigigen Modifikationen auf die
Berechnung reibungsfreier kompressibler Strémungen
im unterkritischen Bereich erweitert werden. Schreibt
man die dafir geltenden Differentialgleichung in der
Form

1

P —CT ‘b,iq),j(b' :O inV (9)

D, Sij
auf (c bezeichnet die lokale Schallgeschwindigkeit) und
betrachtet den zweiten Term als bekannte Quelldichte Q,

ergibt sich bei der FE-L6sung ein zusitzlicher Lastvektor
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Bild 2
Vernetzung eines Rohrkriimmers
562 Knotenpunkte

78 Elemente

fx = ‘f,GK Qdv, (10)

der im Rahmen einer iterativen Strategie in jedem neuen
Schritt mit den im vorangegangenen Schritt berechneten
D-Werten aktualisiert werden mufi. Numerisch vorteil-
haft ist, daf die Koeffizientenmatrix des Gleichungs-
systems (5) nur einmal zerlegt zu werden braucht; in
jedem Iterationsschritt ist dann mit einer neuen rechten
Seite das weniger zeitaufwendige Vorwirts-Riickwiirts-
Einsetzen auszufithren (vgl. dazu [13] bis [15]). Die pro-
grammtechnische Realisierung dieser Strategie ist vorge-
sehen.

Bild 3
Geschwindigkeitsverteilung am Austritt des Rohrkriimmers

3. Reibungsbehaftete inkompressible Strémun-
gen

Mit der Potentialtheorie kénnen viele in einer realen
Stromung auftretende Erscheinungen nicht geklirt wer-
den (z. B. Haften an festen Rindern). Die Beriicksichti-
gung der Viskositit des stromenden Mediums fiihrt zu
Losungen, die besser mit dem tatsiichlichen Strémungs-
verhalten iibereinstimmen. Allerdings fiihrt das auch auf
erheblich schwieriger zu losenden Differentialgleichun-
gen, die sogenannten Navier-Stokesschen Gleichungen.
Der Losung dieses Systems partieller Differentialglei-
chungen sind in der Vergangenheit eine Vielzahl von Ar-
beiten gewidmet worden, wobei analytische Lésungen
nur fir Spezialfille bekannt sind [16]. Die Finite-Ele-
mente-Methode erlangt zunehmende Bedeutung bei der
numerischen Behandlung der Navier-Stokesschen Glei-
chungen (vgl. dazu [17] bis [25]).

Nachfolgend wird als Grundlage fiir die rechentechnische
Realisierung eine FE-Losung des Problems angegeben,
die auf der sogenannten Geschwindigkeits-Druck-Formu-
lierung [18] beruht. Diese gemischte Methode (es wer-
den getrennte Ansiitze fiir die Geschwindigkeiten und

e
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Y Bild 4
Vernetzung eines Pumpeneinlaufgehiuses
365 Knoten
X 48 Elemente
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Bild 5
}(l};schwindigkeitsverteilung am Austritt des Pumpeneinlaufge-
iuses

den Druck eingefiihrt) ist im Unterschied zur Strom-
funktion- oder Stromfunktion-Wirbel-Formulierung
[20], [21] nicht auf zweidimensionale Probleme be-
schrinkt. Ein wesentlicher Vorteil besteht darin, daB
Geschwindigkeits- und Druckrandbedingungen direkt
beriicksichtigt werden kénnen.

Nachfolgend werden ausgehend von der allgemeinen
FE-Formulierung des Problems praktisch wichtige Spe-
zialfille betrachtet und einige mit Hilfe von Testpro-
grammen erzielte Ergebnisse angegeben.

3.1. Finite-Elemente-Lésung

Die Bewegungsgleichung eines Fliissigkeitspartikels in
einer viskosen Strémung lautet

p0i+pvjvi’j—pii—0ji,j =0 inV (11)

Der Punkt kennzeichnet die Ableitung nach der Zeit, p
ist die Dichte, X sind die Komponenten des Volumen-
lastvektors und o;; bezeichnet die Spannungen, die sich
mittels eines geeigneten Materialgesetzes durch die Stro-
mungsgeschwindigkeiten v; und den Fliissigkeitsdruck p
ausdriicken lassen. Fiir inkompressible Newtonsche Fliis-
sigkeiten gilt beispielsweise

05 = — PO T M (vij*t - (12)

Mit den Bewegungsgleichungen (11), dem Materialgesetz
(12) und der Kontinuititsgleichung (1) stehen die fiir die
Losung des Problems erforderlichen Gleichungen zur
Verfiigung.

Fir die FE-Losung werden getrennte Ansatzfunktionen

fir die Geschwindigkeiten v; und den Druck p einge-
fithrt.

v = Gy (x1,%2,%3) vik (V) K = il?\:l (13)
1 =
p = GJ (x1,x2,%3) pr, (V) L=1...N (14)

M — Anzahl der Knoten zur Interpolation der Ge-
schwindigkeiten
N — Anzahl der Knoten zur Interpolation des Druckes

Mit Hilfe des Galerkinschen Verfahrens werden die Be-
wegungsgleichungen und die Kontinuititsgleichung in
eine Integraldarstellung iiberfiihrt.

{IFG{ vijdV =10 (16)

Bild 6
Vernetzung eines Spiralgehiuses
360 Knoten

40 Elemente



Durch eine partielle Integration des Spannungsterms und
Anwendung des GauBischen Integralsatzes lift sich (15)
folgendermaBien umformen

[0Gy v;dV + [ pGy v vi;dV — [ pG} X; dV
\' Vv Y (17)
* JGk %V~ [ 6x 0,40 = 0

Nach Einsetzen des Materialgesetzes und der Ansatz-
funktion in (15) und (10) ergibt sich in Matrizenschreib-

weise
MYY i oflv KvW+KvW | KP| |y XV Sv
_.__T—— + _______ L_v‘— - -] = - + -
o io|lo ®P”T | o||p| |o 0
(18)

v bezeichnet den Vektor der Knotengeschwindigkeiten
und p den Vektor der Knotendriicke

T _
vi = lvi1va1vay - viK VoK V3K -+ VIM VoM Vam ]

pt =[py...pL---pN]

P AP IIA ////
/
7 4
/] /
vaVZ ; 2
/] “
x.v. 7777 7777
179
Bild 7
2x2 Patch, vj und vg auf dem ganzen Rand Null
FV1-
X . X/ Y,
P
¢ 1/FV1-
_VZJ
X . X

dv -

MY = fpGIGT |0 (1) 8 dv (19) Bild 8
] v 17J 0 0 1 Isoparametrisches Viereckselement mit 20 Freiheitsgraden
® Geschwindigkeitsfreiheitsgrade
Lj=1...M x Druckfreiheitsgrade
' l
v v v v v v v v v v
2612651+ Cra Gy 2 * 615 G5 | G126y | 613654
vV _ vV oAV I av v vV oAV Vo~V
Kiy=J*# G112 | G1,1 Gy %2656 5+ G156y g { 613 6)a
Gv v | v v v v v v v v
116y { 612 %15 16116514696y 542646y g
' |
v LJ=1...M (20)
vp G5’1 I=1...M
=_ p =1...
KIJ ‘{ G‘I,,Z GI v, J=1...N 1) Damit ist die allgemeine Finite-Elemente-Losung des
GI,3 Problems gegeben. Nachfolgend werden praktisch wich-
r tige Spezialfille betrachtet.
Gy GY GY
KK K2 MK Pk, VK 3.2 Stationire Kriech (Stokessches Problem)
¥V _ .2. Stationire Kriechstromung (Stokessches Problem
KIJ = prG‘I,G} G;’(,l VoK le( 9 V2K Gk 3 V2K dv ) . . . .
v . ’ ‘ Die Gleichung (18) vereinfacht sich, wenn ein gegebenes
GK,I v3k Gk o V3K G}'( 3 V3K Strémungsproblem eine stationire Kriechstromung dar-
- | ’ - stellt, die durch groBe Zahigkeitswerte der Fliissigkeit
- - LJL,K=1...M (22) und geringe Stromungsgeschwindigkeiten gekennzeich-
)—(1 net ist (kleine Reynoldssche Zahl). Die Konvektivitits-
X = [pG X dv matrix K'Y kann vernachlissigt werden, so dab sich das
I P | 22 (23) folgende symmetrische Gleichungssystem ergibt
:X3: [va Kvp:l [v] Xv [svj'
5 = + . (26)
KT o 0 0
§=4 6 |n| av. (24) &*% .
| 83 | Bevor das Gleichungssystem gelost werden kann, miissen

Mit s; werden dabei die Komponenten des Vektors der
Oberflichenspannungen bezeichnet, die sich aus

8 = Uji Cjn (25)

ij=1...3

ergeben.

die Randbedingungen eingearbeitet werden. Der ein-
fachste Fall liegt vor, wenn auf dem gesamten Rand die
Geschwindigkeiten bekannt sind. Die Beriicksichtigung
der Randbedingungen erfolgt durch Streichen der ent-
sprechenden Zeile und Spalte in (26). Zusiitzlich kénnen
auf die gleiche Weise vorgeschriebene Druckwerte erfafit
werden.
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Bekannte Oberflichenspannungen lassen sich durch Aus-
wertung von (24) beriicksichtigen. Wenn auf einem Teil
des Randes die Geschwindigkeiten unbekannt sind, muf
dort ebenfalls (24) ausgewertet werden. Mit (12) er-
gibt sich fiir die Oberflichenspannungen (25):

s = [pdy *u(vij+ vl gn

= [éf pL 85 +#(Cy ; vik * Gk gn  (27)

Eal—
Mmoo n
bt et
Wz

G sind die Ansatzfunktionen der zum betrachteten Rand
gehorenden Oberflichenelemente. Es ist zu erkennen,
dab in (27) die unbekannten Geschwindigkeiten (und
gegebenenfalls auch Driicke) an den Randknoten ein-
gehen, so daf eine iterative Strategie erforderlich ist
(eine Beriicksichtigung der Terme -auf der linken Seite
des Gleichungssystems (26) wiirde die Symmetrie der
Koeffizientenmatrix zerstoren und damit ein erhebliches
Anwachsen der Rechenzeiten bedeuten). Fiir die Durch-
fiihrung der Iteration ist es zweckmiBig, (27) element-
weise an den Oberflichenknoten auszuwerten (es erge-
ben sich s;x, K = 1... Anzahl der Knoten eines Ober-
flichenelements) und mittels geeigneter Ansatzfunktio-

nen G;( iiber das Element zu interpolieren.
*

5 = Gy si - (28)

Damit liBt sich (24) folgendermaBen berechnen:

v LN S1K

5= 68 |ax| do (29)
0 S3K.

Die Losung von (26) kann unter Ausnutzung der Sym-
metrie und der Bandstruktur von K'Y mittels des
Cholesky-Verfahrens erfolgen, wobei sich eine der Sub-
strukturtechnik entsprechende Strategie ergibt (vel.
[9] Abschnitt 2.3.3.), bei der die Matrizeninversion von
KY¥ vermieden wird. Formal ergibt die Auflésung von
(26)

v=(KV)"1[-K'P p+X¥+S§¥] (30)
KPP p = P (31)
mit

KPP = (K'P)T (Kv)~1 (K'P) (32)
P = (Kvp)T (KVV)—] [X¥ +8Y] (33)

Elemente

Bei der Wahl der Elemente ist zu beachten, daf die An-
satzfunktionen fiir die Geschwindigkeiten und den
Druck nicht beliebig gewihlt werden kénnen, wenn eine
eindeutige Losung der Gleichung (26) gesichert werden
soll [1], [24]. Fiir ein gegebenes Element ist fiir verschie-
dene Netzkonfigurationen (englisch ,,Patches™) zu unter-
suchen, ob ein Rangabfall der Matrix KPP vorhanden ist.
Es zeigt sich z. B., dafs bei isoparametrischen Vierecks-
elementen in der unverzerrten Form, bei denen fiir die
Geschwindigkeiten und den Druck gleiche Ansatzfunk-
tionen benutzt werden, ein Randabfall der Matrix KPP
auftritt. Fiir ein Vierechselement mit 4 Knoten und bi-
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linearem Ansatz fir die Geschwindigkeiten und den
Druck kann durch eine Rechnung von ,,Hand” leicht ge-
zeigt werden, daB bei einem Patch von 2 x 2 (vgl. Bild 7)
der Rangabfall 7 betrégt. Bei Patches mit mehr Elemen-
ten (3x3, 4x4, ...) ergibt sich ein Rangabfall von 8.
Das fiihrt jedoch auf Grund der Rundungsfehler bei einer
numerischen Rechnung nicht in jedem Fall zu einem
Abbruch, sondern zu unsinnigen Ergebnissen fiir den
Druck. Die mit diesem Elementtyp durchgefiihrten ei-
genen Testrechnungen (z. B. Couette-Stromung, Kanal-
einlaufstromung) zeigen diese Tendenz; es ergeben sich
korrekte Ergebnisse fiir die Geschwindigkeiten und un-
brauchbare Druckwerte.

Das isoparametrische Viereckselement mit quadrati-
schem Ansatz fiir die Geschwindigkeiten und linearem
Ansatz fiir den Druck (Bild 8) ergeben sowohl fir die
Geschwindigkeiten als auch fiir den Druck korrekte Er-
gebnisse. Werden aus Griinden der hoheren Genauigkeit
auch fiir den Druck quadratische Ansatzfunktionen be-
nutzt, zeigt sich wieder ein Rangabfall von KPP. Dieser
Mangel kann am einfachsten durch Einfiihren zusitzli-
cher Ansatzfunktionen fiir die Geschwindigkeiten, die
nur im Elementinnern wirken, behoben werden. Die ent-
stehenden zusitzlichen Freiheitsgrade lassen sich auf
dem Elementniveau eliminieren.

Eliminieren des Druckes mittels Penalty-Methode

Eine interessante Alternative zu der oben beschriebenen
v-p-Formulierung besteht darin, den Druck mit Hilfe der
Penalty-Methode unter Verwendung der Kontinuitits-
gleichung (1) zu eliminieren [1]. In die Kontinuitétsglei-
chung wird der Druck eingefiihrt.

P=ac v (34)
« ist dabei eine groBe Zahl (Penalty-Zahl). Mit dieser

Gleichung wird in (12) und damit in (18) der Druck eli-
minert und es ergibt sich die zusitzliche Matrix

v v v v v v
_ GI,1 GJ,I GI,l GJ,2 GI,l GJ,3
TV _ v v \4 v \4 v
KIJ = a‘{ GI,2 GJ,1 GI,2 GJ’2 GI,2 GJ,3 dv
v v \ v v \4
GI,3 GJ,l GI,S GJ,3 GI,3 GJ,3

Die Geschwindigkeiten berechnen sich dann aus
(K™ + K"V + K")v = XY + SV (36)

Zu beachten ist, daf K"V singulir sein muB, was gege-
benenfalls durch eine selektive reduzierte Integration er-
reicht wird. Ein Vergleich der Formulierung (36) mit
den Gleichungen der Elastostatik zeigt die Ubereinstim-
mung fiir den Fall x> 0,5, d. h. fiir nahezu inkompressi-
bles Material. Der in dem Hookeschen Gesetz fiir isotro-

pes Materialverhalten auftretende Term wirkt

1
1-2u
hier als Penalty-Zahl. Die mit dem Programmsystem
COSAR/E84 durchgefiihrten Testrechnungen unter Ver-
wendung von Elementen mit quadratischen Ansatzfunk-
tionen ergaben brauchbare Ergebnisse fiir die Geschwin-
digkeitsverteilung in zihen Stromungen. Bei einigen Bei-
spielen wurde der Wert von « iiber einen weiten Bereich
= 0,4999 bis u = 0,49999999 variiert und dabei keine
wesentlichen Anderungen der Ergebnisse festgestellt.

(35)



Beispiele

Unter Verwendung der Formulierung (36) wurde die
Couette-Stromung zwischen parallelen Platten fiir ver-
schiedene Druckgradienten berecnnet (vgl. Bild 9). Die

Ergebnisse stimmen mit der analytischen Losung des
Problems iiberein [16].

In den Bildern 10, 11 und 12 sind Berechnungsergeb-
nisse angegeben, die auf der Basis der Gleichungen (36)
mittels Penalty-Methode unter Benutzung der Elasto-
statikversion des Programmsystems COSAR erhalten

wurden.

— e ly=1, Uy =0

-
Tl

Xy, Uy Uy=Uy=0
By =-605
+ u,
-2 -1 ) 1 z 3
Bild 9
Couette-Stromung

Rondbedingungen FE - Nelz
r r r r
1 T2 = T . VI
Z=0 z=2 Z=4 Z=10
Geschwindigherlsprofile
Bild 10 *

Rohreinlaufstrémung, Penalty-Lésung mit u = 0,49999

3.3. Instationdre Kriechstrémung

Bei instationiren Problemen ist entsprechend Gleichung
(18) ein Matrizendifferentialgleichungssystem des Typs

Mi+Ka=F (37

zu l6sen. Dazu stehen verschiedene Lésungsalgorithmen
zur Verfiigung (vgl. z. B. [1], [4], [8], [18], [25]). Die
einfachste Variante besteht darin, eine Zeitablaufrech-
nung auszufithren und dabei innerhalb jeden Zeitschrit-
tes eine lineare Abhiingigkeit der Zustandsgréfien von
der Zeit einzufithren (Einschnittverfahren). Die hohere
Genauigkeit der Mehrschnittverfahren erkauft man sich
durch einen héheren numerischen Aufwand. Im Hin-
blick auf die Losung sehr grofier gegebenenfalls nicht-
linearer Systeme und dem damit verbundenen hohen

%

=U,=0
/Lu-; u,
1 !
Randbedingungen %

u,,up=0 T\u,xu,-o
Symmeftrieebene

—

X

V/
N

Geschwindigheits-
mapstob

e LTI
HIITITTIT L[L_U_Uﬂ

—)

Geschwindighertsverfeilung u,

Bild 11

Strémung um ein Rechteckhindernis (vgl. [1]), Penalty-Losung
mit i = 0,49995

X2ty Ug=1, u;=0

1

é
Uy=u,=0.

Uy=Uy=0

Xy Uy

Uy=uy=0

Bild 12

Geschwindigkeitsverteilung u 1 im Mittelschnitt eines recht-
eckigen Hohlraumes, Penalty-Loésung 1= 0,49995

Rechenzeitaufwand, werden zunichst Einschrittverfah-
ren realisiert, die sich auch bei instationiren Tempera-
turfeldberechnungen bewihrt haben [26]. Die pro-
grammtechnische Konzeption ermoglicht es jedoch, pro-
blemlos auch andere Verfahren zu implementieren.

Mit einem linearen Ansatz im Zeitschritt At fiir a
a=(1-0)a, +Oayy (38)

ergibt sich folgende Rekursionsformel

[M+©AtK]a,,; =[M—(1-6)AtK]a, +At(1-6)F, +OF, ;1.

(39)
Die Losung im Zeitschritt erfolgt wie beim stationiren
Fall beschrieben. Der Parameter © steuert das Lésungs-

verfahren; mit © = % erhilt man das bekannte Crank-
Nicolsonsche Verfahren (zentrale Differenzenformel)
und mit © = % des Galerkinsche Verfahren, die beide

fir die praktische Anwendung empfohlen werden kon-
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nen. Das Galerkinsche Verfahren ist weniger empfindlich
gegeniiber Oszillationen, so dab es bei sprunghaften An-
derungen der Stromungsvariablen (z. B. am Anfang der
Integration) eingesetzt werden sollte.

Demgegeniiber weist das Crank-Nicolsonsche Verfahren

eine hohere Genauigkeit auf.

Bei konstanten Matrizen M und K und unveriinderten
Zeitschritten brauchen in jedem Schritt nur jeweils eine
neue rechte Seite aufgebaut und mit der bereits zerleg-
ten Koeffizientenmatrix die Unbekannten riickgerechnet
zu werden. Anhand eines Testprogrammes wurde die
Anwendbarkeit dieses Algorithmus nachgewiesen. Bild
13 zeigt die Ergebnisse der Berechnung einer instatio-
niren Couette-Strémung fir den Fall, daf der Druck-
gradient p; Null ist (siehe dazu die fiir den stationiren
Fall in Bild 9 angegebene Problembeschreibung).

&

h Ll Ll Ll L L L L

’UZ

TTT7777777 7777777
0 1

Bild 13
Instationire Couette-Stromung

(Rechnung mit At =50 s, @=—§— )
3.4. Stationdre Strémungen mit Beriicksichtigung der
konvektiven Terme

Bei grofieren Stromungsgeschwindigkeiten (grofere Rey-
noldssche Zahlen) kann der Einfluf der nichtlinearen
konvektiven Terme nicht mehr vernachlissigt werden,
d. h. in (26) ist die Matrix K" zu beriicksichtigen:
KWV + KWW i KP? | v| [xv] [s
I

——————— e = + . (4.0)
P 0 0

Die Matrix K" ist unsymmetrisch und abhiingig von den
Geschwindigkeiten, d. h. das Gleichungssystem (40) muf
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iterativ gelost werden. Die einfachste Losungsstrategie,
die auch numerisch den geringsten Aufwand erfordert,
besteht darin, den Term K'Y (v) * v auf die rechte Seite
zu nehmen und diese in jedem Iterationsschritt (ausge-
hend von der Kriechstromung) mit den im vorangegan-
genen Schritt berechneten Geschwindigkeiten zu aktua-
lisieren. Diese Vorgehensweise konvergiert jedoch nur
bei kleinen Reynoldsschen Zahlen. Das gilt auch dann,
wenn K"V (v) auf der linken Seite beibehalten und in
jedem Schritt aktualisiert wird. Eine verbesserte Losung
libt sich mit dem bewihrten Newton-Raphsonschen Ver-
fahren erreichen. Schreibt man (40) in der Form

K(@a=F (41)
ergibt sich folgende Iterationsvorschrift

Kr (ap) apsy = Kr (ay) a, —[K(ay) 2, —F(ay)]  (42)

mit-

Ky = % [K(s)a— F(a)]. (43)
Die Differentiation liefert mit (40)

K + KW + KW | KvP
Kp = |-———==—3- Ty B (44)

T ~ (Kvp)T ‘ 0 .
Eine 3 x 3-Untermatrix von K—VTVI hat die Form
b 0 0

v _ |0 b O
K © o o b (45)
mit

b=‘{P Gy[Gy,1 (Gk vik) + Gy 2 (Gk vak ) *+ Gy 3 (Gk vak)1dV.

Damit kann die Iteration nach (42) ausgefiihrt werden.
In jedem Iterationsschritt muf die unsymmetrische Ma-
trix K7 mit den zuletzt ermittelten Geschwindigkeiten
neu berechnet und das Gleichungssystem (42) geldst
werden. Das ist speziell im Hinblick auf die Bearbeitung
von praktischen Problemstellungen mit einer grofien
Zahl von Freiheitsgraden ein numerisch sehr aufwendiger
ProzeB.

4. Ausblick

Das Ziel der weiteren Arbeiten besteht darin, im Rah-
men des universellen FE-Programmsystems COSAR
einen Zweig zur Losung stromungsmechanischer Auf-
gaben aufzubauen. Dieses Teilsystem soll die vorhan-
denen Systeme COSAR-Elastostatik, COSAR-Dynamik
und COSAR-Temperaturfeld erginzen. Die bisher durch-
gefiihrten Untersuchungen dienten der Testung bestimm-
ter Losungsalgorithmen und Elementeigenschaften. Auf
den dabei gesammelten Erfahrungen aufbauend soll in
der ersten Ausbaustufe des Programmsystems die Losung
inkompressibler reibungsbehafteter Strémungen mit Be-
riicksichtigung der konvektiven Terme (stationér und in-
stationdr) fiir zweidimensionale, axialsymmetrische und
dreidimensionale Stromungsgebiete méglich sein (siche
Gleichung (18)). Da die Lésung dieser allgemeinen insta-
tioniren, nichtlinearen Probleme speziell fiir reale drei-
dimensionale Aufgaben mit hohen Rechenzeiten verbun-
den ist, werden fiir die im vorliegenden Artikel beschrie-



benen Spezialfille gesonderte Losungsalgorithmen be-
reitgestellt. Als Elementbasis dienen vorrangig die bis-
her in COSAR implementierten ebenen, axialsymmetri-
schen und riumlichen isoparametrischen Elemente mit
Ecknoten und Knoten auf den Mitten der Seitenkanten
(vgl. [9] Abschnitt 3.4). Auf der Grundlage der v-p-For-
mulierung wird fir die Geschwindigkeit ein quadrati-
scher und fiir den Druck ein linearer Ansatz gewihlt.

Da die meisten technischen Probleme dreidimensionale
Berechnungsmodelle erfordern, muf der Schwerpunkt
bei der Entwicklung einer FE-Software auf diesem Ge-
biet liegen. Allerdings muB man sich dariiber im klaren
sein, dab die Behandlung erweiterter Modelle unter Be-
riicksichtigung beispielsweise der Koppelung mit der
Energiegleichung (Temperaturfeld) an der Grenze der
verfiigbaren Rechentechnik st6ft. Vom internationalen
Stand ausgehend werden jedoch mit der Verfiigharkeit
neuer Rechnerhardware weitere Fortschritte auf dem
Gebiet der Strémungsberechnungen mittels FEM zu er-
warten sein, auch im Hinblick auf die Erfassung turbu-
lenter Stromungsvorginge [27].
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