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1. Einleitung

Die Methode der finiten Elemente (FEM) wurde bereits
kurze Zeit nach ihrer Einfiihrung und theoretischen Fun-
dierung auch zur Berechnung des Spannungs- und Ver-
formungszustandes  elastisch-plastisch = deformierbarer
Kérper benutzt., Man kann sagen, daf damit iiberhaupt
erst einmal derartige Berechnungen in relativ allgemeiner
Weise moglich werden konnten. In zahlreichen Verdf-
fentlichungen und Monografien [1], [2], [3] wurde die
grundsitzliche Vorgehensweise erliutert. Es zeigte sich
jedoch bald, daf die durchzufiihrenden Berechnungen
erheblich aufwendiger sind, als vergleichbare elastische
Untersuchungen. Dies ist sicher ein Grund, weshalb viele
Autoren nur eine gleichférmig monoton anwachsende
Belastung voraussetzen und oft sogar auf die Berechnung
des Eigenspannungszustandes nach der Entlastung ver-
zichten. Es kommt hinzu, da man bei einem derartig
einfachen Belastungsprogramm mit guter Niherung das
Modell eines sich isotrop verfestigenden Werkstoffes be-
nutzen kann. Diese Vorgehensweise besitzt jedoch spe-
ziell vom Gesichtspunkt der Festigkeitsiehre wesent-
liche Mingel. In vielen Fillen besteht das Belastungs-
programm aus mehreren unterschiedlichen Laststufen,
d. h. einzelne Kriftegruppen werden nacheinander auf-
gebracht, und ein Vertauschen der Reihenfolge fiihrt zu
einem anderen Ergebnis. Oft ist mit wechselnder Be-
lastung zu rechnen. In diesem Fall fiihrt das Werkstoff-
modell der isotropen Verfestigung, welches ja speziell
unter dem Gesichtspunkt der monoton anwachsenden
Belastung konzipiert wurde, zu falschen Resultaten, da
sich aufgrund des Bauschingereffektes bei Lastumkehr
ein anderes Verhalten des Werkstoffes ergibt [4], [5].

Jedoch auch vom Gesichtspunkt der Bewertung des
Spannungszustandes bietet die isotrope Verfestigung
Probleme, auf die an anderer Stelle bereits hingewie-
sen wurde [6]. Eine genauere Realisierung eines vorge-
gebenen Belastungsprogramms setzt daher auch eine
entsprechende Analyse des Verhaltens des Werkstoffes
bei verinderlicher Belastung voraus. Trotz zahlreichen
Arbeiten in dieser Richtung ist die Situation noch nicht
befriedigend. Dies gilt sowohl fiir die theoretische Fun-
dierung und physikalische Begrindung der Plastizitits-
theorie als auch hinsichtlich der Ubereinstimmung von
Theorie und Experiment bei einem allgemeinen Bela-
stungsprogramm. Der Losungsalgorithmus zur Bestim-
mung des Spannungs- und Deformationszustandes ist
demgegeniiber von den verwendeten Werkstoffmodellen
weitgehend unabhiingig, so dab eine einheitliche Be-
trachtungsweise gerechtfertigt erscheint [8]. Das Pro-
blem liBit wie auch analoge Aufgabenstellungen aus der
Elastizitiitstheorie unterschiedliche Losungswege zu. Die
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Wahl der giinstigsten Losungsstrategie setzt eine gewisse
Erfahrung bei der Losung elastisch-plastischer Aufgaben
voraus, wobei als Kriterium zur Bewertung einer be-
stimmten Variante die erzielte Genauigkeit innerhalb
einer bestimmten Rechenzeit dient. Eine genauere Ana-
lyse der verwendeten Losungsstrategien kann deshalb zur
Entscheidung iiber die giinstigste Variante beitragen.

2. Plastische Deformationen und die FEM
2.1. Plastische Deformationen als Anfangsdehnungen

Es hat sich als zweckmiiBig erwiesen, auch bei der For-
mulierung der physikalischen Beziehungen die Matrizen-
schreibweise zu benutzen. Dementsprechend werden der
Spannungs- und der Deformationstensor als Spaltenvek-
toren 0 und € dargestellt. In analoger Weise geschieht
dies fiir vergleichbare Tensoren. Folgende Vorausset-
zungen werden zugrunde gelegt:

1. Die Verformungen sollen klein sein.

2. Die Belastungsgeschwindigkeiten sollen hinreichend
klein sein.

3. Die Wirmeproduktion infolge einer plastischen Ver-
formung sei vernachlissighar und die Temperatur sei
konstant.

Betrachtet man einen beliebigen Punkt des Kérpers zum
Zeitpunkt t, so erhilt man den Zuwachs zum Deforma-
tionstensor € nach einem kleinen Zeitintervall dt als
Summe einzelner Anteile:

de = de, + dep . @)
Dabei bedeuten de, die elastischen und de die plasti-
schen Dehnungsinkremente. Die plastischen Dehnungs-
inkremente, die in (1) formal als totales Differential an-

gegeben sind, hiingen vom Zustand des Kérpers in dem
betrachteten Punkt ab. Es gilt:

dep = (0, h,¢) dt. @

Die in h zusammengefaten Parameter beschreiben den
mikrostrukturellen Zustand des Materials in dem be-
trachteten Punkt. Mit der Elastizititsmatrix E kann man
dann anstelie von (1) schreiben '

€=E15+e,(a,h¢). ®)

Fiir die Parameter in h gelten ebenfalls bestimmte Bezie-
hungen, die man formal in der folgenden Weise schreiben
kann und die man allgemein als Verfestigungsregeln be-
zeichnet

h=g,(a,hé). @



Die Spezifikation der Funktionen ep und g, in (3) und
(4) erfolgt durch spezielle Annahmen iiber da.s Verhalten
des Materials. Erweiterungen hinsichtlich zeit- bzw. tem-
peraturabhiingigen Materialverhaltens sind méglich. Je
besser es gelingt, das wirkliche Verhalten des Materials
durch diese Funktionen darzustellen, desto genauer kann
man auch das Verhalten eines Korpers bei beliebiger Be-
lastung mit Hilfe der FEM rechnerisch bestimmen.

2.2. FEM und Prinzip der virtuellen Arbeit

Die Vorgehensweise der FEM ist allgemein bekannt, so
dak sie hier nicht niher erldutert werden mu§. Durch die

FE-Diskretisierung wird der Verschiebungszustand in .

Abhiingigkeit von bestimmten Knotenverschiebungen
dargestellt. Bezeichnet man den Vektor der Knotenver-
schiebungen mit v, so gilt fiir den Vektor der Verschie-
bungen in einem beliebigen Punkt mit der Interpola-
tionsmatrix G

u=6y. )
Die Matrix G ist je nach dem verwendeten Elementtyp
unterschiedlich und wird hier zunichst nicht niher spe-

zifiziert. Die Dehnungen bestinmt man aus (5) durch
Anwendung der Differentialmatrix D zu
€=Dgy. (©)
Durch (5) und (6) ist, falls kompatible Elemente verwen-
det werden, die Vertriglichkeit des Deformationszustan-
des gewihrleistet. Die Gleichgewichtsbedingungen wer-
den durch die Anwendung des Prinzips der virtuellen Ar-
beiten im Mittel erfiillt, seine Anwendung auf den defor-
mierbaren Kérper fiihrt zu

f 8elodVol —8vTf=0. )
(Vol)
In (7) ist £ der Vektor der Knotenkrifte, der sich aus
Einzellasten, Oberflichen- und Volumenkriften zusam-
mensetzt und im weiteren als zeitlich verinderlich vor-
ausgesetzt wird. Durch diese zeitliche Veriinderlichkeit
ist das Belastungsprogramm des Korpers gegeben. Die
Variation des Deformationstensors € ergibt, da die Ver-
formungen als klein vorausgesetzt wurden,

5eT = 53T D . ®)
Damit erhilt man ein System von Gleichungen entspre-

chend der Zahl der emgefilhrten unbekannten Knoten-
verschiebungen

f BLgdvVol — f = 0. 9)
(Vol)
Da auch der Spannungstensor zeitlich verinderlich ist,
folgt aus (9)

f DG 6 dVol — f = 0. (10)
(Vol)
und weiter unter Benutzung von (3) und (6)
[  DLEDgdVolly— S DGEe dVol —f = 0. (11)
(Vol) © (Vol)
Mit der Steifigkeitsmatrix
K= f D_LEDgdvVol (12)

(Vol)

und einem Zusatzlastvektor

f DLE &p dVol 13
B " o C 13
erhilt man schlieBlich die Beziehung

Ky =f+f,(0,h¥). (14)

£, hiingt neben den GroBen ¢ und h wegen (2) und (6)

auch von v ab.

2.3. Das vollstindige System von Differentialgleichun-
gen ’

Die Integration in (12) und (13) werden numerisch aus-
gefiihrt. Dies ist insbesondere fiir (13) von Bedeutung, da
die in ¢ und h enthaltenen GréBen selbst variabel sind.
An den Stiitzstellen der Integration miissen ¢ und h be-
kannt sein, damit £p dort bestimmt werden kann. FaBt
man 0 und h in diesen Punkten formal zu einem Vektor
von Zustandsparametern z zusammen, so gilt, wenn man
(3) nach ¢ umstellt und mit (4) zu einem gemeinsamen
System zusammenfafit:
Ky = £+ £ (2,%), (152)
z=g,(z,¥). (15b)
Damit ist das Problem der Bestimmung des elastisch-
plastischen Spannungs- und Verformungszustandes auf
die Losung eines Systems gewdhnlicher Differentialglei-
chungen (15) zuriickgefiihrt. Dieses System besteht aus
zwei Teilsystemen, von denen (15a) die den Gleichge-
wichtsbedingungen entsprechenden Finite-Elemente-
Gleichungen umfaBt, wihrend durch (15b) der Zusam-
menhang mit den Anderungen der Spannungen und de:
Zustandsparameter hergestellt wird.
Es ist im allgemeinen nicht méglich (15a), analytisch
nach v umzustellen. Damit koénnen Integrationsverfah-
ren, die eine explizite Darstellung der Ableitungen der
Unbekannten voraussetzen, nicht ohne weiteres ange-
wendet werden.

2.4. Das Konzept der Fliefbedingung

Zur Spezifikation der durch (2) und (4) eingefithrten
Funktionen geht man bei plastisch verformbaren Ma-
terialien allgemein von der Existenz einer FlieBbedin-
gung

F(g,b) <0 (16)

aus. Fiir F < 0 treten nur elastische Deformationen auf,
wihrend das Gleichheitszeichen die Grenze des elasti-
schen Bereichs markiert. Die plastischen Deformationen
bestimmt man durch die Normalitiitsbedingung

oF

mit dem zunichst noch unbekannten Faktor dA.

Es sei nun ein Spannungszustand o gegeben, der dicht
an der Grenze des elastischen Bereiches liegt, aber so daB
noch F < 0 gilt. Durch eine Spannungsinderung Ag
werde nun die Grenze des elastischen Bereiches iiber-

schritten. In diesem Fall dndern sich auch die Parame-
ter h, so daB neben (16) auch gilt

F(o + Ag,h+Ah) =0. (18)
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Entwickelt man (18) in eine Taylorreihe und setzt man
die Anderungen Ag und Ah als hinreichend klein vor-
aus, so gilt

F(a,b) + (gz) Tag + (gg) Ak =0. (19)

Aus (3) folgt nun weiter fiir Ao unter Beriicksichtigung
von (17)

Ao = E Ae ——E?EA)\.
= - o0

(20)

Da sich die Parameter h nur indern, wenn plastische
Deformationen auftreten, erscheint es sinnvoll, sie zur
GroBe des Zuwachses der plastischen Deformationen AX
in Beziehung zu setzen, also

Ah = G, (g, h) AX. @1)
"Damit erhilt man aus (19) den Faktor
(gF) E Ae + F(o,h)
*® _ g . (22
OF\ Tg(2F (aF G, (o,h)
(5z) "®loz) -~ (an)"
und es gilt fir AA
AN* fir AN*> 0,
A\ = (23)

o R ) ) e

0 fir AN*<O.

Die in (2) und (4) eingefiihrten Vektoren e, und g, sind
demnach Noullvektoren fiir elastische Deformationen
oder linear von € abhingig. Die endlichen Inkremente in
(22) indern an diesem Sachverhalt nichts, sie dienen
aber der besseren numerischen Realisierung beim Uber-
gang vom elastischen zum elastisch-plastischen Zustand.
Im Grenziibergang bei fortschreitender plastischer Defor-
mation gilt also

(aF) Ede
_oF 90

Damit wird fiir (13) unter Beruckslchtlgung von (6) die

folgende Darstellung méglich
T oF\ (oF
DLE (ao) (a ) EDG .
=l s = dVolly .
Vol (EE) E (ZE - Te p(g,h)
og o a h
(25)
Hierfiir kann man schreiben
= Ky (2, )3 20)

Mit einer Anderung der Steifigkeitsmatrix K, (0, h) geht
(15a) iiber in

K-K,(z)ly =
Die durch (25) eingefiihrte Matrix K ist wiederum eine
symmetrische Matrix, allerdings eine Funktion der in

2z zusammengefaBten GréBen ¢ und h. Es sei noch er-
wihnt, daB sich normalerweise fiir die Ableitungen
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fm = imo tdm1-t.

- (24)

g—g | negative Werte ergeben, so daf das skalare Produkt

( ) Gy, (0, h) insgesamt wieder positiv wird. Wah-

rend es Jedoch relativ einfach ist, fiir die FlieBbedingung
einen geeigneten dem jeweiligen Material angepafiten N-
herungsausdruck zu finden, bereitet die Bestimmung der
materialspezifischen Funktionen G (¢, h) in der Regel
erheblich grofiere Schwierigkeiten, und man ist hier oft
noch auf vereinfachende Annahmen angewiesen.

3.  Losungsverfahren
3.1. Die iterative Methode

Ausgangspunkt fiir die nachfolgenden Untersuchungen
ist das System (15a, 15b) mit der in 2.4. vorgenom-
menen Spezifizierung. Die Komponenten des Lastvek-
tors f konnen zwar beliebige Funktionen der Zeit sein,
es ist jedoch sinnvoll, eine Unterteilung von f in einzelne
Laststufen vorzunehmen, so daB innerhalb einer Last-
stufe f konstant ist und fiir f in der Laststufe m dem-
nach gilt

(28)

In £, , wird der zu Beginn der Laststufe m erreichte Be-
lastungszustand dargestellt, dessen Abarbeitung zu Be-
ginn der Laststufe m bereits erfolgt ist. In dieser Last-
stufe ist also nur f; = fm von Interesse. Die Zeit t
kommt nicht explizit vor und da auch alle Ableitungen
nach t nur linear erscheinen, spielt die absolute Groke
von t keine Rolle. Innerhalb der betrachteten Laststufe
wird der Lastvektor nochmals in kleine Lastschritte Af
unterteilt.

Die formale Integration von (15a) und (15b) iiber einen
Lastschritt fiihrt auf die Beziehungen

g; (29)

S

und

t
KAy = Af + [ £ (2, %) dt. (30)
t0
Man kann nicht voraussetzen, dak sich v innerhalb eines
Lastschrittes analog zu (28) proportional mit t indert,
aus diesem Grund ist ein iteratives Vorgehen notwendig.
Die zum Lastschritt Af gehorige Verschiebung Av wird
zu diesem Zweck nochmals in einzelne Teilschritte
unterteilt

N
Av = Z Ay;. (31)
i=o
Im 1. Iterationsschritt gilt
KAy, = Af. (32)

Innerhalb dieses -Teilschrittes kann man eine proportio-
nale Anderung des Verschiebungsvektors voraussetzen,
so daB aus (29) die in z zusammengefaften Spannungen
und Zustandsparameter bestimmt werden kénnen und
analog dazu das nach (30) zu bestinmende Integral des
Zusatzlastvektors. Im allgemeinen kann die Zeitintegra-
tion nicht in einem Schritt ausgefiihrt werden, sondern



es ist nochmals eine Unterteilung von Av, vorzuneh-
men:

Av,

M ?
wobei M im Prinzip fir jeden Stiitzpunkt der numeri-
schen Integration einen anderen Wert haben kann. Als
Kriterium zur Festlegung von M kann eine geeignete Ver-
gleichsdehnung dienen, die in dem betreffenden Stiitz-
punkt aus Av, bestimmt wird.

*
Ay =
-0

(33)

Es gilt dann:
® izl 4 o« *
Z =y * l§0 g, (2, Av ) (34)
und
M-1 * *
Aipl = ezzo 1 (£1 ) Alo)- (35)

mit 1 <j<M und den Anfangswerten z" = z,. Am Ende
des Integrationszyklus wird dann z, =z M-
Im 2. Iterationsschritt gilt

wobei nach Bestimmung von Av; der Zeitintegrations-
schritt in der beschriebenen Weise durchzufiihren ist und
schlieBlich fiir den Iterationsschritt i:

KAy; = Arg;. 37

Die Iteration kann abgebrochen werden, wenn die rela-
tive Norm des Vektors Ar_; hinreichend klein ist. Die
Summation aller Teilgleichungen ergibt:

K(Av, +Av, +...+A;v_N)=A_f+A£p1+...+A£pN .(38)

Die Konvergenz des Verfahrens ist nicht von vornherein
gesichert. Bei ideal plastischen oder sich entfestigenden
Materialien kann bei Erreichen einer Grenzlast die Zahl
der Iterationsschritte beliebig grof werden. In diesem
Fall ist es zweckmiBiger, mit vorgegebenen Verschiebun-
gen als Belastungsgrofien zu rechnen. Man kann Konver-
genz voraussetzen, wenn die modifizierte Steifigkeitsma-
trix in (27) wihrend des gesamten Iterationsvorganges
positiv definit ist.

Der Vorteil der iterativen Methode besteht darin, daf
die Steifigkeitsmatrix nur einmal aufgebaut und zerlegt
werden mub. Nachteilig ist, daf die Zahl der Iterations-
schritte mit zunehmender plastischer Deformation im-
mer groBer wird, weil sich das Material in seinen Eigen-
schaften dann mehr und mehr dem ideal plastischen Zu-
stand annihert.

3.2. Die Methode der verinderlichen Steifigkeit

Um die Zahl der Iterationsschritte zu begrenzen, wurde
die Methode der verinderlichen Steifigkeit entwickelt.
Grurdlage hierfir bildet die Gleichung (27). Es ist
zweckmiifiig, zuniichst den 1. Iterationsschritt nach (32)
auszufiihren. Mégliche Entlastungen konnen auf diese
Weise bereits erfafit werden. Der Zeitintegrationsschritt
erfolgt dann nach der in 3.1. beschriebenen Weise. Fiir
den 2. Iterationsschritt folgt dann aus (27)

[K - Ky (21)]A%; = Arpy (39)

Die Bestimmung von AV erfordert jetzt den erneuten
Aufbau und die Zerlegung der Steifigkeitsmatrix. Im fol-
genden Zeitintegrationsschritt bestimmt man die zu AV
gehorigen Z und einen Lastvektor AT 9. Nach Ausfiih-
rung dieses Schrittes folgt die neue Anderung der Steifig-
keitsmatrix K, (23). Da in (39) bei der Bestimmung von
AV} die Parameter z in als konstant angenommen
werden, mufi dies im folgenden Iterationsschritt korri-
giert werden, so daf ein modifizierter Lastvektor er-
scheint '

[K—Kp (Z3)14%5 = ATy — Ky (21) AT - (40)
Allgemein gilt schlieBlich fir den Iterationsschritt i=>2
[K-K; (2)1A%; = ATy - Ky (Zi1) ATy - (4D)

Als Abbruchkriterium kann wiederum dienen, daf die
relative Norm des Vektors AT ; hinreichend klein ist.
Die Summation aller Teilgleichungen ergibt wiederum

K[Alo +AY1 +...+AYN]:A£+ALPI +Azp2+"'+AipN‘

(42)

Durch die Methode der veriinderlichen Steifigkeit er-
reicht man zwar eine betrichtliche Verminderung der
Zahl der Iterationsschritte, andererseits ist die Abarbei-
tung eines Schrittes wesentlich aufwendiger. Eine Ent-
scheidung, welchem Verfahren der Vorzug zu geben ist,
kann nicht generell getroffen werden. Bei geringen plasti-
schen Deformationen verdient die iterative Methode den
Vorzug, wihrend bei einem fortgeschrittenen Stadium
der Belastung die Methode der veriinderlichen Steifigkeit
zu kiirzeren Rechenzeiten fiihrt.

In jedem Falle ist die Einfiihrung konvergenzbeschleuni-
gender MaBnahmen zweckmibig.

3.3. Vorgegebene Verschiebungsinderungen

Besteht ein Teil des Belastungsprogramms aus einer
Folge gleicher Lastschritte, so ist eine Verminderung der
Zahl der Iterationsschritte moglich, wenn als Startvekto-
ren die im vorangegangenen Lastschritt ermittelten Ver-
schiebungen benutzt werden. Dies gilt fiir beide Metho-
den. Die Iteration beginnt in diesem Fall mit dem Inte-
grationsschritt zur Bestimmung der neuen GroBen z,
und des Vektors Arp; infolge der vorgegebenen Ver-
schiebungen Av,

Im folgenden Schritt gilt dann

K(Ay;y + Ay,) = Af + Arp, - (43)

Nach Auflosung des Gleichungssystems erhilt man fiir
Avy

Avy = K-1(Af + Arpy) — Ay, . (44)

Der weitere IterationsprozeB ist dann nach den in 3.1.
bzw. 3.2. beschricbenen Methoden durchzufithren.
Durch die Benutzung eines vorgegebenen Av, konnen
einige Iterationsschritte eingespart werden. Allerdings
ist diese Einsparung insbesondere bei zunehmender pla-
stischer Deformation nicht wesentlich.
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