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Statik raumlicher Stabtragwerke nach FlieBgelenktheorie

II. Ordnung

Heinz Miiller, Doris Hedeler

1. Anschluf an die ,elastische” Losung des Pro-
grammsystems STATRA

Der Baustein 8 des Programmsystems STATRA [1] be-
inhaltet die Elastizititstheorie II. Ordnung riumlicher
Stabtragwerke. Durch Zulassung von Querschnitts-
Durchplastizierungen an vorgegebene Systemstellen ge-
stattet der Baustein 10 dariiber hinausgehend die Flieb-
gelenktheorie II. Ordnung. Es wird linear elastisch-
ideal plastischer Werkstoff vorausgesetat.

Ausgangspunkt aller STATRA-Bausteine, vgl. z. B. [1],
[2], ist das Differentialgleichungssystem erster Ordnung
der Gleichgewichts- und (elastischen) Forminderungs-
bedingungen am Stabelement ds; fiir die im Vektor z

zusammengefaten WirkungsgroBen.
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Beim riumlich wirkenden diinnwandigen Stab besteht z.
aus sieben kinematischen Variablen im Vektor v (s1)
und sieben Schnittkraftvariablen im Vektor o (s).

v(s) = {vl,vz, V35 91, Yo, ¢3;P}
mit p = —(Plll Vgl [2] (2)
a(sy) = {Nl, Ng, N3; My, My, M3; B}

Die Koeffizientenmatrix A hingt bei Theorie II. Ord-
nung von den noch unbekannten Wirkungsgrofen o
bzw. v ab.

A=A((v)) E)

Nach Integration von (1) zwischen den Stabrindern,
vgl. Bild 1, folgen schlieBlich aus dem Knotengleichge-

Bild 1
Riumliches Stabsystem
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wicht die nichtlinearen Bestimmungsgleichungen fiir den
Vektor v der unbekannten Knotenverschiebungen.

®-F) K@) -v=0 @
Dabei sind:

(P - ﬁ): Belastungsvektor; ¥ infolge von Stablasten
K: Gesamtsteifigkeitsmatrix

Elastische Instabilitit wird angezeigt durch

det K(o(v)) = 0 ®)

Bei der numerischen Integration von (1) sind an den
Grenzen der Integrationsabschnitte Sprunggréfien der
Vektoren ¢ und v zugelassen (Bild 2).
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Bild 2
Zulassung von Sprunggrofen

Mit den Elementen von _{i koénnen Einzelkrifte — in der
Kinetik (Baustein 7) auch Einzeltrigheiten und Einzel-
dimpfer — erfaBt werden. Die Elemente von v dienen
in der linearen Statik iiber den Satz von LAND der Er-
mittlung von Schnittkrafteinflubfunktionen. Im Bau-
stein 10 erfabt der Verschiebungs-Sprungvektor

A A A A A A A
v ={vl, V2, V35 ¥1, ¥2, ¥3; 3} )
die plastischen Verschiebungs-, Verdrehungs- und Ver-

wolbungsspriinge zwischen den Querschnittsufern der
»FlieBgelenke™.



2. Fliefigelenkorte und Querschnittserschopfung

Fiir ein System (Bild 3) werden eine Menge ausgezeich-
neter Systempunkte vorgegeben, deren Querschnitte in
bezug auf eine plasiische Erschépfung wihrend des Be-
lastungsprozesses gepriift werden sollen.

Bild 3
Fiir FlieBgelenke zugelassene Systempunkte ( | )
und bereits entstandene FlieSgelenke (®)

Die Erschopfungsbedingung wird bestimmt durch eine
im Schnittkraftraum formulierte FlieBfunktion f, z. B.
fiir den Systempunkt i

f; =f(g;:)k) =0

(1) (2) (n) ©)
gl={oi y 07, 0 }

Ugr): an der FlieBfunktion beteiligte Schnittkraftkom-

ponenten
k: Ausdruck, der durch die sog. vollplastischen
Schnittkrifte bestimmt ist.

Zur Erschépfungsbeschreibung kénnen unterschiedlich
viel Schnittkraftkomponenten des jeweiligen Quer-
schnittes herangezogen werden.

3. Differentiale Laststeigerung

Beim Hochfahren der duBeren Belastung sei bei einer
bestimmten Lastintensitit an m der zugelassenen Er-
schopfungsstellen (Bild 3) die Erschépfung bereits ein-
getreten, u. a. am Punkt i mit f; = 0 und dem zugehon-
gen Schnittkraftvektor o, (0).

Bild 4 zeigt fiir den Systempunkt i einen Ausschnitt der
FlieSfunktion und die Anderung des Schnittkraftzu-
standes 0;(0) um dg; infolge einer differentialen Ande-
rung dP der duBeren Belastung.

Bei der Laststeigerung entstehen plastische Zusatzver-
schiebungen an den FlieSigelenken sowie elastische
Forminderungen in den Systemteilen zwischen den

FlieBgelenken.

Der Vektor der plastischen gegenseitigen Zusatzverschie-
bung der Querschnittsufer des FlieBgelenkes ist bei asso-
ziierter Fliebregel in der Richtung bestimmt durch den
Gradientenvektor zu f im Punkt i.
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Bild 4
,»Neutrale” Schnittkraftinderung auf der FlieBfunktion

A;: noch unbekannter differentialer ,,plastischer”
Multiplikator

Die Anderung des Schnittkraftvektors dg; besteht aus
einem ,,elastischen” Anteil und einem Anteil infolge der
zusitzlichen plastischen Verschiebungen an den bereits
eingetretenen m FlieBgelenken.

g_i=zx,o+da (10)

do;,: Schnittkraftinderung —

0:::  Schnittkraftvektor am Punkt i mfolge des ,,Ein-

ij
heitsverschiebungssprungvektors” v am Fliefige-
lenk j, d. h. mit A; = 1. -

,,elastisch”

Aus den Konsistenzbedingungen, d. h. aus der Forde-
rung, daf die neuen Schnittkraftpunkte an allen Flie§-
gelenken wieder auf der jeweiligen FlieBfunktion liegen
miissen, folgt mit dg; nach (10) ein lineares Gleichungs-
system m-ter Ordnung zur Ermittlung der A;.

_ fof _ .
df; = (a_g); do; =0 i=1,...,m (11)
Nach Auflésung dieses Gleichungssystems sind fiir alle
aufgefundenen Erschopfungsstellen die neuen Schnitt-
kraftpunkte auf der zugehérigen Fliefunktion bekannt.

4. Inkrementale Laststeigerung

Wird die Belastung nicht differential, sondern inkre-
mental-endlich um AP gesteigert, so liegt, wie Bild 5
zeigt, der Endpunkt des nun endlichen Schnittkraft-
vektors A 0; zunichst nicht mehr auf der FlieBfunktion,
d. h

f; = £(g;(0) + Ag;(0); k) > 0. . (12)

Durch Zusatzschnittkraftvektoren Ag* miissen diese
Endpunkte fiir alle FlieGgelenke wieder auf die ent-
sprechende Flieffunktion zuriickgefiihrt werden, z. B.
fiir den Systempunkt iin der Form

Ag; (0) =

—u (& (13)
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Der noch unbekannte Skalar Y 1Bt sich dann aus der
Bedingung
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‘ 4;(1)=0; (0)+AG; (0)+ 46 (0)
E \,pr
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Bild 5
Plastische Schnittkraftumlagerung

£§(0i(1) 1K) = £(0;(0) + Ag;(0) + Ag] (0);K)=0 (14)
ermitteln. Die A0;(0) sind dabei entsprechend den
do; gemiB (10) und (11) zu nehmen.

Die Zusatzschnittkrifte Ac” rufen emeut endliche
plastische Verschiebungen zwischen den FlieBgelenk-
Querschnittsufern hervor. Die Konsistenzbedingung

_ (of

Af(1) = ( g)

_': + Ag;(1) + (nichtlineare Terme in
1

15)
Agy)=0
wird beziiglich A ¢ linearisiert
(g;) p A = (16)
Mit
Agi() = £ (1) gy(1) + Ag] (0) i=1,...,m (1)
i

folgt dann aus (16) ein lineares Gleichungssystem m-ter
Ordnung fiir die A (1)-Multiplikatoren. Als Folge der Li-
nearisierung wird eine iterative Abarbeitung erforder-
lich. Diese iterative plastische Schnittkraftumlagerung
zum Ausgleich der Restschnittkriifte Ao™ wird fortge-
setzt, bis an allen Fliebgelenken die Bedingung

Agf =~ 0 i=1,...,m (18)

erfiillt ist.

Plastisches Systemversagen durch Bildung einer kinema-
tisch instabilen FlieBgelenkkette tritt ein, wenn die De-
terminante der Koeffizientenmatrix zur Ermittlung der
A verschwindet, d. h.

dt[(—) —IJ =0 Lj=1,...,m (19)
Die plastischen Verschiebungsanteile wachsen dann ohne
weitere Laststeigerung quasi unbegrenzt an.

5. Erfassung geometrischer Nichtlinearititen

Die lineare Superposition, die der Berechnung des Vek-
tors A0;(1) nach (17) zugrunde liegt, verlangt eine im
betrachteten Lastinkrement AP konstant beibehaltene
Koeffizientenmatrix A des Differentialgleichungssystems
(1). Infolge der — hier zur Theorie II. Ordnung gehéri-
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gen — geometrischen Nichtlinearitit ist jedoch A =
A (g (v)). Damit wird eine weitere iterative Anpassung
im Lastinkrement notwendig.

Die im Abschn. 4 beschnebene Iteration zum Ausglelch
der Restschnittkriifte A ¢ wird daher zuniichst mit einer
Koeffizientenmatrix A durchgefiihrt, die die Schnitt-
krifte o des Lastzustandes P enthalt (Bild 6).

Bild 6
AnschluBiteration zur Erfassung der geometrischen Nichtlinea-
ritat

Nach Abschlub der plastischen Schnittkraftumlagerung
mit A(P) werden in die Koeffizientenmatrix A die
Schnittkrifte o eingefiihrt, die aus dem Lastzustand
P + AP resultieren. Damit @ndern sich die Vektoren 0;,
die dann i. d. R. nicht mehr auf der F heﬁfunktlon lle-
gen und zu neuen Restschnittkriften A gi G fiihren.

Der Ausgleich dieser Restschnittkrifte erfolgt durch zu-
sitzliche plastische Deformationen analog zu der in
Abschn. 4 beschriebenen Iteration.

Mit den Koeffizientenmatrizen A der verschiedenen
erreichten Lastzustinde indert sich auch die Gesamt-
steifigkeitsmatrix K des Systems. Ein Versagen des
Tragwerkes infolge elastisch-plastischer Instabilitit tritt
ein, wenn die Bedingungsgleichung

detK(a(v)) =0 (20)

erfiillt ist. Bei diesem Zustand wachsen die geometrisch
nichtlinearen Verschiebungsanteile unbegrenzt an.

6. Neubildung und Unwirksamkeit von Fliefige-
lenken

Wihrend des Belastungsprozesses werden an simtlichen
zur FlieBgelenkbildung zugelassenen Systempunkten die
FlieSfunktionswerte f beobachtet. Wird an einem sol-
chen Punkt f > 0, so ist dieser Punkt im Schnittkraftum-
lagerungsprozeB gemiB Abschnitt 4 und 5 als FlieBge-
lenk zu fithren. Wird im Schnittkraftumlagerungsprozef
an einem bereits eingetretenen FlieSgelenk f < 0, d. h.
Ag;, geht von der FlieBfunktion nach ,,innen”, so fallt
dieser Punkt fiir den weiteren Umlagerungs- und Bela-
stungsprozeB solange als Fliefigelenk aus, solange f <0
bleibt.



7. Beispiele
7.1.

Fir den Rahmen gemif Bild 7 war die Traglast nach
Theorie 1. und II. Ordnung zu suchen.

Riumlich wirkender ebener Rahmen

Die Belastungskomponenten wurden proportional ge-
steigert, der Algorithmus liBt jedoch auch beliebige
andere Steigerungen zu. Zwecks deutlicher Demonstra-
tion wurden zur Interaktion in der FlieSfunktion nur
die drei Schnittkraftkomponenten N, My, M3 heran-
gezogen, das Plastizieren der Querschnittspunkte wurde
dabei vereinfachend lediglich durch die Normalspan-
nung beschrieben, vgl. z. B. [3]. Zum schnelleren Ab-
arbeiten wurde weiterhin die tatséichliche nichtlineare
FlieSfunktion in jedem Oktanten linearisiert, vgl. Bild 7b.

Bild 7a )
System, Geometrie, Ausgangsbelastung

O:  Knotennummern; x7’, X35 X3 globale Koordinatenrich-
tungen

o: Ort und Reihenfolge der aufgefundenen Erschopfungs-
stellen

Py = 12,50 kN, Py = 50,00kN, p = 10,0 kN/m
Material: St. 38

Bild 7b
FlieBfunktion (Ausschnitt), Querschnittsform der Stibe, Schnitt-
kraftvektoren 0

0Oo:  Schnittkraftvektor beim erstmaligen Erreichen der Flief-
funktion
O7,  Schnittkraftvektor beim Erreichen der Traglast
My N
my= —, mg=~—-—, n= _—
M3p Map Np

P, [kN]
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Bild 7¢:
Last-Verschiebungs-Funktion

Theorie I. Ordnung
Theorie II. Ordnung ( )

Plastisches Systemversagen gemiB Gl (19) tritt ein,
wenn sich an den Fliebgelenken der Systempunkte 1
und 5 die Achsen der gegenseitigen plastischen (Biege-)
Verdrehungszuwiichse der FlieBgelenkquerschnittsufer
parallel zur Verbindungsachse zwischen den Punkten 1
und 5 eingestellt haben (plastisches Scharnier). In diesem
Fall verschwinden an den genannten Punkten die Biege-

momente, deren Vektor senkrecht zur Systemebene
steht, vgl. auch Bild 7b.

Aus den Last-Verschicbungs-Furktionen von Bild 7c
gehen die Traglasten Pp.. fir Theorie I. und II. Ord-
nung hervor.

Schnittkraft- und Verschiebungszustinde sowie Flief-
gelenkverteilung verkomplizieren sich, wenn die bis
jetzt im Beispiel vorhandene Symmetrie verlorengeht,
z. B. durch eine zusitzliche Horizontallast Py, vgl.
Bild 8.

Bild 8
Geometrie, Belastung, FlieBgelenkentwicklung 0,
Verschiebungszustand — — — — — , FlieBgelenkverteilung bei Er-

reichen der Traglast gemiaB GI. (19)

7.2. Réiumliche Gleichgewichtsverzweigung eines ebe-
nen Rahmens

Fiir den ebenen in seiner Ebene belasteten Rahmen nach
Bild 9 war die Traglast nach Theorie 1. und II. Ordnung
zu suchen. Zur Interaktion in der nichtlinearen Flie-
funktion wurden die Schnittkraftkomponenten N, M
verwendet, vgl. Bild 9b.

Bei der Traglastuntersuchung nach Theorie I. Ordnung
bleibt die ebene Systemwirkung erhalten, die 1,997-
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fache Ausgangslast fiihrt zum plastischen Versagen ge-
miB Gl. (19), nachdem sich mit der vierten Er-
schopfungsstelle eine kinematisch instabile Fliefgelenk-
kette gebildet hat.

Bei Theorie II. Ordnung versagt das System bereits im
Lastbereich zwischen 1,515- und 1,585-facher Ausgangs-
last infolge elastisch-plastischer Instabilitit gemafs
Gl. (20). Bild 9c¢ zeigt den noch ebenen Verschiebungszu-
stand bei kritischer Belastung unmittelbar vor der Ver-
zweigung fiir das elastisch und elastisch-plastisch wir-
kende System, Bild 9d die entsprechenden Eigenformen
der raumlichen Zusatzverschiebungen bei Verzweigung.

E&te—s0
(]
.

5,00m

® ‘L 3,75m l. 375m J @

Bild 9a

Geometrie, Ausgangsbelastung, FlieGgelenkentwicklung o,
Py = 187,5kN, Py = 150,0kN, Py = 75,0 kN
Material: St. 52

Bild 9b .
FlieSfunktion (Ausschnitt), Querschnittsform der Stibe

L—0.0(Hlom‘
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Bild 9¢
Verschiebungszustand bei kritischer Belastung vor der Verzwei-
gung

elastisch (STATR A-Baustein 8)
elastisch-plastisch (STATR A-Baustein 10)

Bild 9d

Eigenformen der riumlichen Zusatzverschiebung bei Gleich-
gewichtsverzweigung

elastisch (STATRA-Baustein 8)
elastisch-plastisch (STATR A-Baustein 10)
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