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Das Verhalten einer rotierenden, viskoelastischen Welle

unter konstanter Biegebelastung
Wolfgang Pfefferkorn

1. Die Biegelinie des ruhenden Trigers

Wir betrachten zunichst einen ruhenden Triger, der an
der Stelle x durch die zeitabhingigen Biegemomente
My (x,t) und M, (x,t) um die Haupttrigheitsachsen y
und z beansprucht wird. Sind wy (x,t) und w, (x,t) die
Durchbiegungen in y- und z-Richtung, so lautet die Deh-
nung eines Wellenelementes an der Stelle x,y, z (Bild 1)
bei Ebenbleiben der Querschnitte:

& (X, 7,2 t) = —wy (x, )y — w; (x, ) z (1)

Y “ }/%
1/

dA

Biid 1
Trigerquerschnitt unter zweiachsiger Biegung

Andererseits wird die Dehnung nach dem bereits von
Ludwig Boltzmann [1] auf heuristischem Wege gefun-
denen Nachwirkungsgesetz fiir den einachsigen Span-
nungszustand wie folgt beschrieben:

e (X, 7,2, t) = Ei loy (x,y,2,t) i{toox (x,y,2,7)K(t—71)d7]
’ @)

Darin sind E, der Anfangsmodul (Kurzzeitmodul) und
K(t — 7) der Kriechkern der Volterra’schen Integralglei-
chung, der mit der Kriechfunktion in dem Zusammen-
hang

- dp(t—r1)

K(t—1) - ®3)

steht.
Die Schnittmomente M, und M, sind durch die Span-
nung 0, ausdriickbar:

M_y (x,t)= f o, (x,y,2z, ) zdA ;
(A) (4a,b)
M, (x,t)= [ o, (x,y,2z,t) ydA
(A)

Gleichsetzen der Gln. (1) und (2) fiihrt auf:

— W) (x, )y — W} (x,t)z = é— [0 (%, ,2 1)
0

+ } oy (x,y,2,7) K(t—7)dr]

Wird diese Gleichung mit z multipliziert und iiber A inte-
griert, so entsteht mit der Gl. (4 a) und unter Beachtung
vou ( J deA = 0 (Haupttrigheitsachsen!) sowie

A

2dA=1,:
' Y
Wy (1,8 =~ My () + [ M, ) K(t—r)dr]

E,I
(6a)

Die gleiche Prozedur nach Multiplikation mit y fiihrt
mit [ y2dA = I, auf:
(A)
t

Wy (1) = — g M, (0 + [ M, () K (t—7) dr]

07z (6 b)
Gl (6a und 6b) sind die Differentialgleichungen der
elastischen Linie des viskoelastischen Trégers fiir die Bie-
gung um die y- und z-Achse.

Oftmals sind die Biegemomente als Produkte zweier
Funktionen von x und t ausdriickbar:

My (6, 0) = My ) Ty ()5 M, (x,8) = M, (x) T, (1)
(7a,b)

Dadurch sind die Dgln. der Biegelinie (6a) und (6 b) wie
folgt formulierbar:

M, (x

wy (x,t) = — E:zg Dy (1)

) . M (X) (8 a, b)
Wz (x’ t) - E:Iy q)z (l)
Darin sind die Zeitfunktionen ®, (t) und ®, (t):
1) =T, + LTZ MNK@-7)dr

N (92)

e, =Tym+ [Ty (NKEt-7)d7

Die Loésung des viskoelastischen Problems ergibt sich so-
mit aus der Losung des elastischen Problems multipli-
ziert mit einer Zeitfunktion (vgl. auch [2])



Nach zweimaliger Integration iiber x unter Beriicksich-
tigung der Randbedingungen entsteht die Form der Bie-
gelinie in ihren Projektionen auf die x-y- und x-z-Ebene:

wy (x, 1) = ;y (%) @y (1) 5 Wy (x, 1) = W, (x) B, (1)
(10a,b)

Darin sind wy (x) und w, (x) die Lésungen des elasti-
schen Problems.

2. Die Lage des Querschnittsschwerpunktes einer
rotierenden Welle

Fiir die Welle gelte I, = L,. Wahrend nun die kérper-
festen Koordinaten y,z mit der konstanten Winkelge-
schwindigkeit w rotieren, sollen raumfeste Verschie-
bungskoordinaten u, v zur Beschreibung der Lage des
Wellenmittelpunktes an der Stelle x dienen (Bild 2).

Bild 2
Wellenquerschnitt mit korperfesten und ortsfesten Koordinaten

Im Interesse einer besseren Ubersicht soll angenommen
werden, daB die Welle nur in der x-v-Ebene durch dufie-
re konstante Krifte belastet wird, so da der Biegemo-
mentenvektor My, (x) in u-Richtung zeigt.

Die Zerlegung von My, (x) in My und M, ergibt unter
Beachtung der Vorzeichen nach Bild 1:

My (x,8) = My (x) coswt ; M, (x,t) = — My, (x) sinwt

(11a,b)
Der Vergleich mit Gln. (7) fiihrt auf: 4
My (x) = — M, (x) =M, (x) (12)
Ty (D) = coswt; T, (t) = sinwt (13 a,b)

Die Integration der Differentialgleichung des elastischen
Problems fiihrt auf die Biegelinie (vgl. Gl. (10)):

—wy (x) = W, (x) = W(x) (14)
Die Gln. (10) lauten somit:

Wy (X, 8) = —w(x) Dy (1) 5 w,(x,t) = w(x) D, (1)
(15a,b)

Beziiglich der ortsfesten Verschiebungskoordinaten u
und v ergeben sich nach der Vektortransformation fol-
genden Durchbiegungen:

u(x,t) ="wy (x,t) coswt + w, (x, t) sinwt (16 a)
V(x,t) = — wy (x,t) sinwt + w, (x,t) coswt

60

Mit den GIn. (15) ergibt das:

u(x,t) = w(x)[- Dy (t) coswt + P, () sinwt] (17a)
v(x,t) = w(x) [Py (t) sinwt + @, (t) coswt]  (17D)
Die Absolute Verschiebung des Wellenmittelpunktes

W, (x,1) = / w2 (x,t) + v2(x,t) lautet damit:

wo (5,9 = W) /22 () + () (18)

3. Berechnung eines Beispiels

Der Werkstoff der Welle verhalte sich wie ein Burger-
Korper mit der Kriechfunktion

p(t) = L+ct+k(1—e2t) 19)
Das entspricht nach Gl. (3) einem Kriechkern
K(t—71) = ¢ + kaea(t—0) (20)

Mit den Ausdriicken Ty und T, nach Gln. (13) und der
Annahme, daB die Welle bis zur Zeit t = 0 spannungs-
frei ist, lauten die Zeitfunktionen nach Gl. (9):

t
@ (t) = sinwt + [le+kae=t=-N]sinwr dr
o

t
®, (t) = coswt + [[c+kae=*(t=7]coswrdr
o

Nach Auflésung der Integrale [3] ergibt sich:

Py (t) = sinwt + (% (1 — coswt)

+k (asinwt — wcoswt + we—&t) (2la)
ol +

®, (t) = coswt + 5 sinwt

tk —2  (acoswt + wsinwt —ae=t)  (21b)
o? +w?

Mit diesen Ausdriicken sind die Verschiebungen u und
v nach Gl. (17) bekannt. Nach kurzer Zwischenrechnung
ergibt sich:

u(x )= wE k —=2[1 —(coswt + < sinwt) e~ 2]
o? + w? w
. (22a)
= c . aw
v(x, 9 = W(x) {1+asmwt+k ey
@ _(* —si —at 22
[w (w coswt — sinwt) e ]} (22b)

Die Ausdriicke lassen erkennen, daf der Wellenmittel-
punkt im wesentlichen eine durch k bestimmte spiral-
formige Bewegung beschreibt, die lediglich in der v-
Richtung durch eine stindige oszillierende Bewegung
infolge des Newton’schen FlieGens iiberlagert wird. Die
Amplitude dieser Oszillation wird durch c/w geprigt.



Fir w = o gehen die Ausdriicke in (u),,»¢ = 0 und
M0 =w(x) (L+ct+k(l—e %)) iber.

Das ist aber genau das Verhalten des ruhenden Biege-
triigers unter konstanter Belastung mit den Eigenschaf-
ten eines Burger-Korpers.

Nach sehr langer Zeit t = e nehmen die Durchbiegungen
folgende Werte an: '

Voo(x,t) = w(x) [1+ c% sinwt + k —a%—] (23 a)
Uoo(x) = W(x) k — (231b)
o + w?

Obwohl die Welle nur in der x-v-Ebene belastet wird,
gibt es eine Auslenkung u aus dieser Lastebene heraus.
Diese ist nicht vom FlieBanteil ¢ abhingig.

Die Lage des Wellenmittelpunktes ist fiir grofe Zeiten
nur dann zeitlich konstant, wenn ¢ = o ist.
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