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1. Einleitung

Die thermodynamisch konsistente Formulierung der Ma-
terialgleichungen stoft auf die Behandlung des zweiten
Hauptsatzes der Thermodynamik und die Erweiterung
der den Zustand des Materials beschreibenden inneren
Parameter. Damit wird neben dem Deformationsgesetz
die Einfilhrung weiterer Materialgleichungen erforder-
lich. Auf der Grundlage von Experimenten von Farren
und Taylor [1] fithren Lee [2] und Argyris [3] fiir die
Dissipation bei plastischem Material ein einfaches empi-
risches Gesetz ein. Nach Untersuchung einfacher Modelle
fiir plastisches Material lit sich unter Verwendung des
rweiten Hauptsatzes zeigen, daf die Dissipation aus den
vorhandenen Deformationsgesetzen unter sinnvollen An-
nahmen abgeleitet werden kann. Das genannte Experi-
ment diente zur Einschiitzung der numerischen Auswer-
tung der verschiedenen Materialmodelle.

2. Thermodynamische Grundlagen

Das nichtisotherme gekoppelte Feldproblem mu folgen-

den Bedingungen geniigen:

1. Die mechanische Zulissigkeit, d. h. die Sitze iiber die
Erhaltung der Masse, des Impulses und des Drehim-
pulses sowie der Energie miissen erfiillt werden.

2. Die thermodynamische Zulissigkeit beinhaltet
Restriktionen insbesondere durch den zweiten Haupt-
satz der Thermodynamik.

3. Die konstitutive Zulissigkeit ist durch 11 Material-
gleichungen beschreibbar.

Fiir das Ziel dieser Arbeit werden nur der Energieerhal-
tungssatz und der zweite Hauptsatz in Form der Clau-
sius-Duhem-Ungleichung benstigt [4]

pe=0Té — divg + pr 2.1

pTh—pé +gT_é_—%ngradT>0 (2.2)

wobei e die innere Energiedichte, r die innere Energie-

quellendichte, 1 die Entro’lPiedichte, T die absolute Tem-
peratur, p die Dichte, ' = (q;, q9, q3) der Wirme-
stromvektor, ET = (01113_022, 033, 019, 023, 013) der
Spannungsvektor und €' = (€7, €39, €33, 2€]9,2€33,
2€;3) der Dehnungsvektor sind. Nach Lee [2], Argyris
[3] u. a. kann die Dehnungsrate in den elastischen und
den inelastischen Anteil zerlegt werden.
E=éetE (23)
Der Zustand des Korpers wird durch die Temperatur,
die elastische Dehnung und einen den inelastischen Zu-
stand charakterisierenden Satz innerer Parameter h be-
schrieben. Fiir eine Auswertung der C-D-Ungleichung er-
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Cor- 22

0

weist sich die Einfiihrung der freien Energiedichte als
giinstig.
®=e—nT = &(e,,T,h) {24)

Die Verwendung von (2.4) und (2.3) in (2.2) lLiefert
. ob -1 o, .
de S~ (op T -oTe - ok - S7a" grad T>0.

(2.5)

Die Erfilllung dieser Ungleichung an jedem Punkt des
Kontinuums unter Beachtung der Tatsache, dafi es an
GroBe und Richtung von €, und T beziiglich eines Punk-
tes keine Einschrinkungen gibt, fordert, daf die ersten
beiden Glieder den Wert Null annehmen miissen.

KL

) 2.6

o =p 5. (2.6)
Y

O @7

Der letzte Term in (2.5) ist die Fourier-Ungleichung.
Wenn bei reinen Wirmeleitvorgingen keine inelastischen
Forminderungen auftreten, folgt

qT - grad T <0. (2.8)
Ebenso gilt im isothermen Fall.

Lore 005 2.9)
PR R T h=0

Die Aufspaltung in die beiden Ungleichungen (2.8) und
(2.9) soll auch im gekoppelten Fall giiltig sein. Da der
erste Term in (2.9) die Zuwachsrate der spezifischen
inelastischen Arbeit ist, muBi der zweite Term ein Aus-
druck gleicher Dimension sein. Da die freie Energie nur
die reversiblen Anteile der inneren Energie enthilt, stellt
der zweite Term in (2.9) den reversiblen Anteil der Zu-
wachsrate der spezifischen inelastischen Arbeit dar.

Wi_wr=wd>0 (2.10)

W ist dann die Dissipationsleistung.

3. Thermodynamische Untersuchung einfacher
eindimensionaler Grundmodelle

Plastisches Materialverhalten kann durch Kombination
von isotropen und kinematischen Materialmodellen
nachgebildet werden.



| 3.1. Isotrope Verfestigung

Bild 1
Das Sandkastenmodell

Die isotrope Verfestigung lifit sich durch das Modell
einer Reibfliiche in Form der Oberfliche eines Sandhau-
fens interpretieren. Der (schwere) Kérper K setzt sich in
Bewegung, wenn die momentane Fliefspannung o, die
stets positiv ist und mit jeder Bewegung monoton
wiichst, iiberwunden wird. Die verrichtete Arbeit ist voll-
stindig irreversibel.

Die Bedingung fiir die Bewegung ist
F = ol —op(h) = 0. @3.1)
Sie hort auf, wenn |o| kleiner wird.
-g—gd=d(o)<0 3.2)
wobei (0) = sign ¢ bedeutet. Die Bewegung wird durch
0 F<0 oder 2 5<0
. 3F 90
é& =% 2 far (3.3)
1% Feowd Zsxo

beschrieben, wobei A ein positiver skalarer Faktor ist.
Die Evolutionsgleichung fiir den inneren Parameter h
lautet
h=¢ = I&l. (3.4)
Die Funktion op (h) ist die das Material beschreibende
Verfestigungsfunktion mit
a0

=——20. 3.5
H== (3.5)
Die spezifischen Leistungen sind infolge der genannten
Modellvorstellungen

pWr = 0 (3.6)
pWP = pWd = gé, . (3.7)
Im Falle des Fliefens ist ép # 0 und

pWd = ')\og=')\a(o) = Xop> 0. (3.8)

Die C-D-Ungleichung ist somit stets erfiillt.

\ 3.2. Linear-kinematische Verfestigung

e

Bild 2
Das Feder-Gleitschuh-Modell

Dieser Verfestigungstyp lifit sich durch eine Parallel-
schaltung einer Feder mit einem Gleitschuh modellieren.
Die Dehnungen beider Elemente sind gleich, die Span-
nungen addieren sich.

0=0g tog =Eey+tog =a+og 3.9

Der Gleitschuh folgt als Sonderfall aus dem Sandmodell
mit op = konstant und H = 0.

F=lo—al-op (3.10)
Nach (3.3) gilt also
0 F <0 oder d{o0—a)<0
€ =Y . fiir 3.11)
A(o—a) F =0 und d{o—a)=>0.

Die Evolutionsgleichung fiir a ergibt sich aus der Defini-
tion nach (3.9)

i=Eé,. (3.12)
Mit (3.10 — 12) lautet der Faktor A

0

A= E (g—a) . (3.13)
Die Arbeit am Gleitschuh ist véllig irreversibel, die an

der Feder komplett reversibel. Fir F = 0 und 6(c— a>0
ergeben sich daher die Leistungen

pWi = o e, = (o—-a)% = jo—alA>0 (3.14)
PWE = opé =al (3.15)
E %p E

Wihrend Wr beliebige Werte annehmen kann, ist die Ein-
schrinkung durch die C-D-Ungleichung stets erfiillt, wie
die letzte Identitiit der Gleichung (3.14) beweist.

d

=
o

Bild 3
Ein Belastungsumlauf mit dem einfachen kinematischen Defor-
mationsgesetz

X

s

Das Verhalten der Arbeitsinkremente in den einzelnen
Abschnitten des durch das Deformationsgesetz (3.11,
13) erzeugten Spannungs-Dehnungsverlaufes (Bild 3,
Tab. 1) wird fiir die qualitative Auswertung der Experi-
mente von Farren und Taylor [1] benétigt.
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. . R . . - Tabelle 1
Be | (@) [(6)] (a}] (WD)] (wP) Bemerkungen E= Wd/wp Qualitative Auswertung des einfachen
i - - kinematischen Deforma tionsgesetzes
I + |+ |+ ]+ + WP>WF > 0 1>8>0
o+ -] +] - - |- wr>wd > 0>E(> oo
m |o=0| — | + | — |WwpP=0 |- Wr=wd> o -
V|- -]+ - + wi>_wr>o o> E>
V | = | - [a=0|Wr=0]| + wP=wd > E=1
vi|l - |- -] + + WP> Wr > g 1>8>0
vii| + |+ | = | = + wd> wr > o> £> ]
4. Eindimensionales idealkinematisches Stoff- OFmax
gesetz pWr = of O(K)I'(K)a(K)dK & (4.8)
4.1. Theoretische Grundlagen Fo
. . . OFmax
[dealkinematisches Materialverhalten kann durch Paral- vd = [ .
lel- oder Reihenschaltung [5] von entsprechend vielen oW OFo O(K)I'(K)(e—-a(K))dK o (4.9
Feder-Gleitschuhmodellen nachgebildet werden, wobei o
hier nur der zweite Fall untersucht wird. Ohne Ein- . Fmax
| j
schrinkung sind damit nur konvexe FlieBkurven repro- oW 0};? o OE)T'(K)dK oo (4.10)
duzierbar.
mit
F(K)=lo—-a(K)|-K (4.11)
a(K) = 9(K)d (4.12)

Bild 4

Das idealkinematische Materialmodell

Die Energieraten ergeben sich nun durch Uberlagerung
der in Abschnitt 3.2. erhaltenen Ausdriicke.

W=l 2 el 4.1

= .— 10 .

Pl = (% 0 @

. n 1 .

pWd=1[ 2 6 (0—a)lo (4.2)
i=1 Ei

W=[3% eLles 43

p = . — 00 .
i=1 K )

mit .

F; = lo—a| — op (4.4)

i =08 (4.5)

0 F; < 0 oder 6¢o —a;) <0
®, = fii 4.6
711 " B -0 und do—ap>0 O

Diese Formeln lassen sich ohne weiteres auf eine stetige
Verteilung unendlich vieler differentiell benachbarter
Modelle erweitern. Es sei
d2 €R
Fe)=——>0 4.7)
do?

die zweite Ableitung der einachsigen Erstbelastungs-
kurve. Die stetigen Grenzfille von (4.1) bis (4.6) ergeben
sich zu
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0
O(K) = fir F(K)< 0 oder (:I(U—a(K)) <0
1 F(K)=0 und 6¢o—a(K))=> 0.

4.2. Auswertung der Experimente von Farren und
Taylor [1]

In [1] wurde die Temperaturerh6hung in verschiedenen
weichen Metallen bei plastischer Deformation gemessen
und mit der dabei verrichteten plastischen Arbeit vergli-
chen. Beim einachsigen Zugversuch entsteht auf Grund
homogener Verhiltnisse iiber dem Querschnitt (also auch

" an der Oberfliche) ein konstantes Temperaturfeld. Die

Belastungs- und MeBzeit muB jedoch sehr klein sein, um
adiabatischen Verhiltnissen zu entsprechen (ideal
tg+m = 0, real wurden etwa 10 s benétigt). Zur Beriick-
sichtigung der Dehnungsabhingigkeit ist in 3 bzw. 5
Lastschritten jeweils ein solcher Dehnungszuwachs auf-
gebracht worden, daf eine Temperaturerh6hung ATy
von ungefihr 3 grd. gemessen werden konnte. Unter Be-
achtung des Energieerhaltungssatzes kann dann mit der
Annahme vollstindiger Dissipation - der plastischén
Arbeit eine Aquivalenttemperaturerhdhung AT errech-
net werden.

A WP

ATy = S

(4.13)
wobei ¢ die spezifische Wirmekapazitit ist. Fiir die Aus-

wertung der Temperatur- und Energieverhiltnisse eignet
sich der Verhiltniswert £ (vgl. Tabelle 1).

E—ATM _ AWwd

ATy awp (4.14)
Fiir den Vergleich mit dem Experiment wurden die in-
neren Parameter des N-Feder-Gleitschuhmodells so be-
stimmt, daf die im Experiment ermittelten Spannungs-
Dehnungskurven gut wiedergegeben werden konnten.



Tabelle 2
Material Last- | e[%] | ATg[g]| Experiment Numerisch Gegenitberstellung der experimentellen [1]
schritt — - und numerischen Ergebnisse
ary| By | ary] Ey
Kupfer
¢=0,092 Kcal/kgK 1 8,76 2,72 2,41 10,885 1,77 1 0,651
p=893 kg/dm3 2 15,35 3,23 2,94 10,91 2,04 10,631
3 20,20 2,76 2,53 10,915 2,09 | 0,756
total 20,20 8,71 7,88 10,905.| 5,89 {0,676
Stahl 1 3,99 2,79 2,39 10,86 2,56 10,916
¢=0,106 2 8,13 3,72 3,18 10,855 3,25 {0,873
p=78 3 11,83 3,72 3,27 |0,88 3,30 10,889
total 11,83 10,23 8,84 0,865 9,11 | 0,891
Aluminium 1 9,16 2,03 1,88 [0,925 1,47 10,724
¢=0,212 2 15,91 2,09 1,97 {0,945 1,78 10,852
p=2,7 3 |2188 | 195 183 (094 | 1,75 |0897
total 21,88 6,07 5,68 |0,935 5,00 {0,824
Aluminium 1 16,19 2,37 2,28 10,96 2,03 {0,857
Einkristall 2 25,75 1,77 1,67 10,945 1,53 {0,864
¢=0,212 3 37,7 2,38 2,25 10,945 | 1,96 |0,824
p=2,7 4 46,52 1,82 1,73 10,95 1,7 10,934
5 55,72 1,93 1,82 {0,945 1,91 {0,988
total 55,72 10,27 9,75 10,945 9,13 {0,889

Die numerisch ermittelten Temperaturerhhungen ATy
liegen bei Kupfer, Aluminium bzw. Aluminium-Ein-
kristall um rund 25 %, 12 % bzw. 6 % niedriger und bei
Stahl etwa 3 % hoher als bei den experimentellen Wer-
ten. Diese Abweichungen kénnen verschiedene Ursachen
haben.

1. Das idealkinematische Modell liefert eine untere
Schranke beziiglich der Dissipation und diese mub bei
realen Werkstoffen héher liegen, wenn isotrope Ver-
festigung und viskose Einfliisse beriicksichtigt werden.
Aluminium und Kupfer werden demnach durch das
idealkinematische Deformationsgesetz nicht gut be-
schrieben.

2. Die gemessene Temperatur ist fehlerhaft, da nur eine
endliche Belastungs- und MeBzeit realisiert werden
kann.

3. Die Materialkennwerte sind Durchschnittswerte und
entsprechen demzufolge nicht exakt den real verwen-
deten Werkstoffen. Sie hiingen auferdem von den Zu-
standsgrofen ab.

4. Die fiir die numerische Auswertung abgelesenen Me§-
punkte der Spannungs-Dehnungs-Kurven sind fehler-
haft. Die FlieBkurven sind nicht ideal konvex. Es
kann nur eine diskrete Zahl von FlieBgrenzen beriick-
sichtigt werden.

Das Verhalten von Stahl kann von dem idealkinemati-
schen Modell relativ gut wiedergespiegelt werden. Des-
halb bleibt die weitere Auswertung darauf beschrinkt.
Da fiir die Losung eines nichtlinearen Feldproblems eine
inkrementelle Schreibweise verwendet werden muB, ist
es sinnvoll, £ wie in Tab. 1 zu definieren (4.14).

o (4.15)

In Bild 5 ist &y, &y, £ fiir kleine Lastinkremente und
£ = 0,9, verwendet von Argyris [3] und Lee [2], aufge-
tragen. Zur Charakterisierung des Temperatureinflusses
und der Lastumkehr wurde ein Stahl C15 bei 20 °C und
600 °C [6] untersucht. Im Bereich der Belastung ist
£ = 0,9 sicherlich eine gute Niherung, da aufierdem das
ideal-kinematische Modell eine untere Schranke fiir die
Bestimmung der Dissipation ist. Allerdings wird der
Anfangsbereich (¢ = 1) nicht gut wiedergegeben. Dieser
Fakt spielt sicherlich keine wesentliche Rolle, da eine
zu beriicksichtigende Temperaturerh6hung erst bei ho-
heren Verformungen auftritt (AT nach dem gesamten
Lastverlauf war beim C15 192 K bzw. 14 K). Beim C15
erfolgte die Belastung soweit, daB die FlieBgrenze aufer-
halb des Spannungsnullpunktes lag. Der Wert £ verhilt
sich dhnlich, wie es fiir das einfache Modell in Tabelle 1
angegeben wurde. Wd = WP und W = 0 tritt hier jedoch
nicht bei € = 0, sondern in beiden Fillen schon bei
€ = 20 % auf und bedeutet, dab nicht alle Federn auf
Null zuriickgestellt werden konnen. Die Aussage des
zweiten Hauptsatzes W > 0 wird immer erfilllt, auch
wenn der Fall wP < 0 eintreten sollte. Die in den Fe-
dern gespeicherte Energie kann durch Lastzyklen nie
vollstindig wiedergewonnen werden. Der Verlauf der
Arbeitsinkremente ist bei beiden Temperaturen dhnlich.
Die Abweichung der beiden Kurven der Verhiltnisse &
fiir C15 ist sehr gering und betrigt héchstens 4 %. Dem-
nach verbleibt das Verhiltnis von Dissipation und plasti-
scher Arbeit von der Hohe der Temperatur relativ un-
beeinflubt.

Die Verwendung von £ zur Bestimmung des dissipativen
Anteils der Arbeit ist sicherlich nicht notwendig, da die-
ser selbst aus dem Deformationsgesetz abgeleitet werden
kann. Es sind Experimente notwendig, um eine energie-
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Sz
-~ ol .-

T 0 F(g —a) <0 oder ¢T(g—2)5< 0
s | & =1 fir (5.8)
1 Ap(og—a) F(o—a) = 0 und tp (0—-a)g=0
= \\——E::__;“/—/ iF N a
op\ mit der Evolutionsgleichung
\
Steel g s a=cTge, (5.9)
488 w%eite~= A T’r A 0 -20%40 = Aus der differenzierten FlieBbedingung (5.4), dem asso-
——h % ——g((I-Z(,%o)c) ziierten Fliefgesetz (5.8) und der Evolutionsgleichung
(5.9) folgt
T
A=—2 (5.10)
cg' Ty
/ 1A . Die entsprechenden Leistungsanteile sind, solange Flie-
0D Ben stattfindet:
T ol g
. g—a
pWd =(.¢Z—£)T£ S__T_)__f‘o_~>() (5.11)
Bid 5 [ f I-E (ﬁ
Augwertung deg Materialeigenschaften von Stahl und C15 bei
20 Cund 600 C
. aT ‘p wT o
b e D g PWreaTe 2220 (512
gerechte Konzeption eines Deformationsgesetzes als cfT Tge

Kombination von kinematischen, isotropen und even-
tuell viskosen Modellen erstellen zu konnen.

5. Mehrdimensionales idealkinematisches Defor-
mationsgesetz
Die Ubertragung des Gedankens der Parallelschaltung

entsprechend dem Feder-Gleitschuh-Modell auf den
mehrachsigen Spannungszustand mit

(5.1)
(5.2)

wobei fiir das Gleitschuhmodell - die ideal-plastische
FlieBtheorie

£p=_€E = €6
g =0 *t 0g

0 F <0 oder 9735 <0
€6 7. fiir - (53)

Ay (0g) F =0 und ¢"65 =0
mit der Fliefgrenzfliche
F(gg) = 0 (5.4)
und

9F (o)

2(0) = 53 (55)

als Erweiterung der idealen Reibung und fiir das Feder-
modell die lineare Elastizititstheorie Anwendung finden

(5.6)

ergibt bekanntermafien das Pragersche Modell der kine-
matischen Verfestigung. Die Beschrinkung auf isotropes
und inkompressibles Verhalten liefert fiir den Deviator a
vonOp

og = Ceg ,

a=clpep . (5.7)

Hierin ist C eine Materialkonstante und T eine konstan-
te Matrix mit dimensionslosen Elementen. Das Ergeb-

nis lautet
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Die Uberlagerung von n Komponenten im Sinne von

(4.1) bis (4.6) gibt

g
pwd—[ze(__T)___]o (5.13)
i=1 ¢, TEgpl
n 3T£P-<p
pWr =[x @il%‘;; 6 (5.14)
=1 g, Tpy;
mit
0 F<Ooder£ig_<0
e = fiir (5.15)
1 F; =0 und ¢, 6>0
und
. Tegig
4= @ ——— & (5.16)
¢ T ¢;

Das den Gleichungen (4.8) bis (4.13) zugeordnete Mo-
dell mit stetiger Verteilung lautet (vgl. auch [5])
al (K) ¢ (K) ¢" (K)

K § (5.17)
T (K)Tg 9 (K) (

pWr = f @(K) Yo I'(K) =
9

(g-a K)T oK) »T (K)

<d OFmax
pWe = [ O(K)y I'(K)
O

T(K) Tg (K -

mit

0 F(K)< 0 oder pT(K)6< 0
O(K) = fiir (5.19)

1 FK)= 0 und 9T (K)6> 0
und

T K)

(K= © M 5.20
a(K) = ©(K) )Ty pK) (5-20)



Dabei bestimmt sich die Normierungszahl yg aus

70 " Jir =1 (5.21)
mit dem Element J; ; der Matrix

T
] - 22 (5.22)
T eTTge

im Falle des einachsigen Zuges.

Die einfachste, praktisch aber bedeutsame Fliebedin-
gung (5.4) hat eine quadratische Form

F=(g-2)"-T,-(¢—2)-d = 0.

2 (5.23)

Hierin ist die Matrix T, konstant und dimensionslos,
op ist eine Materialkonstante. Bei diskreter Flief-

grenzenverteilung nach (5.15) gilt
¥ 2
Fi=(o-a)T T, (0-a)-c2 =0  (524)

und im Falle der stetigen Verteilung ergibt sich schliefs-
lich

F(K) = (e -a(K)" - T, - (g -a(K)-K? = 0 (5.25)

Die Matrix T, wird durch Vergleich mit einer entspre-

chenden Tensorformulierung gewonnen. Fiir den isotro-
pen Ausgangszustand (Huber-Mises-Hencky) gilt z. B.
im ebenen Spannungszustand

o =loyy, 099, 019 T (5.26)
— [P p p 1T
__e_,p - [6111 622, 612] (5.27)
B 1 7]
1 -3 0
1
T, =| -3 1 0 (5.28)
Lo 0 3|
[ 2 1 0
Ty = 1 2 0 (5.29)
1
i 0 0 2 |

6. Deformationsgesetze mit isotrop-kinemati-
scher Verfestigung

Die Simulation realer Verfestigungskurven durch das
ideal-kinematische Modell erfordert eine ganze Anzahl
von Fliefbedingungen gemif (5.15), die alle unter-
schiedliche Fliefigrenzen haben und jeweils durch einen
Zustandsvektor a charakterisiert werden. (Im Falle der
stetigen Verteilung fiihrt die numerische Realisierung
ebenfalls auf eine endliche diskrete Verteilung zuriick
[7]). Die grofse Anzahl von Zustandsvektoren macht die-
ses Modell sehr aufwendig.

Daher liegt es nahe, andere Modelle zu suchen, die mit
weniger Zustandsparameter auskommen. Solche Modelle
beruhen in der Regel auf einer einzigen FlieBbedingung
gemib (5.23) und verwenden lediglich etwas komplizier-
tere Evolutionsgleichungen als (5.9).

So schligt z. B. Koczyk [8]

v

a=cW)-Tg-¢, (6.1)
mit
W= L aTTg-(s—a) 6.2)
9%
vor , wihrend Backhaus [9] mit
&y B dey (5,) .
E(ev) - ({va’ & — ev) IE de dev . (63)

arbeitet, wobei
b(e,) = 5 5o (08 (2) ~ op (2,))* 9(2, —&)].(6)

Hierin ist o, (€,) die Erstbelastungskurve.
Beide Autoren lassen zugleich eine isotrope Verfestigung

of = of (&) (6.5)
mit

. 2.7 .

&=y 38 e (6.6)

zu. Die Funktion ¢ (A€,), die fiir die Form der Kurve
nach der Lastumkehr verantwortlich ist, wird zweckmi-
Big als Exponentialreihe angesetzt

N
o(Ae,) = EO‘PnexP(—KnAev). 6.7)
n___
Mit diesem Ansatz liBit sich das Nachwirkungsintegral
(6.3) durch einen Satz von Evolutionsgleichungen er-
setzen [10].

Fiir die Dissipationsrate und den Zuwachs des reversi-
blen Anteils der Arbeit werden nun generell die An-
nahmen iibertragen, die am idealen Modell getroffen
wurden. So ergibt sich

pWd = (0 —-a)T ¢, (6.8)
pWr =ale, . (6.9)
Einsetzen von (5.8), (5.5), (5.23) fiihrt auf

pWd = 2367 (6.10)
pWr = 23aTT, (0 —a). ©11)

Der Skalar A kann wieder aus der differenzierten Flief-
bedingung (5.23) und der jeweiligen Evolutionsbedin-
gung berechnet und wahlweise durch ¢ oder € ausge-
driickt werden [10]. Da diese Grofie nicht negativ sein
kann, zeigt (6.10) die Erfiillung der C-D-Ungleichung.
SchlieBlich ergibt sich der Faktor & der relativen Dissi-
pationsrate entsprechend (4.15) mit (6.10), (6.11)

2
O

£ oI T, (g-a)

(6.12)
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7. Numerische Ergebnisse

Das idealkinematische Modell wurde mit den Modellen
von Koczyk und Backhaus verglichen, wobei dem Ver-
gleich folgende Annahmen zugrunde lagen:

1. Fir alle Modelle wurde die Huber-Mises-Hencky-
FlieBbedingung im Ausgangszustand angenommen.

2. Die einachsige Erstbelastungskurve war fiir alle Mo-
delle identisch.

3. Die isotrope Verfestigung wurde vernachlassigt.

4. Die Funktion ¢ nach (6.7) wurde so bestimmt, daf
im Mittel gleiche einachsige Lastumkehrkurven wie
im idealkinematischen Fall entstanden.

200

0 0m % 10

Bild 6
Spannungs-Dehnungs-Verlauf von St nach [1]

Verlauf der plastischen Arbeit pWP und des reversiblen Anteils
PWT beim nichtproportionalen Belastungsweg im Spannungs-
raum
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Die numerischen Berechnungen erfolgten mittels einer
differentiellen Standardformulierung [10], die mit Hilfe
eines vorhandenen Rahmenprogrammes [11] numerisch
nach Runge-Kutta integriert wurden. Dabei wurden die
Energieraten (5.13), (5.14), (6.8) und (6.9) als zusiitzli-
che Elemente in den Vektor der internen Variablen auf-
genommen.

Die Vergleiche wurden fiir den Stahl nach [1] durchge-
filhrt. Bild 6 zeigt die Spannungs-Dehnungs-Kurve, die
allen Modellen zugrunde liegt. Bild 7 zeigt den Vergleich
von pWP und pW¢ als Funktion der plastischen Ver-
gleichsdehnung €, bei einem Zug-Druck-Versuch. Die
plastische Arbeit beim Zug ist bei allen Modellen defini-
tionsgemif gleich, die Unterschiede nach dem Last-
wechsel resultieren aus unterschiedlichen o-e-Kurven ge-
miB Verfestigungsmodell. Deutlich ausgeprigt ist je-
doch der wesentlich iiberhGhte reversible Anteil der
Modelle mit nur einer FlieBbedingung gegeniiber dem
idealkinematischen Modell.

Bild 8 zeigt nun die entsprechende Arbeitsentwicklung
bei einer nichtproportionalen Belastung. Der hohere An-
teil reversibler Arbeit (und damit die zu geringe Dissipa-
tion) ist auch hier zu erkennen.

Eine entsprechende Zusammensetzung der gleichen Erst-
belastungskurve aus isotroper und kinematischer Ver-
festigung lieBe eine Korrektur des Anteils der Dissipation
auf den der idealkinematischen Verfestigung zu und
wiirde damit dem Experiment (Tabelle 2) besser gerecht.
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