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Anwendung der Konjugierte-Gradienten-Methode bei der Lésung
elastoplastischer Aufgaben mit Hilfe der Methode der finiten Elemente
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1. Einleitung

Untersuchungen ven plastischen Spannungs- und Verzer-
rungszustinden mit Hilfe der Methode der finiten Ele-
mente benutzen hauptsichlich die Methode der Anfangs-
(Zusatz-)lasten [1], [8]. Die Methode der verinderlichen
Steifigkeit [1], [8] wird selten verwendet, weil die Re-
chenzeiten zur Losung der Gleichungssysteme durch di-
rekte Methoden unvertretbar lang sind. Es ist aber be-
kannt [2], [9], dab sie physikalisch genauer die plasti-
sche Verformung beschreibt und schneller, was die An-
zahl der Iterationsschritte betrifft, als die anderen Ver-
fahren konvergiert.

In der vorliegenden Arbeit wird die Methode der verin-
derlichen Steifigkeit mit der Konjugierte-Gradienten-
Methode (KGM) (3], [4], [6], [10] verbunden, die in
diesem Falle bestimmte Vorteile vor den direkten Ver-
fahren zur Lsung von Gleichungssystemen besitzt.

2. Die Konjugierte-Gradienten-Methode

Der Grundgedanke der Methode der finiten Elemente,
angewendet auf das Funktional der gesamten potentiel-
len Energie, fiihrt bei der linearen Elastizitit zur Glei-
chung

I (w) = 3 o Ku — uT b. Q)

Hier sind:

I1(u) — die gesamte potentielle Energie des elastischen

Systems,

u  — die unbekannten verallgemeinerten Knotenver-
schiebungen, :

b — die vorgegebenen veraligemeinerten Knoten-
kriifte,

K — die Gesamtsteifigkeitsmatrix.

Die Matrix K ist symmetrisch und bei korrekt eingebau-
ten Randbedingungen positiv definit.

Die Forderung nach Extremum von (1) fiihrt zum linea-
ren Gleichungssystem

Ku=b )

Die Losung von (2) mit Hilfe der KGM erfolgt nach dem
Algorithmus [4]:
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Hier sind

u, — eine beliebige Anfangsniherung,

r; — die Abweichung,

v;  — der Richtungsvektor,

n  — die Anzahl der Gleichungen in (2).

Theoretisch kommt man zur exakten Losung von (2)
nach n Iterationsschritten. Eine Reihe von Forschungen
[6], [10] zeigen aber, daf man eine fiir die Praxis ausrei-
chende Genauigkeit nach bedeutend weniger Iteratio-
nen m erhalten kann. Mit

m=7vy°n, 4)

fir die in [6] untersuchten Gleichungssysteme (n =
363....2421) gilty=0,1. .. 0,23. Die gleichen Verfas-
ser bemerken, daf8 mit wachsendem n, v kleiner wird.
Zur Beendigung der Prozedur (3) kann man verschiedene
Kriterien verwenden. In [10] wird die Befriedigung der
Ungleichung

e = € ©)

bT - b
vorgeschlagen. Dabei ist €; der vorgeschriebene Fehler
fir die mittlere quadratische Abweichung vom Gleich-
gewichtszustand der Knoten. Als ein anderes Kriterium
[3] wird die Differenz zwischen zwei aufeinanderfolgen-
den Niherungen benutzt:
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wobei I. .. Il als Euklid-, bzw. als Maximumnorm aufzu-
fassen ist.

Man kann zeigen [4], dab fiir jedes i der Prozedur (3) die

Ungleichung

T (uj4y) < M (w;)

erfiillt ist. Dieser Umstand gewihrleistet die Konvergenz

der KGM. Man kann weiterhin zeigen, daf gilt
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Bild 1

Vergleich der Konvergenzkriterien
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Bezeichnet man mit IT* eine Naherungsschitzung fiir die
Arbeit der duBeren Krifte, so kann man als Kriterium fiir
die Exaktheit der Lésung auch die Ungleichung

Q; l"il‘ Iy

e
verwenden.

Auf Bild 1 sind die relativen Fehler entsprechend (5),
(6) und (8) iiber der Anzahl der Iterationen aufgetragen.
Die Kurven beziehen sich auf die Losung des Glei-
chungssystems fiir das Beispiel von Bild 6. Man sieht,
daf3 zwischen den einzelnen Kurven kein grofer qualita-
tiver Unterschied existiert. Bei der weiteren Arbeit
wurde deshalb das Kriterium (5) angenommen, welches
einen klaren physikalischen Sinn hat.

< €3 ) (8)

Die Vorteile der KGM vor der Lésung der linearen FEM-
Gleichungssysteme mit direkten Verfahren sind fol-
gende:

~a) Die Steifigkeitsmatrix kann in voll verdichteter Form
dargestellt werden. Dabei werden alle Nullelemente aus-
geschlossen. Das filhrt zu Verminderung der Anzahl der
FlieBkommaoperationen und der erforderlichen Spei-

52

Operationen mit ganzen Zahlen, die aber bedeutend
schneller als die FlieBkommaoperationen durchgefiihrt
werden. Bezeichnet man mit A die mittlere Zahl der
Knoten, die einen Beitrag zum Gleichgewicht eines be-
stimmten Knotens haben, und mit k¥ die Anzahl der
Unbekannten pro Knoten, so gilt fir die Anzahl N der
von Null verschiedenen Elemente der Matrix K

B e, ©
worin n, die Knotenanzahl ist.

Der Koeffizient A hingt von den topologischen Eigen-
schaften des Netzes und von der Ordnung der Form-
funktion ab. Fiir ebene Aufgaben und finite Elemente
mit linearen Ansitzen fir die Verschiebungen ist A =~ 7;
fir quadratische Ansitze ist A & 15. Fiir rdumliche Pro-
bleme und lineare Verschiebungsfunktionen ist A ~ 27.
Die verdichtete Darstellung der Matrix K erfordert zu-
sitzliche Speicherplitze fiir die auf die Lage der von
Null verschiedenen Elemente hinweisende Informa-

tion. Es kann gezeigt werden, daB dafiir

N:

Ny =5 (A+4) (10)

ganze Zahlen notwendig sind. Auf Bild 2 ist die Groe
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Die erforderlichen Hauptspeicherplitze in Kbyte fiir die Unter-
bringung des Gleichungssystems bei:

——— verdichteter Speicherung

—,—.— sky-line-Speicherung

f—iﬁber n = n, * Kk aufgetragen, wobei C die notwendigen

Speicherplitze in Kbyte sind.
In den fiir die verdichtete Speicherung der Matrix K not-
wendigen Speicherplitzen sind auch Plitze fir die Ar-
beitsfelder zur Losung des Gleichungssystems und die
Adressenmatrizen vorgesehen. Auf demselben Bild sind
ebenfalls die notwendigen Speicherplitze aufgetragen,
fiir den Fall, daB die Matrix K als Band-sky - line-Matrix
gespeichert wird. Der Koeffizient
et

n,
wobei A die grobte Knotennummerdifferenz ist, hingt
von der Art der Nummerierung ab. Falls sie giinstig ist,
nimmt § meistens Werte im Intervall 0,07 bis 0,3 an.
Aus Bild 2 ist ersichtlich, dafs bei vorhandenem Spei-
cherraum von 64 Kb und verdichteter Matrix, ohne ex-
terne Speicher bis 1000 Gleichungen gelsst werden kon-
nen. Bei Bandmatrix (8 = 0,1) kann man unter gleichen
Bedingungen nicht mehr als 400 Gleichungen 15sen.

b) Die Matrix K &ndert sich nicht wihrend der Proze-
dur (3) der KGM. Wird es notwendig, die Werkstoff-
konstanten bzw. die geometrischen Kennwerte eines
finiten Elementes zu verindern, trifft dies auf ganz-de-
finite Weise leicht bestimmbare Teile der Gesamtsteifig-
keitsmatrix K. Falls man dagegen eine direkte Losungs-
methode verwendet, muB man die ganze Matrix K neu
bilden, bzw. von einem externem Speicher neu einlesen.

(11

¢) Die Losung des Gleichungssystems kann mit einer be-
liebig vorgeschricbenen Genauigkeit durchgefiihrt wer-
den. Das ist besonders wichtig bei den nichtlinearen Pro-
blemen, da sie zur Losung einer Reihenfolge linearer
Aufgaben fithren. Fiir die Zwischenschritte ist keine
hohe Genauigkeit notwendig, was insgesamt die Anzahl
der Rechenoperationen verringert.

d) Es verringert sich ebenfalls die Anzahl der Fliebkom-
maoperationen. Bei dem Losen des Gleichungssystems
nach Cholesky ist die Anzahl der FlieBkommamultipli-
kationen M; annihernd

~1
My~ #nd, (12)

-

©

und bei verdichteter Matrix und der KGM —

M, ~ % yn2 Ak + K +11). 13)
Auf Bild 3 ist die GroSe M/n? als Funktion der Anzahl
der Gleichungen n aufgetragen.
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Bild 3

Die erforderliche Anzahl von FlieBkommamultiplikationen bei
der Losung eines Gleichungssystems nach:

————dem Cholesky- Verfahren

—.—.— der KGM mit verdichteter Matrix

e) Beim Arbeiten mit verdichteter Matrix K ist die Rei-
henfolge der Knoten- und Elementennummerierung fiir
die Rechenzeit bedeutungslos. Dieser Umstand gestat-
tet, bei Notwendigkeit, leichtes Hinzufiigen von neuen
finiten Elementen zum urspriinglich untersuchten Ob-
jekt.

Der wesentliche Nachteil der KGM, der sie konkurrenz-
unfihig den direkten Losungsmethoden gegeniiber
macht, ist die Tatsache, daB fiir jede neue rechte Seite
die Prozedur (3) voll durchzufiihren ist. Bei nur einem
Belastungsfall, kann die KGM wie bereits oben gezeigt,
effektiver als die direkten Verfahren sein.

3. Methode der verinderlichen elastischen Para-
meter in Zusammenhang mit der Deforma-

tionstheorie der Plastizititslehre

Bei der Methode der verinderlichen elastischen Para-
meter [2] (Methode der Sekantensteifigkeit) werden die
physikalischen Gleichungen der Deformationstheorie der
Plastizitit auf die Form des Hookeschen Gesetzes zu-
riickgefiihrt:

& = Ei* loy —u* (Oy +0,)] . Yy = G Tax: Hi.er sind
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die verinderlichen elastischen Parameter, € =5 (ex —ey)2 (g —€,)2 +(e,—€)2 + 3 ('ny +’7yz +7,.)  (15)

ist die dquivalente Dehnung und g; ist die entsprechende
Spannung nach der Werkstoffverformungskurve. Die An-
wendung der Methode der veridnderlichen elastischen Pa-
rameter ist aus Bild 4 ersichtlich.

4. Verbindung der Konjugierte-Gradienten-Me-
thode der verinderlichen elastischen Parame-
ter

Der Grundgedanke der vorliegenden Arbeit besteht dar-
in, die Iterationsprozesse beider Methoden miteinander
zu verbinden. Zu diesem Zweck wird bei der urspriing-
lichen Gesamtsteifigkeitsmatrix K und bei voller Bela-
stung b eine Anzahl KGM-Iterationen durchgefiihrt,
ohne hohe Genauigkeit zu fordern (man kann z. B. die
Bedingung (5) bei €; = 0,1 erfiillen). Es ist anzunehmen,
daB diese Anzahl 0,5 bis 0,75 von der gesamten fiir die
Losung mit hoher Genauigkeit (¢; = 0,01) erforderlichen
Iterationenanzahl sein kann. Es sei danach die édquiva-
lente Spannung
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oil = ﬁ .\/ (ox - oy)2 + (ay_oz)2 + (oz "ax)z + 6(Tx2y +sz +Tz2x)

(16)
in einigen finiten Elementen hher geworden als die, der
erreichten Dehnung €;) auf der Verformungskurve ent-
sprechende Spannung o0;; (Bild 4). Die Werkstoffkon-
stanten dieser Elemente werden nach (14) neuberechnet
und ihre neuen Elementsteifigkeitsmatrizen in die Ge-
samtsteifigkeitsmatrix eingearbeitet. Die Iterationspro-
zedur (3) der KGM wird dann bei der so modifizierten
Matrix fortgesetzt. Als Anfangsniherung u, wird dabei
die bereits gewonnene Lésung angenommen.

Ein Blockdiagramm des so beschriebenen Algorithmus
ist auf Bild 5 dargestellt.

5. Das Computerprogramm

Nach dem beschriebenen Algorithmus wurde ein Pro-
gramm in FORTRAN fiir den Minicomputer ISOT 310
zur Losung von elastoplastischen ebenen Aufgaben ge-
schrieben. Die Unterprogramme zur Bildung der Elemen-
tensteifigkeiten sind so aufgebaut, dab sie direkt die Dif-
ferenz zwischen den ,,neuen’” und den ,,alten”’ Elemen-
tensteifigkeitsmatrizen berechnen. Die Einarbeitung die-
ser Differenz in die Gesamtsteifigkeitsmatrix fiihrt auto-
matisch zu ihrer Erneuerung. Die kinematischen Rand-
bedingungen werden allgemein in der Form u; = cy
eingebaut, wobei i und j beliebig sind. Ist ¢ = 0, so wird
der entsprechende Freiheitsgrad gleich Null gesetzt.
Diese Randbedingungen sind so in die KGM-Prozedur
eingebaut, dafi sich die Gesamtsteifigkeitsmatrix nicht
indert. Die Beriicksichtigung von Federkonstanten ist
leicht moglich.

Das Programm arbeitet in Dialogbetrieb. Die Anzahl der
durchzufiihrenden Iterationen wird iiber die Angabe des
zuliéissigen Fehlers (5) gesteuert. Man kann die Zwischen-
ergebnisse analysieren und entscheiden, ob die Lésung
abzubrechen ist.
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Das Unterprogramm, das die Bedingung 6. Beispiele

‘7: (&) = 03(€y) 6.1. Kreisscheibe mit Offnung unter Innendruck
priift und bei Notwendigkeit die elastischen Parameter
verdndert, ist so aufgebaut, daB es sowohl den ideal-
elastoplastischen Werkstoff als auch solchen mit Flief-
ebene und Verfestigung modellieren kann.

Die analytische Losung fiir den elastoplastischen Zustand
einer gelochten Kreisscheibe mit konstanter Dicke unter
Innendruck ist in [2, § 35] angefiihrt. Bei einem Innen-
durchmesser von 20 mm, Aufiendurchmesser 40 mm,
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Kreisscheibe mit Offnung -200 :

unter Innendruck
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Dicke 1 mm und Fliefigrenze oy = 300 MPa ist der nach
der Gestaltinderungsenergiehypothese berechnete Druck
Ps> bei dem das erste Fliefen an der Offnung ansetzt,
gleich 128,6 MPa. Diese Scheibe ist in zehn ringférmige
finite Elemente [5] mit einer Differenz zwischen dem
dubBeren und dem inneren Durchmesser jedes Elementes
von 1 mm aufgeteilt. Die Anzahlder Gleichungenist 11.
Es wurden zwei Losungen durchgefiihrt — bei 1,4 pg bzw.
1,7 p,. Die berechneten Radial- und Tangentialspan-
nungen sind im Bild 6 gezeigt, worin die ausgezogenen
Linien die nach [2] analytisch bestimmten Werte dar-
stellen. Bei p = 1,4 p, ist Konvergenz nach 101 Itera-
tionen erreicht, bei p = 1,7 p; — nach 187 Iterationen.

P Y |2 Voo yP

6.2. Gelochte Scheibe unter Zugbelastung

Nach der Methode der Anfangsspannungen ist dieses
Problem in [1, S. 363] und nach der Deformations-
theorie in [9] untersucht.

Bei der Vernetzung nach Bild 7 gewinnt man eine ausrei-
chend genaue elastische Losung (€, < 0,01) nach 63 Ite-
rationen. Es wurden 4 Rechnungen bei nichtelastischen
Werkstoffverhalten durchgefiihrt. Bei p = 81 N flieft nur
ein einziges Element (Bild 7, a). Es waren 70 Iterationen
notwendig, davon 3 mit Anderung der elastischen Para-
meter.

Bei p = 148 N und 126 Iterationen, davon 14 mit Plasti-

Bild 7
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zierung kommt man zu der plastischen Zone nach
(Bild 7, b).

Die Belastung p = 178 N bei ideal elastoplastischem
Werkstoff fiihrt zu Plastizierung iiber die ganze Breite der
Scheibe (Bild 7, c). In diesem Fall wurde nach 217 Itera-
tionen keine Konvergenz festgestellt. Die gleiche Bela-
stung ergibt, bei Werkstoff mit linearer Verfestigung
(E’ = 2250 MPa), eine FlieBzone nach Bild 7, d. Sie
wurde nach 156 Iterationen, davon 21 plastische, ge-
wonnen. Auf Bild 8, das dem Bild 2 aus [9] entspricht,
ist die mittlere nominale Zugspannung im Schnitt durch
die Offnung (Bild 7)

o = F, _lép
m %0

iiber die grofte Lingsdehnung € aufgetragen. Man sieht,

dab die hier berechneten Werte nither an den experimen-

tellen Ergebnissen von Theokaris und Marketos [1], [9]

liegen, als die nach anderen Verfahren [1], [9] gewon-

nenen Resultate.
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