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1. Einleitung

Der analytischen Erfassung des elastisch-plastischen Ma-
terialverhaltens sind viele Veroffentlichungen in den letz-
ten Jahren gewidmet. Zu den wichtigsten zihlen die Ar-
beiten von Backhaus und Valanis.

Backhaus entwickelte auf der Grundlage von Versuchs-
ergebnissen verschiedene Verfestigungsansitze. Er be-
wegt sich dabei stets im Rahmen des assoziierten FlieB-
gesetzes mit einer verallgemeinerten Mises-Fliebedin-
gung [4], [5].

Valanis leitet seine endochronische Plastizititstheorie
aus thermodynamischen Betrachtungen her. Er kommt
dabei zunichst zu einem Deformationsgesetz ohne Flief-
bedingung [6], [7]. Spiter modifiziert er diese Theorie,
wodurch er eine FlieBbedingung erhilt [8]. Einer der
Griinde fiir diese Modifizierung diirfte darin liegen, mog-
lichst eine gute Ubereinstimmung mit Experimenten zu
erreichen.

Interessant ist, daB dabei fiir die kinematische Verfesti-
gung eine Formulierung entsteht, die grofe Ahnlichkeit
mit dem Ansatz von Backhaus aufweist.

Wie den meisten modernen Verfestigungsansitzen, ist
auch denen von Backhaus und Valanis eine gewisse
mathematische Kompliziertheit eigen. Deshalb findet
man in der Literatur auch nur wenige Belastungsvorgin-
ge, auf die derartige Verfestigungsansitze angewendet
werden.

Ein entscheidender Schritt zur Uberwindung dieser
Schwierigkeit war die Aufstellung der Standardformulie-
rung inelastischer Deformationsgesetze durch Bergander
[2], [3]. Bergander hat fiir eine grofe Anzahl inelasti-
scher Deformationsgesetze (z. B. auch fiir die Verfesti-
gungsansitze von Backhaus) nachgewiesen, dafi sie der
von ihm gefundenen Standardformulierung geniigen.

Der Autor hat in [1] gezeigt, dab mit Hilfe dieser Stan-
dardformulierung elastisch-plastische Deformationsge-
setze mit komplizierten Verfestigungsansitzen nume-
risch so aufbereitet werden kénnen, daf sie zur Nach-
rechnung jedes beliebigen Belastungsvorganges benutz-
bar sind.

Im folgenden Text wird die von Valanis in [8] modifi-
zierte endochronische Plastizititstheorie in die Stan-
dardformulierung iiberfilhrt. Auf der Grundlage eines
vom Autor erstellten EDV-Programms [1], werden ‘an-
schlieend die Ansiitze von Backhaus an Hand einiger
konkreter Belastungsvorgiinge untereinander verglichen.
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2. Standardformulierung elastisch-plastischer De-
formationsgesetze

Einer der Vorziige der Standardformulierung hinsicht-
lich der numerischen Umsetzung besteht darin, daf es
gelungen ist, konsequent die Matrizenschreibweise anzu-
wenden.

Dazu werden die 6 unabhingigen Komponenten des
Spannungstensors 0;; in einem Vektor 0 zusammenge-

j
faBt:

011
022
033
012
023
013

Um aus diesem o den entsprechenden Vektor s der
Deviatorspannungen berechnen zu konnen, muf eine
Matrix Tpy definiert werden:

8= TD g
Durch die Einfithrung einer weiteren Matrix T, kann das

Produkt von zwei Tensoren zweiter Stufe in Matrizen-
schreibweise ausgedriickt werden.

S & = sT T, s

Der dem Spannungsvektor ¢ zugeordnete Verzerrungs-
vektor € wird mittels der mechanischen Leistung w be-
stimmt.

w=oTé
Auf der Grundlage der Flieftheorie mit einem assoziier-
ten FlieGgesetz kann nun die Standardformulierung ab-

geleitet werden. Im Einzelnen sind dabei folgende Vor-
aussetzungen zu beachten: :

— Die Verzerrungsgeschwindigkeiten bestehen aus elasti-
schen und plastischen Anteilen

€ = éel + ép (1)
— Alle Verfestigungsparameter sind in einem Vektor h
zusammengefaBt und geniigen Differentialgleichungen

erster Ordnung, welche als Normalform der Verfesti-
gungsansitze bezeichnet werden

h=qA) @
— Es existiert eine FlieSbedingung
F(o,h)=0 3)

— Fiir die plastischen Verzerrungen gilt das assoziierte
Fliegesetz
. _oF
6 -2 @



Wihrend des Flieens (d. h. F = 0) dindert sich die Fliefs-
bedingung (3) nach folgender Gleichung: /

. oF .17 . oF .1 .

= (2= 22 : 5
POy o () ®)
Mit den beiden Abkiirzungen

oF

= o 6

¢ =5 (©)
aF. T

= (= 7

vE-(5p)9 @

kann nach Einsetzen von (2) in (5) der Faktor A berech-
net werden:

1 Ao

v
Mit diesem Faktor A und den beiden Abkiirzungen (6)
und (7) erhilt man unter Verwendung von (4) sowie (1)
und (2) folgendes Differentialgleichungssystem:

¢ =1i=0q+s oMo ®)

h

A= oM ©®

Diese beiden Matrizengleichungen stellen die Standard-
formulierung elastisch-plastischer Deformationsgesetze
dar.

Neben der Einhaltung der FlieBbedingung (3) mub bei
der Anwendung dieser Gleichungen auch stindig gepriift
werden, ob Entlastung eintritt. Im Fall der Belastung im
plastischen Bereich gilt

l6>0 und v>0

Falls diese Bedingung nicht erfiillt ist, oder wenn der
Spannungsvektor noch vollstindig im elastischen Be-
reich liegt (F < 0), entfallen Gleichung (9) und der pla-
stische Anteil von (10). Das Problem reduziert sich auf
das Fillen der elastischen Nachgiebigkeitsmatrix J,;.

3. Numerische Integration

In dem vom Autor erarbeiteten EDV-Programm [1] wird
das durch die beiden Gleichungen (8) und (9) definierte
Differentialgleichungssystem numerisch integriert. Die
mathematische Grundlage dafiir bildet das Runge-Kutta-
Verfahren zweiter Ordnung.

Als Ausgangszustand wurde ein spannungs- und verfor-
mungsfreier Zustand gewihlt, in dem noch keine Verfe-
stigungsparameter ausgebildet sind:

o(t=0)=0
e(t=0)=0
h(t=0)=0

Dabei bezeichnet 0 den Nullvektor.

Die Gleichung (8) kann teilweise oder vollstindig inver-
tiert werden. Daraus ergibt sich die Moglichkeit, sechs
Spannungs- und Dehnungsgeschwindigkeitskomponenten
in beliebiger Kombination vorgeben zu konnen.

Das EDV-Programm errechnet alle Spannungs- und Ver-
zerrungskomponenten, sowie simtliche Verfestigungspa-
rameter.

Es konnen alle moglichen Verfestigungsansiitze angewen-
det werden, wenn sie der Normalform (2) geniigen.

In [3] ist fiir eine ganze Reihe bekannter Ansitze nach-
gewiesen worden, daBi sie in eine derartige Differential-
gleichung umformbar sind.

Die unterschiedlichen Verfestigungstypen, wie isotrope,
kinematische und anisotrope Verfestigung, oder auch
Entfestigungsansiitze wie bei Backhaus [5], werden als
Teilvektoren h; des Vektors h betrachtet

h= . (10)

Aus (2) folgt, dab auch fiir den Vektor q eine zu (10)
analoge Zerlegung in Teilvektoren g gilt.
Die skalare Grobe v ergibt sich nun als Summe von
TeilgroBen v;:

M

v= 2 Vi
i=1

oF .1
Vi:—(ﬁ) 9

Fiir die Programmierung bietet es sich an, die zu den ein-
zelnen Verfestigungstypen gehérigen g; und v; durch ein
System von Unterprogrammen zu erfassen. Dadurch las-
sen sich einerseits verschiedene Verfestigungstypen belie-
big miteinander kombinieren, andererseits kénnen unter-
schiedliche Ansitze fiir einen Verfestigungstyp leicht

ausgetauscht werden.

4. Kinematischer Verfestigungsansatz von Back-
haus

Alle von Backhaus publizierten Ansitze fiir Ver- oder
Entfestigungsparameter beziehen sich auf eine Fliefbe-
dingung zylindrischer Art, welche in Matrizenschreib-
weise folgende Form hat:

F=(-aT T Ty Tp(0—a)—c} = 0 11

Mit einer derartigen Fliefbedingung konnen folgende
Verfestigungstypen beriicksichtigt werden:

— isotrope Ver- und Entfestigung iiber op

— kinematische Verfestigung durch den Vektor a

— anisotrope Verfestigung durch die Matrix T, .

Es soll keine anisotrope Verfestigung betrachtet werden.
In diesem Fall gilt

\ :
Ty = 5T, (12)

Der kinematische Verfestigungsansatz wird durch folgen-
des Relaxationsintegral beschrieben:

& 1 dep _
a= ({b(ev, €y -—gv) Ts :(Tg; dev (13)
Die als Integrationsvariable benutzte plastische Ver-
gleichsdehnung e, ist wie iiblich definiert.
2 2. T o1,
€ =3 [ TS ép | 6



Die Funktion b wird als Ableitung eines Produktes
zweier Funktionen angesetzt:

b(gv’ € _-e-v) = a—g_ [7 (Ev)‘p(ev "gv)] mit‘P(O) =1

Die Funktion y(e,) hingt wiederum von der isotropen
Aufweitungsfunktion o (€,) und der sogenannten Bau-
schingerkennzahl z (e,) ab.

(&) = g z_(evz ey °F (€)=2 3 (ke (&) —0p (&)

Bild 1 zeigt, wie die Materialfunktionen oy (e,), z (€,)
und ¢ (¢, — €,;) aus Versuchen bestimmt werden kén-

nen. Mit k¢ (e,) ist die einsinnige Verfestigungskurve be-
zeichnet.

| bﬂ|
————————— ke (€,
/‘, 22CC, 2k (L) 9 (8~ €
o 2z(cvs>k{(cvﬁ[
&, 6, —~
Bild 1
Darstellung der Materialfunktionen von Backhaus an einer ein-
achsigen FlieBkurve mit Lastumkehr

Fiir den spiteren Vergleich mit dem Valanis-Ansatz soll
eine rein kinematische Verfestigung betrachtet werden,
d. h. es gilt:
or (&) = 0;‘

: 0;. ist die AnfangsflieBspannung.
Daraus ergibt sich eine Bestimmungsgleichung fiir die

Bauschingerkennzahl z (e, ):
o
F
z(e,)=1— ———
© 1 ke

Das Materialverhalten wird damit nur noch von zwei
Funktionen bestimmt, der einsinnigen Verfestigungs-
funktion k¢ (€,) und der Relaxationsfunktion y (€, — €,).
Um den Ansatz (13) in die Normalform bringen zu kén-
nen, miissen noch einige Umformungen vorgenommen
werden. Ausfiihrlicher kann das in [1] und [3] nachgele-
sen werden.

Zuniichst wird die Relaxationsfunktion in eine Exponen-
tialreihe entwickelt:

Kn(ev_gv)

— N —
p(e, —€,) = Z ¥n €
n=0

Damit kann der Vektor a nach (13) als Summe von N+1
Teilvektoren a,,-dargestellt werden
N

a= X a,

.n:
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Fir die zeitliche Ableitung eines Teilvektors a, erhilt
man die Gleichung

dy _
ap = wn(a tra N T le —Kp 2, €

V

Da keine anderen Verfestigungstypen Dberiicksichtigt
werden, setzt sich der Vektor h aus den N+1 Teilvek-
toren a,, zusammen:

ay
h=| (14)

ay

Mit Hilfe der Definitionsgleichung von &, und des asso-
ziierten Fliefigesetzes ergeben sich die entsprechenden
Teilvektoren q;:

a9y -1
I = ¢n (Gt T, 0 - 2k op a
Die skalare GroBe v kann aus folgender Gleichung er-
rechnet werden:

N
v = in z qn (15)

n=0

5. Der kinematische Verfestigungsansatz von
Valanis

Valanis kommt in [8] ebenfalls zu einer quadratischen
Fliebbedingung der Form (11). Allerdings ist dabei von
vornherein keine anisotrope Verfestigung enthalten,
d. h. es gilt (12).

Im Gegensatz zu Backhaus formuliert Valanis seine Ver-
festigungsansiitze nicht in Abhingigkeit von der plasti-
schen Vergleichsdehnung €. Er benutzt die von ihm ein-
gefiihrte ,intrinsic time” 7. Zwischen 7 und €, besteht
folgender Zusammenhang:

de, = g(r)dr (16)
Die Materialfunktion g(7) beschreibt auierdem die iso-
trope Verfestigung:

op = &% g(r) a7

Die kinematische Verfestigung gibt auch Valanis als Re-
laxationsintegral an:

2 7 -1 %p 47 18
§gR(T—T)T = 1 (18)

Fir die Ableitung der Normalform von (18) ist es giin-
stig, daB die Relaxationsfunktion R (7 — 7) nach [8] eine
Exponentialreihe ist:

N
R(=7)= T Rye % (T=T) (19)

Diese Funktion liBt sich aber nicht so einfach aus Ex-
perimenten bestimmen, wie es bei der Funktion ¢ (e, —

€v) des Backhaus-Ansatzes der Fall ist.

Um den Zusammenhang zu den anderen Materialfunk-
tionen herstellen zu konnen, sind einige Umformungen
notwendig (vgl. [1]). Als Resultat erhilt man folgende
Gleichung:



({T R(r—7) g () d7 = ke (r)— o2 g(7) 20)

Wenn kinematische und isotrope Verfestigung Beriick-
sichtigung finden soll, muB zuerst die Funktion g (7) aus
Lastwechselversuchen bestinmt werden. Danach kann
man die Parameter von R (7 — 7) mit numerischen Me-
thoden aus der Gleichung (20) ermitteln, vorausgesetzt
die einsinnige Verfestigungsfunktion k¢ (7) ist bekannt.
Durch die Beschrinkung auf kinematische Verfestigung
vereinfacht sich dieser Losungsweg etwas.
Infolge (16) und (17) sind dann €, und 7 identisch und
es gilt:
g(r) =1
Bei Verwendung von (19) kann jetzt (20) vereinfacht wer-
den:

N Rn _anev ~ (]
D R RO
Zur Beschreibung des Materialverhaltens wird somit nur
noch eine Materialfunktion, die einsinnige Verfestigungs-

funktion k¢ (e,), benétigt. Der Ansatz von Valanis be-

sitzt demnach einen Freiheitsgrad weniger, als der von
Backhaus.

Es bleibt noch die Umformung von (18) in die Normal-
form vorzunehmen. Dabei ist die formale Ahnlichkeit
dieses Ansatzes zum Backhaus-Ansatz (13) niitzlich.

Ig
a:
n=0an

Als Zeitableitung eines Teilvektors a,, ergibt sich
. 2 -1, .
4 =g BT g —apad

Der Vektor h ist von der Form (14). Fiir einen Teilvek-
tor q,, der Normalform kann bei Verwendung des asso-
ziierten FlieSgesetzes, der Definitionsgleichung von ¢,
und unter Beriicksichtigung der vorliegenden Identitit
von €, und 7 folgende Gleichung abgeleitet werden:

2 1
W =3B T, ¢~ 205 o ay

Der Skalar v wird nach Gleichung (15) bestimmt.

6. Verwendete Materialfunktionen

In Anlehnung an [1] wurde folgende von Backhaus in [5]
angegebene Verfestigungskurve verwendet:

ke (6,) = 05 (1+1.2(1 — ¢ 12&)) (21)

Diese Funktion ist durch Approximation experimentel-
ler Ergebnisse bei Versuchen mit dem Stahl St 38 ent-
standen. Weiterhin wurden der Elastizititsmodul und die
Querkontraktionszahl von Stahl verwendet:

E =2]1-105MPa

» =03
Als Anfanggflieispannung wurde angenommen
op = 200 MPa

Fir die Nachrechnung des Backhaus-Ansatzes bendtigt
man noch die Komponenten ¢, und k,, der Relaxations-
funktionen ¢ (€, — €,). Auch diese Werte wurden aus

[1] entnommen, wobei 4 Reihenglieder Beriicksichtigung
fanden:

n 0 1 2 3

¥ 0,0501 0,3365 0,424  0,1894
Kn 0,0 832 3635 2198,0

Die im Valanisansatz vorkommende Relaxationsfunktion
R (¢, — €,) wird direkt aus der Verfestigungskurve (21)
berechnet (vgl. Abschnitt 5)

R(e, —€,) = 3120MPa ¢ (&€

7. Diskussion der numerischen Ergebnisse

Als erstes Belastungsbeispiel wurde eine einmalige Last-
umkehr Zug-Druck simuliert. Die Ergebnisse sind im
Bild 2 dargestellt und zeigen bereits einen wesentlichen
Unterschied zwischen den beiden Verfestigungsansitzen.
Wihrend bei Backhaus auf Grund der Wirkung der Ma-
terialfunktion ¢ (€, — €,) die FlieBkurve nach der Last-
umkehr sich an die einsinnige FlieBkurve anschmiegt,
weist der Valanis-Ansatz in diesem Falle einen nahezu
parallelen Verlauf von einsinniger und UmkehrflieBkurve
auf.

Auch im zweiten Beispiel, Zug-Druck-Zyklen mit kleiner
konstanter Dehnungsamplitude nach einer gréBeren
Vordehnung, tritt dieser Unterschied, besonders in den
Kurvenverldufen zwischen den Zyklen, deutlich hervor
(Bild 3).

Beide Ansitze beschreiben sowohl den Bauschingeref-
fekt, als auch die Anniiherung der Spannungsspitzen von

1 -
161
Nmm™ 7
Backhaus
7Aoo
1004 // Volonis
200
100
0 20 0 40 50
€/ —
pes
Bild 2

Spannungs-Dehnungs-Kurve im plastischen Bereich bei einmali-
gem Lastwechsel
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1
3w r——i -1 —— Volanis Backhaus
} VARl !
I I !
§ i | |
Nmm | | i ]
i/l A h /1
2001 1 | |
| |
I H
| | /!
L | R
[ | | 1R
Ehiofef ] =
| | N | K
o L H T 1B
- | | I
I N | | i
I |y | |
1| | 1!
Ll 1R |
L/\] 1 I N | l 1 R .
50 60 70 80 30 100
&, —
10.
Bid 3
Spannung in Abhingigkeit von der plastischen Vergleichsdeh-
nung bei 5 % Vordehnung mit anschlieBendem Lastwechseln
konstanter Dehnungsamplitude A€ = 0.5 %
€
/oo

200 \
I‘ \ Valanis

V'%5 50 70 do 30 . 100

Bild 4

Anniherung der Zug- und Druckspannungsspitzen bei Last-
zyklen mit A€ = 0,5 % nach einer Vordehnung von 5 % sowie

Verlauf des Mittelwertes aus Zug- und Druckspannungsspitze
eines Zyklus .

Zyklus zu Zyklus (Bild 3). Allerdings sind die quantita-
tiven Unterschiede erheblich.

Ein weiterer Unterschied besteht im asymptotischen
Verhalten der Spannungsspitzen. Besonders deutlich
wird dieser Unterschied im Bild 4, wo der Mittelwert
dieser Spannungen (die Hilfte der Summe aus maxima-
ler Zug- und maximaler Druckspannung eines Zyklus,
beginnend mit dem ersten Lastwechsel) iiber die Last-
wechselzahl aufgetragen wurde. Wihrend bei Valanis
dieser Wert konstant ist und die Spannungsspitzen sich
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T

oo

Bild 5
Anwachsen der Normaldehnung bei zyklischer Torsion im An-
schluf an einen konstanten Zug

allmihlich diesem Wert nihern, kommt es bei Backhaus
mit wachsender Lastwechselzahl wieder zum Ansteigen
der Spannungswerte.

Da dieser Effekt aber in einigen Fillen den experimentel-
len Ergebnissen widerspricht, fiihrt Backhaus zwei neue
Materialparameter (in neueren Arbeiten sogar Material-
funktionen) ein. Er nennt diesen Effekt zyklische Ent-
festigung und ordnet diese der isotropen Verfestigung
Zu.

Die Bilder 5 und 6 zeigen die Ergebnisse der Nachrech-
nung der Belastungsfolge Zug — zyklische Torsion. Wie



Bockhaus

014 "2 3 % 5 6 7 8 8 10 ™M 122 1B M 15

Bild 6
Normaldehnungszuwachs bei zyklischer Torsion in Abhingigkeit
von der Lastzyklenzahl

man sieht, ergeben beide Ansitze das gleiche qualitative
Verhalten bei quantitativen Unterschieden.

Als letztes Beispiel wurde ein Prozefs stetiger Deforma-
tionsinderung nachvollzogen. Im Anschluf an eine Vor-
dehnung wird im Raum der Dehnungen ein geschlos-
sener Kreisweg durchfahren (vgl. Bild 7).

Der Unterschied zwischen beiden Verfestigungsansitzen,
aus Bild 7 abzulesen, ist prignant und wiire einer experi-
mentellen Untersuchung wert.

Bild 7

Anderung des Spannungszustandes (0 — Normalspannung, T —
Schubspannung) beim Durchfahren eines Kreisweges im Deh-
nungsraum

LITERATUR

[1] Géhler, W.: Numerische Integration elastisch-plastischer
Deformationsgesetze mit komplizierten Verfestigungsan-
sitzen. Dissertation A, TU Dresden, 1983.

[2] Bergander, H.: Eine verallgemeinerte Darstellung inelasti-
scher Deformationsgesetze zur Erleichterung der numeri-
schen Lésung von AnfangsRandwertproblemen. ZAMM
58, 489 — 499, 1978.

[3] Bergander, H.: Plastische Deformationsgesetze in diffe-
~ rentieller Standardformulierung. ZAMM 60, 509 — 519,
1980.

{41 Backhaus, G.: Vergleich einiger Ansitze zur Erfassung der.
Verformungsanisotropie und eine einfache Spannungs-
Verzerrungs-Beziehung. ZAMM 56, 513 — 522, 1976.

[5] Backhaus, G.: FlieBspannungen und FlieBbedingung bei
zyklischen Verformungen. ZAMM 56, 337 — 348, 1976.

-

[6] Valanis, K. C.: A theory of viscoplasticity without a
yield surface, Part I. General theory. ARCH. MECH. 23,
517,1971.

[7] valanis, K. C.: A theory of viscoplasticity without a yield
surface, Part II. Application to mechanical behaviour of
metals. ARCH. MECH. 23, 535, 1971

[81 vValanis, K. C.: Fundamental consequences of a new in-
kinsic time measure. Plasticity as a limit of the endo-
chronis theory. ARCH. MECH. 32, 171 — 191, 1980

Anschrift des Verfassers:

Dr.-Ing. Wolfgang Gohler
Technische Universitit Dresden
Sektion Grundlagen des Maschinenwesens

8027 Dresden
MommsenstraBe 13

71



