TECHNISCHE MECHANIK 6(1985)Heft 2
Manuskripteingang: 4. 1. 1985
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bei 2D- und 3 D-Finite-Elemente-Modellen
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1. Einleitung

Bei Finite-Elemente-Modellen auf der Grundlage der
VerschiebungsgroBenmethode ist die Berechnung hinrei-
chend genauer Spannungen gegenwiirtig mit einem sehr
viel hoheren Aufwand verbunden als die Berechnung der
Verschiebungen, obwohl die genaue Kenntnis des Span-
nungszustandes fiir den Ingenieur in der Regel von gro-
Berer Bedeutung ist. Aufgrund der niedrigeren Konver-
genzordnung der Spannungen gegeniiber den Verschie-
bungen erfordert die Spannungsberechnung speziell in
Gebieten mit hohen Spannungsgradienten, falls man die
Ordnung der Elementansatzfunktionen nicht erhoht,
eine wesentlich feinere Diskretisierung des Modells. Fiir
die Genauigkeit der Losung ist hierbei entscheidend, ob
das gewihlte Elementnetz entsprechend der Geometrie
und den Elementabmessungen in der Lage ist, sich dem
realen Losungsverhalten anzupassen. In Gebieten mit
schwach wechselnden Beanspruchungen ist eine relativ
grobe Vernetzung daher meist schon in der Lage, das
reale Losungsverhalten hinreichend genau wiederzuge-
ben und weitere Verfeinerungen wiirden keinen wesent-
lichen Genauigkeitsgewinn mehr liefern. Dagegen sollen
lokale Netzverfeinerungen in Bereichen, in denen hohe
Spannungsgradienten zu erwarten sind, wesentliche Ver-
besserungen der Losung erbringen. Mit den konventio-
nellen Dreiecks- und Viereckselementen lassen sich zwar
lokale Netzverfeinerungen erzielen, die aber meist zu
unregelmifiigen Strukturen filhren und den Einsatz mo-
derner Datengeneratoren beeintrichtigen. Beschrinkt
man sich auf Rechteckelemente, so filhren lokale Netz-
verfeinerungen zu stark verzerrten Elementen, die das
reale Steifigkeitsverhalten des Modells verfilschen. Es
wurden daher vielfiltige Anstrengungen unternommen,
durch unkonventionelle Elementverkniipfungen bzw.
durch die Konstruktion spezieller Koppelelemente lo-
kale Netzverfeinerungen zu realisieren ([1] bis [6]).

2. Die Realisierung lokaler Netzverfeinerungen
iiber unkonventionell verkniipfte Elemente

Zur Veranschaulichung sollen zuerst grundsitzliche Ver-
kniipfungsmaoglichkeiten der drei in Bild 1 a) dargestell-
ten Rechteckelemente mit 4 Knoten und linearem Ver-
schiebungsansatz untersucht werden. Bei einer einfa-
chen inkompatiblen Verkniipfung entsprechend Bild 1b)
treten bei der Verformung der Llemente Klaffungen
bzw. Uberlappungen der gemeinsamen Elementkanten
auf, die zu einer Verfilschung der Losung fiihren. Die in
Bild 1c¢) dargestellte Verkniipfungsméglichkeit, ist mit
der Elimination der Freiheitsgrade des Knotens 5 iden-
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Méglichkeiten der Verkniipfung von Elementen:
a) FE-Struktur

b) inkompatible Verkniipfung

¢) Erfillung von Zwangsbedingungen

d) kompatible Verkniipfung

tisch und fiihrt auf die Erfiillung der Zwangsbedingun-
gen:

uis = 0,5uj4 +0,5u;6 @

i=1,2.

Welche Moglichkeiten der Erfiillung solcher Zwangsbe-
dingungen sich anbieten, wurde in [5] ausfiihrlich dis-
kutiert und soll nicht Gegenstand weiterer Betrachtun-
gen sein. Eine Verkniipfungsméglichkeit, die die Frei-
heitsgrade des Knotens 5 in Bild 1d) beriicksichtigt,
fiihrt auf die Konstruktion spezieller Koppelelemente
und soll im folgenden Abschnitt niher erlautert werden.

3. Die Konstruktion spezieller Koppelelemente
mit stiickweise definierten Ansatzfunktionen
am Beispiel eines Rechteckelementes mit vier
Knoten

Mit der Problematik kompatibler Verkniipfungen ent-
sprechend Bild 1d) befassen sich u. a. die Arbeiten [1]
bis [3] und [6]. Der gemeinsame Grundgedanke dieser
Arbeiten besteht in der Konstruktion spezieller Elemen-
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Bild 2
Verkniipfung von drei Elementen mit linearem Verschiebungs-
ansatz

te, die iiber stiickweise definierte Ansatzfunktionen eine
solche Verkniipfung kompatibel erméglichen. Die grund-
sitzliche Vorgehensweise bei der Konstruktion entspre-
chender Ansitze soll anhand der in Bild 2 dargestellten
drei Elemente mit linearem Verschiebungsansatz veran-
schaulicht werden. Dazu soll nur ein Freiheitsgrad senk-
recht zur Elementebene betrachtet werden. Bei einem
konventionellen 4-Knoten-Element ergibt sich fiir das
Element 3 die Verschiebung am Knoten 5 zu:

W3-+ 3 Y, @

wie es durch die unterbrochene Linie in Bild 2 darge-
stellt ist. £ ist hierbei als eine kantenbezogene Koor-
dinate im Intervall —1 < § < +1 zu verstehen, die am
Knoten 5 den Wert Null annimmt. Lift man den Frei-
heitsgrad am Knoten 5 entsprechend Bild 2 zu, so er-
gibt sich der Verschiebungsverlauf zu:

s (-Hugt (14 ug+ A—1E) Aus.  (3)

Da & am Knoten 5 den Wert Null besitzt, ergibt sich
speziell fiir den Knoten 5:

1 1
u5=§u4+§u6+Aus. . 4)
Stellt man jetzt die Gleichung (4) nach Aus um und

setzt (4) in (3) ein, so erhillt man als endgiiltigen Ver-
schiebungsansatz:

= %(15|_g)u4+%(|51+g)u6 +(1—1&)us. (5)

Damit liegen die Ansitze fir ein Koppelelement mit
5 Knoten und stiickweisem Verschiebungsansatz auf
einer Seite vor.

4. Die Konstruktion ebener und riumlicher iso-
parametrischer Koppelelemente mit quadra-
tischen Verschiebungsansitzen

Das eben im Prinzip erliuterte Verfahren lift sich ganz

analog auf quadratische Verschiebungsansitze erwei-

tern. Um die Leistungsfahigkeit solcher Elemente zu
erproben, wurde fiir das Programmsystem COSAR/E84,
vgl. [4] und [8], auf der Grundlage des isoparametri-

schen Scheibenelementes SRK 16 das Scheibenelement
SRK 32 entwickelt, welches wahlweise iiber 8, 10, 12,
14 oder 16 Knoten verfiigt, wobei sich die Anzahl der
Knoten ausschlieflich nach geometrischen Koppeler-
fordernissen richtet (Bild 3). Ein moglicher Verschie-
bungsverlauf der oberen Elementkante ist in Bild 4 dar-
gestellt. Der urspriingliche Verschiebungsverlauf des
SRK 16 (unterbrochene Linie) lifit sich durch Gl. 6
beschreiben.

u = Gl uy + Cs ug + G5 us . (6)
3 2 1 5 4 3 2 1
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Bild 3
Isoparametrisches Scheibenelement SRK 16 und abgeleitetes
Koppelelement SRK 32

Hierbei ergeben sich die Ansatzfunktionen G; zu:
1
Gy =7 A+E)A+E) (B *E -1)

Gy =5 (1+E) (1- ) @

Gs =3 (1+£) (1—2) (B2 ~E1 ~1).

Fir das SRK 32 kommen jetzt die beiden zusitzlichen
Ansatzfunktionen der Gl. 8 fiir die Freiheitsgrade der
Knoten 2 und 4 hinzu.

Gy = (1+&) (A-£1) (14 &) ®)
Gy = (1+E) (1+E) (& 1-f)
Der neue Verschiebungsverlauf ergibt sich damit zu:

u-= Glul + G2A112 +G3u3 +G4Au4 + G5115 (9)

Aus der Lage der neuen Knoten bei §; = % resultiert
damit:
6 1
ug = 5“1 + §U3 ———gus + Auy
(10)

uy = ——;l—}-ul + %113 + %u5 + Al14

Das Umstellen der Gln. 10 nach Aug bzw. A uy und Ein-
setzen in Gl 9 liefert dann den endgiltigen Verschie-
bungsansatz dieser Elementkante entsprechend Gl. 11.

5

mit
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3 1 =
Gl = G1—§G2 +§G4 G2=G2
— 6 —
G3 = G3 —5(62%Gg)  G4=Gy

(12)
) 3 1
Gs = G5 —5 G4 *+ 56

Beim Aufsummieren der Ansatzfunktionen ((—}l) ist zu
erkennen, daB sich die Funktionen G5 und G, heraus-
heben, so dab je nach den entsprechenden Koppelerfor-
dernissen auf den urspriinglichen Verschiebungsansatz
des SRK 16 reduziert werden kann (Bild 4). In analoger
Weise wurden fiir das Programmsystem COSAR/E 84
drei rdaumliche Koppelelemente entwickelt, die in Bild 5
dargestellt sind. Als Basiselement fiir diese dreidimensio-

AU u,

Bild 4
Verschiebungsverlauf an einer Elementkante des SRK 32
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Bild 5
Riumliche Koppelelemente des Programmsystems COSAR/E 84
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nalen Koppelelemente dient das Hexaederelement
HK60. Aus diesem Element lassen sich in gleicher Weise
wie aus dem SRK 16 die drei vorgestellten Elemente
entwickeln. Das HK 99 ermoglicht den kompatiblen
Anschluf von vier Hexaederelementen an eine Element-
fliche und das HK 75 gestattet es, zwei. Hexaederele-
mente an eine Fliche anzukoppeln. Das HK 66 ergibt
sich mit Notwendigkeit bei der Verwendung des HK 99
und des HK75, wie spiter anhand des Bildes 14a)
deutlich wird. Da die Ableitung der Ansatzfunktionen in
genau der gleichen Weise erfolgt, wie beim SRK 32, soll
auf detailliertere Ausfilhrungen verzichtet werden. Bei
allen vorgestellten Elementen handelt es sich um voll-
kompatible, isoparametrische Elemente mit quadrati-
schen bzw. stiickweise quadratischen Verschiebungsan-
sitzen. Derartige Koppelelemente lassen sich problemlos
in vorhandene Programme einarbeiten. Die einzige
Abweichung ergibt sich aus den nur stiickweise differen-
zierbaren Ansatzfunktionen, die die allgemein iibliche
Gaub-Integration iiber das gesamte Element erschweren.
Am zweckmibBigsten fiilhrt man eine Koordinatentrans-
formation durch. Fiir das ebene Koppelelement (Bild 3)
gelten hierfiir die GIn. 13.

£ = %(z1+1) fir §>0, i=1,2

82=%(22+1)

£1=-;-(23—1)fiir £<0, i=1,2 (13)

‘4’2:%("4—1)

Die Integration einer Funktion F (1, &3) iiber die Fliche
—1<¢§ <+1,i=1,2, kann dann wie folgt aufgespaltet
werden.

+1+1

{ fl F (&), 8) d§ d&

1+1

T £ 5 P =g (e~ ) dog d

+1 +1

+ f f F( (z3—1), —(22+1)) dzg dzp

+1

f F ( (z1*1), —(24 1)) dz; dzy

+1 +1 1 1
+ _fl ~fl FG@*), 5(m+1) dy di]  (14)

Es kann jetzt die GauB-Integration auf die entstandenen
vier Einheitsquadrate unverindert angewendet werden.
Zur Verdeutlichung der Notwendigkeit dieser Transfor-
mation sollen die Formfunktionen Gy und G, iiber die
Elementkante im Bereich von —1 < £; < +1 integriert
werden.

i=2,4 V78] 1+ (5 1-5)|| £ <o



+1
Integrationstyp | Anzahl der| 5 Ain%
GauBpunkte -9 qu d’

exakt - 0,833333 0,0
GauB-Integration 3 1,042338 +25,0
(geschlossen) 4 0,769531 = Ts7
5 0,916058 + 9,9
6 0,803493 - 3,6
7 0,877525 + 5,3
8 0,816042 - 2,1
9 0,862799 + 3,3
10 0,822051 - 1,3
GauB-Integration 1 0,750000 -10,0
(stiickweise) 2 0,833333 0,0
3 0,833333 0,0

Bild 6

Ergebnisvergleich verschiedener Varianten der GauB-Integration
entlang einer Elementkante mit stiickweise definierter Ansatz-
funktion

Unter Vernachlissigung des Faktors f(£;), der im be-
trachteten Intervall als konstant angesehen werden kann,
ergeben sich die in Bild 6 dargestellten Werte. Die Er-
gebnisse belegen anschaulich die deutliche Uberlegenheit
der stiickweise durchgefiihrten Integration gegeniiber
einer herkémmlichen Gaufi-Integration hoherer Ord-
nung. Die Vorgehensweise fiir die rdumlichen Koppel-
elemente nach Bild 5 ist analog. Gl. 15 beschreibt die

Koordinatentransformation in 8 Einheitswiirfel.
& = %(21 +1)
b= 5 (tl)  firg>0,i=1,23

1
7 5(3+1])

& = %(z4—1)
g, - .;_(25_1) fiir £ <0,i=1,2,3 (15)
&3 = ';‘(16‘1)

5. Numerische Tests

Um die Leistungsfihigkeit der vorgestellten Elemente zu
verdeutlichen, wurden Testbeispiele ausgewihlt, zu de-
nen eine analytische Losung vorliegt. .

Als erstes Beispiel wurde mit ebenen Scheibenelementen
eine Kreisringscheibe unter Innendruck (Bild 7) berech-
net. Aus Symmetriegriinden wurde dabei lediglich eine
Viertelscheibe vernetat.

Um einen Vergleich des Aufwandes zur Ergebnisgiite zu
ermoglichen, wurden die vier in Bild 8 dargestellten
Varianten berechnet. Variante 1 und 2 sind konventio-
nelle Vernetzungen mit dem Scheibenelement SRK 16.
Bei der Variante 3 wurde das vorgestellte Koppelele-
ment SRK 32 verwendet. Variante 4 wurde mit Hilfe
einer Zwangsbedingungskoppelung realisiert, wobei die
Freiheitsgrade der gekreuzt gezeichneten Knoten eli-

r = 50 mm

r = 100 mm

E = 210000 N/mm’
vV = 0.3

P, = 200 N/mm’
Bild 7

Kreisringscheibe unter Innendruck (1. Testbeispiel)

Variante 1 Variante 2

4 ELl. 21 Knot. 16 EL. 65 Knot.
Variante 3 Variante 4
10 EL. 45 Knot. 10EL. 41 Knot.
Bild 8

Vernetzungsmodelle fiir die Kreisringscheibe

miniert werden. Als Bewertungskriterium wurde der
prozentuale Fehler zur analytisch ermittelten Ring-
spannung herangezogen. In Bild 9 ist der prozentuale
Fehler der Ringspannung iiber einen Radialschnitt
(horizontale Aufienkante des Modells) dargestellt. Wie zu
erwarten, fillt der Fehler bei den herkémmlichen
Varianten 1 und 2 vom Innenrand mit dem héchsten
Spannungsgradienten nach aufien hin ab, wobei die
fiir diese Elemente typische Oszillation des Fehlers zwi-
schen Eck- und Seitenmittenknoten auftritt. Die Ver-
wendung der Koppelelemente, die eine lokale Netzver-
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Bild 9
Prozentualer Fehler der Ringspannung der Kreisringscheibe
(Radialschnitt)

feinerung des Innenbereiches erméglicht, senkt den Feh-
ler in diesem Bereich deutlich ab. Der Fehler liegt jetzt
im Bereich des Fehlers der Variante 2, obwohl der Auf-
wand deutlich geringer ist. Der im Koppelbereich auf-
tretende Spannungssprung ist ebenfalls relativ klein.
Demgegeniiber zeigt die Zwangsbedingungskoppelung im
Koppelbereich ein auBerordentlich schlechtes Verhalten,
welches zum Innenrand hin abklingt, eine gesicherte
Aussage iiber den Koppelbereich jedoch nicht ermég-
licht. In Bild 10 ist noch einmal der prozentuale Fehler
der Ringspannung der Varianten 3 und 4 iiber dem ge-
samten Netz aufgetragen. Dabei wird das ausgeglichene
Verhalten der kompatiblen Koppelung gegeniiber der
Zwangsbedingungskoppelung besonders deutlich. Eine
ebenfalls durchgefithrte Berechnung der Variante 4, bei
der auf die Erfillung der Zwangsbedingung verzichtet
wurde, d. h., die Elemente wurden inkompatibel ver-
netzt, ergab FehlergroBen von iiber 40 % im Koppelbe-
reich.
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Variante 3

Variante 4

Bild 10

Prozentualer Fehler der Ringspannung der Kreisringscheibe
(Viertelscheibe)

a) kompatible Koppelung mit SRK 32

b) Zwangsbedingungskoppelung nach [5]

F =500 kN
X
¢ s
r

r = 500 mm F
L = 1000 mm E = 200000 N/mm’
t = 100 mm vV =03
Bild 11

Kreisbogentriger unter Querkraftbelastung (2. Testbeispiel)

Als zweites Testbeispiel wurde ein Kreisbogentriger
unter Querkraftbelastung entsprechend Bild 11 berech-
net. Die analytische Vergleichslésung wurde [9] entnom-
men. Der Triiger wurde an der Einspannstelle in Radius-
und Dickenrichtung verschieblich gelagert und es wur-
den lediglich die Starrkorperverschiebungen verhindert.
Die drei berechneten Varianten sind in Bild 12 darge-
stellt und zeigen einen méglichen Einsatz des dreidimen-



Variante 1 Variante 2

4 EL 51 Knot. 8 EL. 89 Knot.
Vcriaﬁte 3

10 EL. 108 Knot.

Bild 12
Vernetzungsmodelle zum Kreisbogentriiger

sionalen Koppelelementes HK75. Zur Auswertung
wurde der prozentuale Fehler der Biegespannungen am
Einspannquerschnitt betrachtet. Bild 13 zeigt die grafi-
sche Darstellung des Fehlers anhand eines Radialschnit-
tes an der AuBienkante der Struktur. Es zeigt sich eine
thnliche Spezifik des Fehlers wie beim ebenen Beispiel
der Kreisringscheibe. Der Einsatz der Koppelelemente
verbessert das Ergebnis am Innenrand gegeniiber der
Variante 1 betrichtlich. Die Losungsqualitit in der Um-
gebung des Koppelgebietes ist sehr gut, was auch anhand
des kleinen Spannungssprunges am Ubergang der Ver-
netzungen deutlich wird. Der Anstieg des Fehlers am
Aubenrand ist auf die dort vorhandene grobe Ver-
netzung zuriickzufiihren, die sich bei diesem Beispiel
aufgrund der Biegebeanspruchung wesentlich stérender
auswirkt, als beim Beispiel der Kreisringscheibe. Wie die
Variante 2 zeigt, ist die Verfeinerung in ¢-Richtung hier
von entscheidendem EinfluB. Die Ergebnisse der Tests
belegen anschaulich, wie ein sinnvoller Einsatz der Kop-
pelelemente wesentlich zu lokalen Lésungsverbesserun-
gen beitragen kann.

Bild 13
Prozentualer Fehler der Biegespannung am Einspannquerschnitt
des Kreisbogentrigers (Radialschnitt)
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Bild 14
Vernetzungsmoglichkeiten bei der Verwendung der vorgestell-
ten dreidimensionalen Koppelelemente

6. Zusammenfassung

Wie die Ausfiihrungen des vorliegenden Beitrages zeigen,
ist die Konstruktion und Implementierung der vorge-
stellten Koppelelemente in vorhandene Programme rela-
tiv einfach méglich und ohne grofen Mehraufwand
durchfiihrbar, da die entsprechenden Basiselemente
meist schon vorhanden sind und darauf aufgebaut wer-
den kann. Mit Hilfe dieser Elemente sind lokale Netzver-
feinerungen in Gebieten mit hohen Spannungsgradienten
wesentlich einfacher und mit giinstigeren Elementseiten-
verhiiltnissen realisierbar als mit Standardelementen, wo-
bei die Einsatzmoglichkeiten moderner Datengenerato-
ren verbessert werden, da regelmiBige Strukturen be-
giinstigt sind. In Bild 14 sind noch einmal mégliche Ver-
netzungsgeometrien dargestellt, die die Verwendungs-
moglichkeiten der vorgestellten 3D-Elemente veran-
schaulichen. Bild 14 a) zeigt die lokale Verfeinerung der
Ecke eines Quaders, die auch mehrstufig ohne Probleme
durchfiihrbar ist und in Bild 14 b) ist die lokale Verfei-
nerung einer Ecke dargestellt. Die Koppelungsméglich-
keiten iiber Verschiebungszwangsbedingungen, wie sie in
[5] vorgestellt wurden, erméglichten zwar gute lokale Ver-
feinerungen mit einer geringen Zahl an Freiheitsgraden,
fiihrten aber insbesondere bei der Spannungsberechnung
im Koppelbereich zu Verfilschungen der Lésung, die
sichere Aussagen iiber diesen Bereich nicht erméoglichen.
Eine Koppelung iiber die vorgestellten speziellen Kop-
pelelemente zeigt im Koppelgebiet ein wesentlich giin-
stigeres Verhalten, da aufgrund der hoheren Flexibili-
78

tit speziell in diesem Bereich eine bessere Anpassung an
die Losung moglich wird. Die guten Erfahrungen bei der
Verwendung dieser Elemente, bei verhaltnismifig gerin-
gem Aufwand lassen ihre Anwendung als empfehlens-
wert erscheinen.
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