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Ein kleinrechnerorientiertes BEM-Programm zur Lésung raumlicher
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Michael Busch, Meinhard Kuna

1. Einleitung

Technisch relevante Probleme der Kontinuumsmechanik
lassen sich meist nur mit Hilfe der modernen Rechen-
technik zufriedenstellend 16sen. Das am weitesten verbrei-
tete ‘Berechnungsverfahrenist die Methode der Finiten
Elemente (FEM). Daneben ist etwa im letzten Jahrzehnt
international eine Gruppe von Verfahren bekannt gewor-
den, die auf der numerischen Umsetzung einer Integral-
gleichung beruhen, welche iiber den Rand des Gebietes
formuliert ist. Sie werden zumeist unter der Bezeichnung
,,Randintegralmethoden” oder BEM (,,boundary ele-
ment method’’) zusammengefaBt.

Auf der Grundlage der BEM lassen sich allgemein an-
wendbare Computerprogramme zur Losung verschieden-
artiger Randwertaufgaben aus Physik und Technik auf-
stellen, die in ihrer Leistungsfihigkeit mit der FEM kon-
kurrieren kénnen bzw. iiberlegen sind, vor allem aber
auch dem computertechnischen Trend zum Kleinrechner
hin besser gerecht werden. Einen guten Uberblick iiber
den gegenwirtigen Entwicklungsstand der BEM und ihre
Anwendung auf ebene und riumliche Aufgaben der
Elastostatik, Plastizititstheorie, stationire und instatio-
nire Wirmeleitung, Bruchmechanik u. a. bieten die Ta-
gungsbinde [1] und [2].

Die Anwendung der FEM auf raumliche Elastizititsauf-
gaben erfordert hohe Rechenzeiten und betrichtliche
Speicherkapazititen sowie einen enormen manuellen
Aufwand zur Erstellung der Netzwerkdaten. Da sich bei
der BEM die Diskretisierung auf den Rand des Gebietes
beschrinkt, reduziert sich die Menge der einzugebenden
und zu verarbeitenden Daten im Vergleich zur FEM er-
heblich. In der BEM geht man von einer Fundamental-
16sung des problembeschreibenden Differentialoperators
aus. Somit kénnen bekannte Fundamentallésungen fiir
spezielle Gebiete vorteilhaft in das Verfahren einbezogen
werden [3]. Die weiteren Ausfiihrungen beziehen sich
auf die direkte Randintegralmethode, bei der die Inte-
gralgleichung direkt fiir die gesuchten Feldgrofien (Ver-
schiebungen, Randspannungen) aufgestellt wird.

Zur Behandlung riaumlicher elastostatischer Aufgaben
wurde von Lachat und Watson [4] eine effektive Ver-
netzungs- und Integrationsstrategie vorgeschlagen, wobei
zur Diskretisierung des Randes isoparametrische Ele-
mentformulierungen Anwendung fanden. Auf der
Grundlage des dort ausgearbeiteten Algorithmus wurde
das BEM-Programm DERBIE entwickelt, das vollstindig
auf einem Kleinrechner vom Typ SM4 realisiert werden
konnte.

Die hier vorgestellten Anwendungsbeispiele sollen Auf-
schluf geben iiber Genauigkeit und Effektivitiit des Ver-
fahrens. Entsprechend der Forschungsrichtung des IFE

wurden hauptsichlich bruchmechanische Probleme be-
handelt, obwohl das Programm universell auf elasto-
statische Aufgaben anwendbar ist.

2. Grundlagen der direkten BEM

Gesucht wird die Losung der gemischten Randwertauf-
gabe fiir das Differentialgleichungssystem der isotropen
Elastostatik:

a—g%ﬂwi(‘;):o (1a)
o3 [W 1= (wij + wy ) + Aoy wi i (1b)
wi (%) lagw = Wi (%) (1c)
4 (X) = 05 [W1n; (X) [0, = ti (X) (1d)

Der Spannungstensor o; 1_)berechnet sich nach Gl. (1b)
aus der Verschlebung w, b bezeichnet die Volumenkraft-

dichte und t die Randspannung. p und A sind die Lame’
schen elastischen Materialkonstanten. Die iiberstrichenen
Grofen sind auf dem jeweiligen Teil des Randes vorge-
geben, T ( )?) ist die AuBennormale im Punkt X auf dem
Rand.

Die Losung des Problems lidft sich als Summe zweier
Funktionen U und V darstellen, wobei Vv eine spezielle

Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist, und

u die homogene Differentialgleichung sowie die folgen-

den Randbedingungen befriedigt:

5 (X) = Wi (X) - v (X) (22)

T,(3) { o [w]- q[?]}-nj(‘x*) (2b)

Mit Hilfe der Fundamentallésung fiir die Wirkung einer
Einzelkraft im Vollraum lifit sich die spezielle Losung
des inhomogenen Problems sofort in integraler Form
angeben:

v () = 10 LY - b (F) av, @

Dabei lauten die Komponenten U;; ( X,y ) dieser als Kel-
vin-Lésung bekannten F undamentallosung [4]:

d+v)
8rE(1-v)r

{(3—4v)8ij+

U; (X,¥) =

(x; —y3) (% _Yj)} )

r

In Gl. (4) sind E und v die elastischen Konstanten, r ist
der Abstand zwischen X und y. Das Problem (1) wurde
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somit auf die homogene (Navier’sche) Differentialglei-
chung

0 oij [Tl}]
9%

reduziert, deren Losung U (X ) den Randbedingungen

(2) geniigen mus.

Eine Umwandlung des Problems in eine dquivalente

Randintegralformulierung geschieht mittels der Somig-
liana’schen Identititen:

= pyy t (RN =0 ©)

o (X)uj (X) + g{z T (X,7) y (¥)dS, = af{fz Uy (%, )4 (¥)ds,

wobei (6a)
85 X €Q\aQ (6b)
W 15,3 ean 6
9 %j (6¢)

Fiir die Spannungen an inneren Punkten erhilt man

05 (X) = af{zDi,-s (X, ¥)4(3)ds, - afsfz Sijs (X, ¥)us ()dS,

@)
Die Tensoren Tijv Dijs und S;;; ergeben sich
durch Anwendung des Hooke’schen Gesetzes (1b) auf
die Fundamentallésung Uy

Dijs = 0ijs [UT=u(Ujg 5 + Ujg ) + X855 Uy

Ty =0y (Ul ng; Sy, = 0y, [T] ®)
Bei Vorgabe der Randwerte entsprechend (2) stellt Glei-
chung (6a) eine Integralgleichung fiir die gesuchten Ver-
schiebungs- und Spannungswerte auf dem Rand dar.
Nach der Losung dieser Integralgleichung erhilt man mit
(6a), (6b) die Verschiebungen und mit (7) Spannungen
an inneren Punkten. Zur numerischen Umsetzung der
Integralgleichung wird zunichst der Rand des Gebietes
durch die in Bild 1 dargestellten Viereck- und Dreieck-
elemente diskretisiert. Bei den Dreieckelementen handelt
es sich um degenerierte Viereckelemente, die entstehen,
wenn man den Knoten 5, 6 und 7 gleiche Werte zuord-

net. Sowohl die Geometrie des Randes als auch die Feld-
groben u und t werden iiber die Formfunktionen N ( §)

durch die entsprechenden GrofienX ¢, u ¢ =1 (}’c) bzw.

Te=t (X©)in den Knotenpunkten ausgedriickt.

HORRE S

- P

u(§) = EIHCNC(E) &)
- > P 2

t(£) = 321 t ¢ Ne(§)

Im hier vorgestellten BEM-Programm DERBIE wird der
von der FEM her bekannte isoparametrische, quadrati-
sche Ansatz verwendet [5], dem die in Bild 1 dargestellte
Knotenzahl P entspricht.

Setzt man die Ansitze (9) in die Integralgleichung (6a)
ein, so erhilt man folgendes lineare Gleichungssystem fiir
die Randwerte u® ynd t° in den Knotenpunkten (a
durchliuft alle L Knoten der Struktur):
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Bild 1
Isoparametrisches Viereck- und Dreieckelement

d(bse) ;pm 2a > 2
luj F{iTu(xaaY(E))-

> -> -> M P . —->, > >
Ne(H)J(E)dE -z = Oy T (E)).
b=1 c=1 Eb

Ne(§)J(F)dat =0 (10)

Die Summation erfolgt iiber alle M Elemente E, der
Vernetzung und je Element iiber alle P Knoten. Dabei

—
ist J (_E)) die Jakobi’sche Determinante l—g—_g—l' Die

Knoten werden global so numeriert, da d (b, c) den c-
ten Knoten im b-ten Element darstellt. Beriicksichtigt
man die vorgegebenen Randwerte, so erhilt man ein
Gleichungssystem der Dimension 3L fir die verblei-
benden unbekannten GréBen. Die Koeffizienten des
Gleichungssystems und die Beitriige zur rechten Seite
setzen sich aus den Integralen der Gl. (10) zusammen
und werden numerisch mit Gau§-Produkt-Formeln aus-
gewertet. Aufgrund der Singularitit des Green’schen
Tensors ist die Integration bei der BEM aufwendiger als
bei der FEM. Je nach gegenseitiger Lage des Punktes
X @ und des Elementes, iiber das die Integration erfolgt,
sind folgende Fallunterscheidungen erforderlich:

1. Fall: x2 ¢ E
Die Integranden sind regulir, ihre Auswertung erfolgt
mit GauB-Produkt-Formeln [6].

2. Fall: x* € Ep ;a# d(b,c)

Die Integranden werden fiir y - X 2 singuliir. Die Funk-
tionen besitzen das folgende asymptotische Verhalten:

1
Uj €0 ()

1
T; €0 (—rg)

Ne € 0 (r)

Durch die Transformation_g = '§ (1) auf degenerierte,
dreieckige Subelemente wird erreicht, daf die Jakobi’

sche Determinante J = Ignﬁ € 0(r) ist.

Somit gilt:

Uy (R () - Ne(E @) - 1) € 0 @)

Ty (R (M) NeE @) -1 (F) €0 )

und die Integrale kénnen wie im 1. Fall berechnet werden.
3.Fall: x2 €Ey ;a = d(b,c)



Dann gilt:

1
Uy €0 ()
T; €0 (51)
Ne €0 (1)
J(M)EO @

Die Integrale mit den Green’schen Tensoren Uj; konnen
somit wie im 2. Fall beschrieben ausgewertet werden.
Die Integrale mit den Tensoren T;; existieren jedoch nur
im Sinne des Cauchy’schen Hauptwertes. Sie befinden
sich als Untermatrizen vom Format 3 x 3 auf der Haupt-
diagonalen. Ihre schwierige numerische Integration kann
umgangen werden durch Betrachtung einer Starrkorper-
translation der Gesamtstruktur, woraus sich die Haupt-
diagonalterme als negative Summe der iibrigen Koeffi-
zienten einer Zeile ergeben [4].

Die anschliebende Losung des voll besetzten, unsym-
metrischen Gleichungssystems erfolgt mit dem Gauf’
schen Eliminationsverfahren.

3. Beschreibung des BEM-Programms DERBIE

Das Programm DERBIE wurde in der Programmierspra-
che FORTRAN IV Plus fiir den Kleinrechner SM4—20
geschrieben. Auf dieser Rechenanlage stehen jedem
Nutzer nur 64 Kbyte zur Verfiigung, so daf eine 6kono-
mische Speicherausnutzung erforderlich war. Deshalb
wurde der in Bild 2 dargestellte Programmablauf in
Form einer Uberlagerungsstruktur realisiert. Das Unter-

MAIN DERBIE

DATEN | \MATINT SOLEX | |RESULT
GAUTRA| (WRITE MINV | | MPRD
GRFS

Bild 2

Prinzipieller Aufbau des BEM-Programms DERBIE

programm DATEN liest die Eingabegréfen wie Knoten-
koordinaten, Knoten-Element-Matrix, Art und Betrag
der vorgegebenen Randwerte und elastische Material-
konstanten ein. Gegebenenfalls werden Unstetigkeiten
des Randspannungsvektors an Ecken und Kanten durch
gesonderte Vorgabe von Eckpunktrandwerten beriick-
sichtigt. AuBerdem erfolgt in DATEN eine Aufarbeitung

der Eingabegrofen. In MATINT wird das Gleichungs-
system (10) durch Summation der Elementbeitrige ge-
bildet. Die elementweise Gaufi-Integration mit den in
Abschnitt zwei beschriebenen Fallunterscheidungen ge-
schieht mit dem Unterprogramm GAUTRA. Fiir den
zweiten Fall x® € Ey, a # d (b, c) wird die erforderliche

Transformation_g = 2(7))) vorgenommen. Die Routine
GRES stellt die Tensoren Uy und Tj; bereit. Danach
werden in MATINT die Ran(?werte eingearbeitet sowie
die Starrkorpertranslation zur Berechnung der Haupt-
diagonalkoeffizienten durchgefilhrt. Wenn eine be-
stimmte Anzahl von Zeilen berechnet ist, werden diese
durch das Unterprogramm WRITE auf Magnetplatte
abgespeichert. Das vollstindige, auf Magnetplatte be-
findliche Gleichungssystem wird anschlieBend nach dem
Gauf’schen Eliminationsverfahren mit einer blockwei-
sen speziellen Speichertechnik gelost, so daB auch um-
fangreiche Systeme mit dem geringen zur Verfiigung ste-
henden Hauptspeicher abgearbeitet werden kénnen. Im
Programm RESULT erfolgt der Ausdruck der berech-
neten Verschiebungen und Randspannungen. Die maxi-
mal mégliche ProblemgroBe entspricht etwa 330 Knoten
und 120 Elementen.

4. Beispiele

Die Effektivitiit des vorgestellten Verfahrens soll anhand
zweier Beispiele aus der Bruchmechanik demonstriert
werden. Im ersten Beispiel handelt es sich um die in
Bild 3 dargestellte Kompakt-Zug-Probe (CT-Probe). Auf-
grund ihrer Symmetrie geniigt es, ein Viertel zu vernet-
zen. Um den Einfluf der Diskretisierung auf die Ge-
nauigkeit zu testen, wurden Rechnungen mit einer gro-
ben und einer feinen Vernetzung durchgefiihrt, vgl.
Bilder 4 und 5 (die Schnittflichen vor dem Rif sind
schraffiert).

Es soll der Mode I-Spannungsintensititsfaktor Ky ermit-
telt werden. Dazu werden die aus der BEM-Rechnung er-
haltenen Offnungsverschiebungen der Rifufer in z-Rich-
tung herangezogen und daraus ein lokaler Spannungsin-
tensititsfaktor Kf fiir jeden RiBuferknoten berechnet:
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Bild 3
Kompakt-Zug-Probe (a=W/2, B=W/2, H=1.2W)
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Bild 5
Feine BEM-Vernetzung der CT-Probe (48 Elemente, 146 Kno-
ten)

K Bw'F

f=

9
8
7k O feines Netz
6

- A grobes Netz

$ . r/mm
L 1 1 1 L o

Bild 6
Extrapolationsverfahren zur Ermittlung von K{ fiir die CT-Probe
(Probenoberfliche, v = 0.0)
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In Bild 6 sind die K{-Werte fiir beide Netzwerke als
Funktion des senkrechten Abstandes r zur RiBfront
aufgetragen. K; erhilt man durch Extrapolieren von
K7 fiir r - 0, wobei hiervon der rifispitzenniichste Kno-
ten ausgenommen wurde, da in diesem Nahbereich die
Ribsingularitit offensichtlich unzureichend von der
BEM-Losung wiedergegeben wird. Es ergaben sich fol-
gende Resultate fiir den Geometriefaktor f = Ky BW1/2/
F:

Probenmitte  Probenoberfliche

grobes Netzwerk:

v =0.0 87 (9% 94 (-2%)

v =03 94 (-9%) 87 (0%
feines Netzwerk:

v =0.0 9.09 (-5%) 9.66 (1 %)

v=203 9.7 (-6%) 884 (2 %)
FEM [7], [8]:

v =0.0 9.60 9.60

v =03 10.35 8.70

Der Vergleich mit den FEM-Ergebnissen von [7], [8]
zeigt (relative Abweichungen sind in Klammern ange-
geben), daB die BEM mit diesen vergleichsweise groben
Vernetzungen eine zufriedenstellende Genauigkeit lie-
fert. Um die Kj-Verteilung in der Probenmitte genauer
zu reproduzieren, ist vermutlich eine feinere Diskretisie-
rung in Dickenrichtung néotig.

Das zweite Beispiel ist ein halbelliptischer Oberflichen-
riff in einem Quader unter homogenem Zug 0. Das kon-
struierte Netzwerk fiir die untere Quaderhilfte zeigt
Bild 7. Die Ermittlung des Kj-Faktors erfolgte wie im
vorigen Beispiel. Als Ergebnis wurden folgende K{-Fak-
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Bild 7

BEM-Netzwerk fiir Quader mit halbelliptischem Oberflichen-
rif (23 Elemente, 61 Knoten, Halbachsen der RiSellipse
a=0.3B,b=2.5a~L/6)

toren in den Scheitelpunkten A und B der Rififront-
ellipse (vgl. Bild 7) erhalten:



BEM: KIA = 09590/ ma ;KIB = 0.723 ov/7a

Auch hier ergibt sich gute Ubereinstimmung mit einer
FEM-Rechnung [9] fiir dieses Problem:

FEM: KIA =094l ov/ma; KIB = 0.6740+/ma

Exakte Aussagen iiber die Rechenzeiten sind nur schwer
moglich, da sie von der Aktivitiit der anderen Nutzer im
Multiprogrammbetrieb abhingen. Fiir die angegebenen
Beispiele schwankten die Liegezeiten zwischen 1/2 bis
4 h.

5. Diskussion

Nach den gewonnenen Erfahrungen eignet sich die di-
rekte Randintegralmethode sehr gut gur Losung raumli-
cher Probleme der Elastostatik. Im Vergleich zur FEM
geniigt eine weitaus grobere Diskretisierung, die sich
aufierdem nur auf die Korperberandung erstreckt, um
ein Ergebnis vergleichbarer Genauigkeit zu erzielen. Das
wird durch die angefiihrten Testbeispiele belegt. Die bei
Rifiproblemen erforderliche Verfeinerung des Netzwer-
kes in Rifnihe beschrinkt sich bei der BEM auf die
Oberfliche, so dab hierbei die Reduzierung des Diskre-
tisierungsaufwandes besonders groB ist. Da meist nur die
bruchmechanischen Kenngréfen interessieren und die
Losung auf dem Ri6 als Teil der Berandung sofort erhal-
ten wird, kann man auf die aufwendige Ermittlung der
Verschiebungen und Spannungen fiir das Kérperinnere
verzichten. Aufgrund des relativ geringen Speicherbe-
darfs ist die Implementierung eines BEM-Programms auf
einem Kleinrechner méglich. Das entwickelte BEM-Pro-
gramm DERBIE erlaubt die Behandlung riumlicher Auf-
gaben von beachtlicher Problemgrofe auf dem Klein-
rechner SM4—20. Durch Optimierung der Integrations-
technik, den Einbau spezieller Fundamentallosungen
und unendlicher Elemente sowie die Anwendung einer
Substrukturtechnik werden die Effektivitit und Lei-
stungsfihigkeit des Programms weiter verbessert.
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