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Anwendung der Randintegralmethode auf ebene RiBprobleme

in Fallen elastischer Anisotropie
H. Maschke

1. Einleitung

Alle Bereiche der Bruchmechanik — die Untersuchung
der mikrostrukturellen Prozesse beim Bruch, die Ent-
wicklung spezieller, bruchmechanischer Methoden der
Materialpriifung und die Sicherheitsbeurteilung rifsbe-
hafteter Bauteile — erfordern den Einsatz moderner nu-
merischer Methoden der Kontinuumsmechanik. Neben
der FEM werden dafiir international zunehmend compu-
terorientierte Randintegralmethoden (BEM) eingesetzt.
Auch in anderen Bereichen, die durch Kontinuumstheo-
rien beschrieben werden, haben Randintegralmethoden
Eingang gefunden [1] bis [4]. International besteht heute
die Tendenz, dab der Anteil der Rechnerkosten (fiir Re-
chenstunden bzw. -minuten) an den Gesamtkosten im
Gegensatz zu den Kosten der Datenvor- und -nachberei-
tung (fiir Arbeitskriftestunden) stindig sinkt. Bei An-
wendung der Methode der finiten Elemente ist die Ge-
nerierung der Netzwerkdaten auch bei Verwendung von
Datengeneratoren mit erheblichem Arbeitsaufwand ver-
bunden. Besondere Schwierigkeiten bereitet dariiber hin-
aus die Vernetzung unendlicher oder halbunendlicher
Gebiete. SchlieBlich sinkt die Genauigkeit einer FEM-
Approximation generell dann, wenn starke Feldgrofien-
gradienten auftreten, also z. B..in der Umgebung von
Singularititen. Zur Umgehung dieser Schwierigkeit wer-
den spezielle hybride Sonderelemente (z. B. Rifispitzen-
elemente) verwendet [5], [6], [7]. Es ist jedoch relativ
umstiindlich und mit hohem Rechenzeitaufwand verbun-
den, kompliziertere analytische Losungen in ein FEM-
Netzwerk einzubauen. Da Randintegralmethoden diese
Nachteile nicht aufweisen, sind sie fiir den Einsatz in der
linear elastischen Bruchmechanik besonders geeignet [8]
bis [13]. Ahnlich dem Vorgehen bei der FEM konnen
Rifispitzensingularititen durch knotenpunktdistordierte
isoparametrige Elemente modelliert werden [9]. Da fiir
die Existenz der Randintegrale Stetigkeit der Randwerte
nicht notwendig ist, hat man groBere Freiheit bei der
Diskretisierung als im Falle der FEM und kann z. B. auch
nichtkonforme Vernetzungen anwenden [14], [15]. Dies
ist — neben der Verminderung der Dimension der Diskre-
tisierung — ein weiterer Grund fiir die Anwenderfreund-
lichkeit der Randintegralmethode [15]. Unstetigkeiten
der Randspannungen lassen sich mit Hilfe doppelter
Knoten, ,,lokaler” Randspannungen [16] oder nichtkon-
former Elemente ohne Schwierigkeiten exakt modellie-
ren. Fiir die Behandlung von Anordnungen gerader ebe-
ner Risse werden mit Erfolg spezielle Fundamentallésun-
gen angewendet. Dabei eriibrigt sich die Vernetzung der
Risse und die Spannungsintensititsfaktoren kénnen di-
rekt mit hoher Genauigkeit berechnet werden [17]. We-
gen des geringen Vernetzungs- und Rechenzeitaufwandes

kann man mit Hilfe der Substrukturtechnik eine grofie
Zahl von Rissen beriicksichtigen [18] . Snyder und Cruse
[17] gaben die Fundamentallgsung fiir einen endlichen
Rif in der monoklin anisotropen Vollebene an. Daraus
kann durch Grenziibergang die Lésung fiir den halbun-
endlichen Rif gewonnen werden. In der vorliegenden Ar-
beit wird die entsprechende Lésung fiir den Fall trikliner
Anisotropie angegeben, so dab nun Fille beliebiger ela-
stischer Anisotropie behandelbar sind. Bei der Berech-
nung der Wechselwirkung stark geniherter Rifispitzen
mit Hilfe dieser Losurigen treten wegen der unumging-
lichen Substrukturgrenze zwischen den Rifispitzen je-
doch Fehler auf, die umso grofer sind, je geringer der
Rifispitzenabstand ist. Die RiBspitzenwechselwirkung
kann exakt ermittelt werden mit Hilfe der Fundamental-
16sung fiir zwei kollineare halbunendliche Risse, welche
in der vorliegenden Arbeit ebenfalls fiir den Fall allge-
meinster Anisotropie angegeben wird.

2. Grundgleichungen und Grundziige des Verfah-
rens

Verschiebungsvektor & und Spannungstensor  sind die-
jenigen kontinuumsmechanischen Feldgrofen, welche
die Verformung des Kontinuums und die Krifte im Kon-
tinuum beschreiben. Der Zusammenhang zwischen bei-
den wird durch den Verzerrungstensor € vermittelt. Im
Falle der linearen kompatiblen Elastostatik wird die Ver-
formung dlll;(ih duBere Lasten oder innere Krifte, die mit
der Dichte k verteilt sind, verursacht. Aufieren Lasten
entspricht der Randspannungsvektor ¥ mit

>_ > 0~
=n

t=12-70 2.1)

und 1 als dem Oberflichennormaleneinheitsvektor. Es.
gelten die folgenden Grundgleichungen:

F T @)=k (2.2)
T(@=C: TR 2.3)
T ROV +I I @4

Der Nabla-Operator 6 hat die Darstellung:

> > 9 9 0 0 > 0 > 0 >
= —_— )= [ — +
v=v ox 9y’ az) ax 1 dy 2" 3 (25)

Der Hookesche Tenior C stellt den hier linearen Zusam-
menhang zwischen ¢ und € her. Aus (2.2) — (2.4) folgt
die Gleichung fiir den Verschiebungsvektor:
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D-3(@)=k (?) (2.6)

D-w-C-v @27)

wegen der Symmetrieeigenschaften von C.

Mit Hilfe einer Fundamentallsung U (?, ?’) liBt sich
die Losung von (2.6) wie folgt darstellen:

> -

T =JUGET) K (T)dV (2.8)

Demnach geniigt Uder Gleichung:
D:-URD=Es(F7 (2.9)

mit E als dem Einheitstensor und der Diracschen Delta-
funktion & . Zentrales Problem kontinuumsmechanischer
Rechnungen ist die Lésung von Randwertaufgaben. Bei
sachgemiBer Vorgabe von Verschiebungs- und Span-
nungsvektorwerten auf dem Rand 0 B eines Gebietes B
sind die restlichen Randwerte sowie die Felder im In-
nern zu bestimmen. Aus Bettis Reziprozititssatz erhilt
man die folgenden Gleichungen (fiir den Fall fehlender
Volumenkrifte):

JIUETY-T@ =T (T, F) -2 (@)1dS

/'c”(‘r") - (F) falls 7' auf OB (2.10)
=—u(7)falls T in B (2.11)
0 sonst (2.12)

T ist der aus U abgeleitete Tensor der Randspannungen.
Der Tensor ¢ hiingt von der lokalen Geometrie des Rag-
des ab. Da seine explizite Berechnung praktisch imr?‘e‘r
umgangen werden kann, sei hier nicht niher darauf ein-
gegangen. Uber die Gleichung (2.11) kann das Verschie-
bungsfeld in B berechnet werden, falls alle Randwerte
bekannt sind. Durch Anwendung der Operationen (2.4)
und (2.3) auf (2.11) erhillt man die Darstellung der Ver-
zerrungen und Spannungen. Bei sachgemifer Vorgabe
von Randwerten stellt (2.10) eine Integralgleichung zur
Bestimmung der zunichst unbekannten Randwerte dar.
Im Rahmen der direkten BEM wird diese Gleichung auf
der Grundlage einer geeigneten Diskretisierung des Ran-
des und numerischer Integration iiber die Randelememte
rechentechnisch geldst.

3. Spezielle Fundamentallésungen fiir ebene Rif-
probleme

In ebenen Fillen sind alle Feldgrofen (abgesehen von
moglicher linearer Abhingigkeit von u3) unabhingig von
z. Damit ist

> > 9 9
V=Y Grray) (3.1)

Fiir die Darstellung von U wird folgender Ansatz gewihlt
(siehe auch [19]):
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U@ ¥)=D VE¥) 32
mit

_ 0 0, l=~xn

-5 (o5 =3 D2 D (33)
als dem Tensor der Adjunkten von Dy . Man erhilt
IDI V(Z,7)=6(%, 7 (3.4)
mit

| B IDI —y ) =— . .
ID (ax’ay) 3D D (3.5)

V ist also Fundamentallésung des Operators ID |. Damit
=

haben Spannungstensor S und Randspannungstensor"f ,
welche U entsprechen, die Darstellung:

= ~ ~
SET):=C:9U@E7) (3.6)
TR, ?)=n-C: 90 3,7 (3.7)

Zunichst ist die Fundamentallésung fiir die Vollebene zu

konstruieren. Als elliptischer Operator in —a—a— und aL
hat ID | die Form: x y

ID 1= 4y Ay Ag (3.8)
mit
a2 32 a2

= _ 4 _t T — 3.9
Damit hat V die Darstellung:

3
V=2 Refy (z) (3.10)

k=1
mit
Zx =xtupy (3.11)
die uy sind die Wurzeln der Gleichung
IDI(1,u)=0 (3.12)

wobei zu gelten hat: Im u, > 0.

Wie bekannt, ist der Logarithmus von zj — 2’ die Fun-
damentallssung des Operators Ay mit

7' =Xty (3.13)

Damit hat V die Form:

13 , )
V= 33 E=1 Re [Ay (7, — 7 )4 In (z. —2 )], (3.14)

und es ist

U; = §=1 Re [Ay vig In (z — 7)) (3.15)
3

Sa=2 RelAy s — (3.16)



3 1
Ta=Z RelAgta Zk—zk'] (3.17)
mit
Vik = D; (1, 1) (3.18)
sk = Cjmn V n (1 M) Vmk (3.19)
ta = 15 Cymn Vi (1 M) Vmk (3.20)

Hier wie im folgenden gilt die Einsteinsche Summations-
konvention. Die komplexen Konstanten A, werden z. B.
durch die Bedingung der Stetigkeit der Verschiebungen
und die Wahl der Richtung der Einheitskraft (z. B. &)
bestimmt:

3
I Imvg Al =0

. firi=1,2,3 (3.21)
E—l Im [slil{ Ak/”k] = 83/2 w

Hier ist 5;; das Kronecker-Symbol. Man erhiilt unabhiin-
gig von | das gleiche Ergebnis A;, Ay, A3.

Als niichstes sind die Randbedingungen fiir die drei Ri6-
konfigurationen a, b, ¢ (vgl. Bild 1) zu erfiillen. Die Risse
liegen hier auf der x-Achse, konnen aber iiber eine an-

y
al
bsxsc
b) y b c
-=<x3C
X
c
c) y
-oo<xib CS X<oo

Bild 1

Die Rigeometrien der Fundamentallésungen a, b bzw. ¢
a — endlicher Rif

b — halbunendlicher Rif

¢ — zwei kollineare halbunendliche Risse

schlieBende Koordinatentransformation jede gewiinschte
Lage in der x-y-Ebene einnehmen. Der Lastfreiheit der
Rifsufer entspricht die Forderung

S121= 8221 =593, =0firl=1,2,3 (3.22)

in den entsprechenden Bereichen der x-Achse. Dies wird
durch Uberlagerung geeigneter Funktionen J (a, §) er-
reicht. Generell hat die Losung die Form:

3
U= Re A vip In o~ )~ (oo )

_ 3
K (K vin I o)1} (3.23)
Sij1 = > Re{ Ay sijii [1/ (i — 7") = T (z> %))
k=1-
_ 3 S,
A Z i sy d (oo T (3.24)
3 ’
Til = E—l Re {Ak ik [1/(zk - zk') - J'(zk, Zy )]

— 3 ° ,
A Z_ Kl tin I s 7)1} (3.25)
mit

J (e, B) = :1% J (o, B) und

k firm=1
n=<k* fiirm = 2

k** fiir m = 3; k, k*, k** =1, 2, 3 zyklisch vertauscht

(3.26)

Die Konstanten K, gewinnt man durch die Losung der
Gleichungssysteme:

Ky s12mk + Kok s12ic* * Kaik s1216** = 5121k

K1k s2o1kc + Kopk sp21c* + Kajk sponc** = 821 (3.27)

*

*
Kiik s231k * Kog s231* * K3k 8231k
=Sgg mitl=1,2,3;k=1,2,3

Fiir die Geometrien a, b, c gelten die folgenden Darstel-
lungen:

a) endlicher Rif:
J@B=ln[vVe-b vVB—c +Va-c VB-b ]
—In Wa—b + Va—c ]

Va—b Va—c —a—+/B=b V-c +8

Y (@,B)=
2vVa—-b Va—c (a—p)
(3.28)
b) halbunendlicher Rif:
J(@,B)=In[Va—c ++B-c ]
J (@, p =Yoo —VB-c (3.29)
2vVa—c (@—B)

c) zwei kollineare halbunendliche Risse:

J(@,B)=In[v/a—b vVc—B +ve—a+/B-b ]

7 (a,B)=\/a*b Ve—a —+/B-b v/c—8 (3.30)

2vVa-b Ve—a (a—B)
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4. Zur direkten Berechnung der Spannungsinten-
sititsfaktoren

Entsprechend der Asymptotik des Spannungsfeldes an
Riispitzen gilt fiir die Spannunggintensititsfaktoren Kj,
Ky, Ky die Darstellung:

Ki=v/27 lim o l9-
1 22 '9=0
Kiy=v27 lim o l9= 4.1
11 r 12 '9=0 ( )

Kpi=v27 lim 092 g
1 -0 23 040

mit r als dem Abstand zur RiBispitze.
Aus (2.10) erhilt man:

K=/ [F1o )T )= Fy (D) - % ()]1dS
K=/ [Fao )T )~ Fy () - TS (42)

K=/ [F3o () T () = Fyy (7) - & ()] dS
mit

3 *
Fro1= E=l Re 829mn flmnk (x,y)
3 *
Fin= 1?=1 Re 892 mn £l ni (% Y)
3 *
Fao1 = E=1 Re 819mn flmnk (x,y) 4.3)
3 "
Fo11 = lil Re s19mn flmnk (x,y)
3 *
F3i= 1?:1 Re 823mn fip i (% )

3
F3g1= E; . Re 893mn f1m i (%)

sowie

ffi,-k (x, ) = — vijie Ay T () Vi (L, 1)

3
“Bc 2 wjn K" () V4 (1, ) (44)

fl;i;k (% y) = — tijk A J™* (@) Vi (1, 2y)

_ 3 ,
- Ak z ltljn ijk J * (zn)Vi @, u'n)
m:

Dabei gilt wieder (3.26).
Es ist

*@p)=S

23 — d '
dﬁ J(a7 6) 5 J (avﬁ)—a'EJ (aaﬁ) (4‘5)

Fiir die drei betrachteten Rifitypen (Bild 1) erhélt man:
20

a)
linke Rifispitze:

I'@-=J; @=lim V5= I' @)
Va—c
2va-b Ve-b

I @1y @=lim VB=F I @)

- Veb (4.6)
4va-b Va—c (a—b)

rechte RiBspitze:
V@=Jg@=ln Vo-c J"@h

Vva-b
2va—-c Ve-b

J’*(a)=J;(a)=}3ir_r: VB—c J™ (@)

= b 4.7

—4\/0-—1) Va—c (@—c)

b) !
J*(a)=gx_g VB—c J*(a,p) =

2Va—c

I* @=lim VBoe J" @02 - = (4

4va—c (a—c)

©)
linke RiBispitze:

F@=J <a)=1‘;ugbx/n—b I* @p

c—aQ

=2\/a—h Ve—b

I @=17 @ - lim VB-b J* (@,

d

= b (4.9)

_4\/a—b Ve—a (@—b)

rechte Riispitze:
F@=Jg (@)= };i'—'»‘c Ve—B J* (@, B)



a—b
2vVc—a Ve-b
I* @y @-lim Ve=B 1" @0

- Ve—b (4.10)
4va-b Ve—a (c—a)

5. Einige numerische Ergebnisse

Auf der Grundlage der vorgestellten Fundamentallésun-
gen wurden am IFE Halle die Programmsysteme ATA-
LANTE und ATRIDE als Realisierung der direkten BEM
fiir ebene Probleme mit monokliner bzw. trikliner Aniso-
tropie entwickelt. Isotrope Rechnungen werden vorteil-
haft mit dem Programm ATALANTE durchgefiihrt, wo-
bei die elastischen Konstanten in einer Epsilon-Umge-
bung der isotropen Werte zu liegen haben mit € ~ 10—3.
Fiir die Diskretisierung werden quadratische isoparame-
trige Elemente benutzt. Die Elementintegration erfolgt
nach der Gauss’schen Quadraturregel. Singulire Integrale
werden nach einer Quadraturregel mit logarithmischer
Gewichtsfunktion ausgewertet bzw. durch die ,,Methode
der Starrkorpertranslation” bestimmt (vgl. [20]). In Bild
2 ist schematisiert eine Kompaktzugprobe (CT-Probe)
dargestellt und ihre Vernetzung mit 9 Randelementen

1.2 W

a=W/2

M — -
F

Bild 2
CT-Probe und BEM-Diskretisierung mit 9 Elementen
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5
& .25+
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Abstand zur Rifspitze r/a

Bild 3
Lokale Spannunggsintensititsfaktoren der CT-Probe, berechnet
mit Standardversion der direkten BEM.

fiir die Standardvariante der BEM, bei der die Voll-
raum-Fundamentallésung zum Einsatz kommt. Das fol-
gende Bild 3 zeigt den Verlauf des ,lokalen™ Span-

nungsintensititsfaktors K, aus dem durch Extrapola-
tion, wie bei der FEM iiblich, K| bestimmt wird.

Im isotropen Fall gilt:

*  V2m Euy(r)
K; (@ W (5.1)

Der Vergleichswert Ko wurde Tadas Handbuch [21] ent-
nommen. Es zeigt sich, daf auch mit der groben Diskre-
tisierung von Bild 2 die Knotenwerte sehr gut auf einer

Tabelle 1

Ergebnisse einiger FEM-Rechnungen fiir die CT-Probe. Die Rand-
kollokationslésung aus [21 ] diente als Vergleichswert.

Methode

Knoten  Genauigkeit CPU-Zeit
in Sekunden

FEM mit hybridem
Rifispitzenelement
und 5 Ansatz-
funktionen 33 +0,5 % 73
Dasselbe mit
9 Ansatzfunktionen 33 —0,5% 241
FEM mit isopara-
metrigen Viertel-
punktelementen 136 -1% 159
FEM mit einfachen )
Dreieckelementen 384 —-29% 1500
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11 BE 21 BE

i 74 sec 269 sec

0.225 °/

7 BE

27sec

0.85 %

Bild 4
Verschiedene Diskretisierungen der CT-Probe bei Verwendung
der Fundamentallésung b, CPU-Zeiten und Genauigkeit

e
T

4 —o -

Bild 6

rung mit 4 bzw. 8 Elementen (Fundamentallésung a)

’- o —
)

——o0— \Q -0 <

Bild 5

Rechteckige Scheibe mit schrigem AuBenrif, FEM- und BE‘M-
Diskretisierung (Fundamentallésung b)

Geraden liegen, deren Extrapolation den Vergleichswert
mit einer Genauigkeit von etwa 1 % reproduziert. Da
hier keine knotenpunktdistordierten singuliren Riispit-
zenelemente verwendet wurden, weicht der jeweils rifi-
spitzennichste Knotenwert von der Geraden ab. Zum
Vergleich sind in Tabelle 1 die Rechenzeiten einiger
FEM-Rechnungen fiir das gleiche Problem angegeben
(vgl. [22]). Die Rechnungen wurden stets mit der EDVA
EC 1040 durchgefiihrt. Noch vorteilhafter ist die BEM
bei Verwendung der Fundamentallésung b. Aus Bild 4
wird ersichtlich, daf die grobste Vernetzung, mit der die
CT-Probe iiberhaupt diskretisiert werden kann, véllig
hinreichend ist und das Ergebnis mit hoher Genauigkeit
liefert. Um im isotropen Fall auch die Berechnung des
Faktors Ky einzubeziehen, wurde eine Rechteck-Zug-
probe mit schrigem AuBenrifi betrachtet. Bild 5 oben
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zeigt das Netzwerk fiir eine FEM-Rechnung, die zum
Vergleich herangezogen wurde (vgl. [22]). Darunter ist
die BEM-Diskretisierung bei Verwendung der Funda-
mentallosung b dargestellt. Zum Vergleich wurde eine
Rechnung von Bowie [23] herangezogen. Die Ergebnisse
stimmten in beiden Fillen innerhalb der Genauigkeit der
graphischen Darstellung mit denen von Bowie iiberein.
Die CPU-Zeiten lagen bei 11 min (FEM) bzw. 26 sec
(BEM) fiir die Berechnung von Ky und Kj;. Am Beispiel
einer rechteckigen, durch Vorgabe der Verschiebungen
gezogenen Rechteckscheibe mit zentralem Innenrifs wur-
de der Einfluf der Anisotropie untersucht. Fiir den iso-
tropen Fall liegen hier Ergebnisse von Isida [24] vor. Bei
isotropen BEM-Rechnungen zeigt sich, daf hier die grob-
ste mogliche Vernetzung (Bild 6 unten) bei Verwendung
der Fundamentallésung a zu einem Fehler von 5 % fiihrt.
Offenbar ist hier die Diskretisierung der rifispitzennahen
Seitenbereiche zu grob. Eine Vernetzung mit 8 Elemen-

ten (Bild 6 oben) fiihrt zur Ubereinstimmung mit Isida’s

Ergebnis innerhalb der Genauigkeit der graphischen Dar-
stellung. Als anisotrope Modellsubstanzen wurden die
Alkalihalogenide LiF und KBr gewihlt, die einen relativ
grofen elastischen Anisotropieparameter aufweisen.
Durch Drehen der kristallographischen Hauptachse aus
der Symmetrielage heraus lifit sich damit monoklines
(Drehen in der Ebene) und triklines (Drehen aus der
Ebene heraus) Materialverhalten modellieren. Bild 7
zeigt die Verliufe der normierten Spannungsintensitits-
faktoren F; und Fy. Der Anisotropieeffekt betrigt hier
zwischen 10 und 20 % von K;. Um die Fundamentalls-

Rechteckige Scheibe mit zentralem Innenrif, BEM-Diskretisie-
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6, 1/1,- a Normierte Spannungsintensititsfaktoren des zentralen Innenris-
0 ses (Bild 6) in einer rechteckigen anisotropen Zugprobe. @ ist der
2 Winkel zwischen Zugrichtung und kristallographischer Achse

O- Py

Bild 8
Diskretisierung der ,,doppelten CT-Probe” fiir den Test der Fun-
damentall6sung ¢

sung c zu testen, wurde eine ,,doppelte” CT-Probe unter-
sucht (Bild 8). Bemerkenswert ist die gute Ubereinstim-
mung der Ergebnisse (besser als 1 %) mit denen der ,,ein-
fachen” Probe auch im Falle der grobsten Diskretisie-
rung der riiabgewandten Seite (Abb. 4 unten) der einfa-
chen Probe.

6. Schlubemerkung

Die Uberlegenheit der BEM iiber die FEM bei der Losung
ebener elastostatischer Rifiprobleme ist nach Aussage der
vorgestellten Rechenbeispiele evident. Um aus der Ver-
wendung spezieller Fundamentallésungen vollen Nutzen
zu ziehen, ist die Realisierung einer Substrukturtechnik

notig [8). Das trifft insbesondere auf die Fundamentalls-
sung ¢ zu. Es sei bemerkt, daf die Generierung der BEM-
Randvernetzung im ebenen Falle extrem einfach ist. Das
gilt auch fiir die Generierung der Substrukturgrenzen, fiir
die in aller Regel Geraden gewihlt werden kénnen. Die
guten Ergebnisse auch der Standardvariante (Bild 2 und
3) weisen darauf hir, daf Randintegralmethoden auch
fir rdumliche elastostatische Rechnungen gegeniiber der
BEM favorisiert sind. Wegen der einfachen Handhabung
empfiehlt sich die Entwicklung von BEM-Programmen
fiir Kleinrechner, welche in den verschiedensten Institu-
tionen zunehmend zur Verfiigung stehen.
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