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Geometrisch und physikalisch nichtlineare Statik ebener

Stabtragwerke mittels STATRA

H. Miiller, E. Bothe

1. Ubersicht

Der Baustein 9 des Programmsystems STATRA ist in be-
zug auf die ErfaBbarkeit folgender Aspekte eine Weiter-
entwicklung des Bausteins 1 [1]:

a) heterogene Werkstoffverteilung
b) nichtlineare Kurzzeitstoffgesetze
¢) Eigenspannungszustinde
d) grobe Verschiebungen bei Verzerrungen klein gegen
eins
) Langzeitstoffgesetze (Kriechen, Schwinden).
Hier werden die Aspekte a) bis d) behandelt, zur Vor-
gehensweise beziiglich e) siehe [2], [3]. Die verwendete
inkremental-iterative Arbeitsweise gestattet die Erfas-
sung quasi beliebiger Lastprozesse bis zum Systemversa-
gen durch totalen Steifigkeitsverlust am Ende des ,,sta-
bilen” Bereiches der Last-Verschiebungs-Kurve. Die Er-
ginzung fiir Durchschlagsprobleme, bei denen auch der
»instabele” Bereich dieser Kurve durchlaufen werden
mus, ist z. Z. noch nicht abarbeitbar. Es wird dann von
der Last- zur Verschiebungs-Steuerung iibergegangen,
wofiir eine Reihe von Vorschligen vorliegt, so z. B. [5],
[6]. Auf die vorhandenen Algorithmen und Programm-
teile zur Erfassung vorgespannter Systeme bei Beriick-
sichtigung unterschiedlicher Vorspanntechnologien wird
hier ebenfalls nicht eingegangen. Die hier beschriebenen
Algorithmen sind in der Programmiersprache PL/1 for-
muliert und werden zur Zeit auf einer Anlage ES 1040
abgearbeitet. Der Hauptspeicherbedarf wird vom Haupt-
programm gesteuert und richtet sich nach Anforderung
(problembedingt) und Angebot zum Abarbeitungszeit-
punkt.

2. Stoffgesetze

Zur wirklichkeitsnahen Beschreibung der Spannungs-
Dehnungs-Abhingigkeiten eines Teilwerkstoffes wird
eine Unterteilung des gesamten Dehnbereiches in Ab-
schnitte vorgenommen. Die Approximation der vorlie-
genden Funktion erfolgt abschnittsweise jeweils durch
ein Polynom, damit werden nur wenige Polynomglieder
benétigt.
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Es sei darauf hingewiesen, dab in Abhingigkeit vom Be-
lastungsprozefi (Belastung — Entlastung) unterschiedli-
che Stoffgesetze verwendet werden miissen.
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Bild 1
Darstellung der Stoffgesetze

3. Eigenspannungen

Zur Beriicksichtigung von Eigenspannungen wird der
Querschnitt in einzelne Bereiche unterteilt. Innerhalb
eines Bereiches erfolgt die im Bild 2 beschriebene Trans-
formation des Stoffgesetzes, dabei wird dem Koordi-
natenursprung des transformierten Systems der gemit-
telte Eigenspannungswert des Querschnittsbereiches
zugeordnet.
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Fir die Approximation eines kontinuierlichen Eigen-
spannungsverlaufes sind die folgenden Bedingungen zu .
beachten:

Wegen der Forderung der Schnittkraftfreiheit miissen die
nachstehenden Spannungsintegrale den Wert 0 ergeben,

N = FfaE dA @
M, = [oe ydA 3)
My = fog 2dA @)

und aus Griinden der Spannungssymmetrie bei ebenen
Tragwerken muff
og (v,2) = og (v, —2) (5)
gelten.
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Transformation des Stoffgesetze:



4.  Schnittkraft-Deformations-Abhingigkeiten
am Querschnitt
4.1. Querschnittsmodell

Im Programm erfolgt die Einteilung des Querschnitts in
einzelne ,,Fasern” (Bild 3), und zwar in punktférmige
wie Bewehrungsstihle und biegesteife wie Beton- und

Stahlquerschnittsteile. Den punktférmigen ,,Fasern”
ist ein moglicher Neigungswinkel zur Stabachse zuzu-
ordnen. Die Breite der biegesteifen ,,Fasern” mub iiber
die Querschnittshohe linear verinderlich angegeben wer-
den kénnen.

b (y) = by t ;¥ (6)
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Die Feinheit der Unterteilung des Querschnitts ist im we-
sentlichen von der Bedingung abhingig, da jedem Quer-
schnittsteil ein Bereich eines Stoffgesetzes zugeordnet
sein muf.

4.2. Biegemomente und Normalkrifte

Das zugrundegelegte Modell der Schnittkraft-Deforma-
tions-Abhingigkeiten ist charakterisiert durch zwei von-
einander unabhiingig gedachte Teilzustinde. Der erste
koppelt — unter Voraussetzung der Ebenenhypothese —
das Biegemoment M und die Normalkraft N mit den De-

formationskomponenten gf— (Anstieg der Dehnebene)
1

und der Dehnung €, einer vorzugebenden Bezugsachse.
Der zweite Teilzustand beschreibt die Abhingigkeit zwi-
schen der Querkraft und der mittleren Gleitung. Fiir die
Normalkraft bzw. das Biegemoment kénnen damit unter
Beachtung der erdrterten Beschreibung der Querschnitts-
geometrie und der Form des Stoffgesetzes fiir einen Teil-
querschnitt r die folgenden Abhingigkeiten von den De-
formationskomponenten erhalten werden:
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Fiir einen Teilquerschnitt s, vgl. Bild 3, gilt analog:
1= 1, q
\4
Ns = As COS Qg IEO El(em +ax~1— YS)l (10)
M, = Nyys 1

Die resultierenden Schnittkrifte des Querschnitts lassen
sich als Summen der Teilquerschnittskrifte schreiben,
diese sind damit nichtlineare Funktionen der Parameter
der Dehnebene

N = IN_ + ZN, (12)
r S

M=ZM, + ZM, (13)
T 8

Mit den Gleichungen (12) und (13) kann jedem Para-

meterpaar €,,,

:i eindeutig ein Schnittkraftpaar M,
X1

N zugeordnet werden.

4.3. Die Linearisierung der Schnittkraftfunktionen

Bild 4 zeigt die Tangentenlinearisierung der Schnitt-
kraft-Deformations-Abhingigkeiten innerhalb eines Ite-
rationsschrittes. Die ridumliche Fliche stellt den Zu-
sammenhang zwischen einem Schnittkraftparameter und
den Deformationsparametern dar.

Im Berechnungsschritt i wird die gekriimmte Fliche
durch die Tangentialebene im PunktR;_; ersetzt. Grund-
lage sind die im Iterationsschritt i — 1 ermittelten Para-
:—‘p . Die Tangentialebene ist durch die
xi

partiellen Ableitungen der Schnittkrifte und durch das
Absolutglied Roi—l bestimmt. Koppelt man so Schniti-
kraft und Deformationsparameter des i-ten Iterations-
schnttes, s0 folgt das Glelchungssystem (14):
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Bild 4 )
Tangentenlinearisierung der Schnittkraftfunktionen



Die Ableitungen der Schnittkrifte nach den Deforma-
tionskomponenten lassen sich aus den Gleichungen (8)
bis (13) leicht ermitteln. Zur Einfiihrung in die Form-
nderungshedingungen des Differentialgleichungssystems
des Stabes muf das Gleichungssystem (14) nach den De-
formationskomponenten aufgelost werden, d. h., die
Steifigkeitsmatrix des Querschnitts ist zu invertieren.

4.4. Die Abhingigkeit zwischen Querkraft und Glei-
tung

Der zweite Teilzustand beschreibt die Abhingigkeit zwi-

schen der Querkraft und dem Gleitwinkel des Stabes. Bei

Stahlbetonstiben wurde das in [2] beschriebene Fach-

werkmodell verwendet.

Es besteht aus der Betondruckzone — bekannt mit der
Lage der Dehnebene aus dem ersten Teilzustand und
der moglicherweise darin liegenden Lingsbewehrung,
der Schubbewehrung, den sich ausbildenden Beton-
druckdiagonalen und der Lingsbewehrung im Zugbe-
reich des Querschnitts.

a! —] — Betondruckzone
R C. Fachwerkhshe

_‘.g Beton zwischen den
\I|_ Rissen (RiBrichtung)

Bild 5
‘Querkraft-Gleitungs-Modell

Die Fachwerkgeometrie folgt im wesentlichen bereits
aus der Systemeingabe, nur die Hohe wird aus dem
Gleichgewicht der Schnittkrifte im Teilzustand 1 er-
mittelt. Die Auswertung des Modells fiihrt zu einem
linearisierten Zusammenhang zwischen der Querkraft
und dem Gleitwinkel, dabei erfolgt ebenfalls innerhalb
des Algorithmus eine iterative Verbesserung:

A A
v=(49) -0 (15)
Alternativ kann im Programm zwischen Querkraft und
Gleitung auch ein fixierter linearer Zusammenhang ver-
wendet . werden. Das ist dann zweckmiBig, wenn das
Fachwerkmodell nicht einsetzbar ist:

— beim Stahlbeton, wenn der gesamte Querschnitt iiber-

driickt ist
— bei Stahlverbund- und Stahlsystemen.

5. Das Differentialgleichungssystem im Stab

Die Verschiebungen resultieren aus Spannungen, Tempe-
raturinderungen einerseits und aus spannungslosen Vor-
verschiebungen — mit » gekennzeichnete Variable — an-
dererseits. Schubdeformationen werden niherungsweise
durch die gegeniiber dem Querschnittsdrehwinkel um
den Querkraftgleitungswinkel 7 verinderte Drehung der
Stabachse beriicksichtigt. GréBeneinschrinkungen fiir die
Verdrehungen — und damit auch fiir die Verschiebungen

> X1'u

X, W

Bild 6
Verschiebungen und Schnittkrifte des differentialen Stabele-
mentes

— werden im Gegensatz zur Theorie II. Ordnung nicht
mehr vorgenommen, lediglich die Dehnungen werden in
der Grobe eingeschriinkt.

<1 (16a,b)

Damit ergeben sich:

dw _ tan (p+ 9 +—y)-(i‘l_+1)__di (17)
dxl dxl dxl

du 1, du 2 ,dw. 2. dw dw
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Die Gleichgewichtsbedingungen am differentialen Ele-
ment fithren zu den Gleichungen (19) bis (21).
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Die Abhingigkeiten zwischen den Schnittkriften und
den Verschiebungs- bzw. Verdrehungsableitungen miis-
sen unter Beachtung der linearisierten Schnittkraft-
Deformations-Abhingigkeiten ~ geschrieben  werden.
Durch Inversion der Steifigkeitsmatrix des Querschnitts-
(14) ergeben sich die Koeffizienten der Schnittkrifte in
den Gleichungen (22) und (23) bzw. die Terme, die die
Absolutglieder der Schnittkrifte enthalten.
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Die linearisierte Differentialbeziehung fiir ((11_w folgt bei
X1
Beachtung der Querkraftgleitung aus (17) und
dQ
(..., Q:QO+ Hd‘)’)zu

dw

- dQ, -1
I @+ (5;) Q—-Qp) +

* du dw
tan(p+o+7) (S +1) - _ 25
«'m(wcp*r)(dx1 ) il (25)
Der Rechteckklammerausdruck ist — im Rahmen der
iterativen Losung — als bekannt anzusehen.

Zwischen den Schnittkréften N und Q (normal bzw.
orthogonal zur Querschnittfliche) und S, V (gemessen
in den festen Richtungen der stablokalen Koordinaten-
achsen) gilt die Aquivalenzbeziehung

N = Scos(p+¢) — Vsin(p + )

Q =Ssin(p+$) — Vcos(p + §)

(26)
(27)

Unter den beschriebenen Voraussetzungen miissen die
trigonometrischen Funktionen in den Ausdriicken ver-

bleiben. Die Zusammenfassung der Gleichungen (19)
bis (27) fiihrt zu einem System von nichtlinearen Dif-
ferentialgleichungen 1. Ordnung, dessen Losung iterativ
durch Linearisierung innerhalb eines Iterationsschrittes
erfolgt. Die nichtlinearen Terme der A-Matrix bzw. die
von den Unbekannten abhingigen Anteile des b-Vektors
von Gleichung (28) werden mit den Werten des i-1-ten
Iterationsschrittes belegt und sind somit im i-ten Schritt
bekannt. Mit der Koeffizientenmatrix der Gleichung
(28a) werden die bekannten Symmetrieeigenschaften
der Stabsteifigkeitsmatrizen nicht mehr eingehalten.

Symmetrie kann erzwungen werden durch eine Anord-
nung der Koeffizienten der A-Matrix bzw. des b-Vektors
wie in Gleichung (29 a).

6. Aufbau und Abarbeitung der Lésung fiir das
Gesamtsystem

Die Abarbeitung fiir das Gesamttragwerk innerhalb eines
Iterationsschrittes folgt dem im Programmsystem
STATRA iiblichen Konzept: Runge-Kutta-Integration
— Leitmatrizen — Randschnittkraft-Randverschie-
bungs-Abhingigkeiten der Stibe, Einarbeitung von
StabanschluBunstetigkeiten und von ,,in sich” starren
Knotenbereichen — Randschnittkraft-Knotenverschie-
bungs-Abhingigkeiten der Stibe, Gleichgewichtsbedin-
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gungen an den Knoten —> Gleichungssystem fiir die
Knotenverschiebungen, Knotenverdrehungen — Rand-
verschiebungen und Randschnittkrifte der Stibe — Wir-
kungsgréBen im Stabinneren. Der Lastprozef wird in-
kremental-iterativ abgearbeitet. Die obenbeschriebene
Art der Linearisierung fiir einen Iterationsschritt ent-
spricht einer Newton-Raphson-Lsung innerhalb jedes
Inkrementes. Zur Vermeidung von alternierender Diver-
genz, die mit der vorgenommenen Linearisierung bei

starken Krimmungen der Flichen R = R(e,, do_ )
1

sieche Bild 4, auftreten kann, wurde ein ,Dampfungs”

algorithmus zur Vorbereitung des Iterationsschrittes i

aus den Ergebnissen des Iterationsschrittes i—1 einge-

baut.

Als Ergebnisse werden erhalten:

— die Wirkungsgrofen (einschlieblich der Rifweiten),
die zu vorgegebenen Stellen des Lastprozesses gehd-
ren

— die Stellen des Lastprozesses, an denen vorgegebene
Grenzdehnungen von Stahl oder Beton erreicht wer-
den

— die Stelle des Lastprozesses, an der das Tragwerk
keine Steifigkeit mehr besitzt (Traglast).

7. Beispiele
7.1. Stahlbetonrahmen

Das Beispiel (Bild 7) zeigt die Nachrechnung eines Stahl-
betonrahmens, fiir den Versuchsergebnisse vorlagen, bis
zum Systemversagen. Die Lasten P wurden solange ge-
steigert, bis die Verschiebungen quasi unbegrenzt zunah-
men. Last-Verschiebungs-Kurven von Rechnung und
Versuch zeigt Bild 7 e einschlielich des Vergleiches der
Systemversagenslasten. Die mit der Laststeigerung nicht-
lineare Anderung der WirkungsgroBen ist am Beispiel des
Verlaufes der Biegemomente demonstriert (Bild 7 d). Bei
einer Laststeigerung von P = 280 kN auf P = 455 kN
wachsen die Momente in Riegelmitte um 109 % an, hin-
gegen im Anschluff des Stieles an den Rahmenknoten

nur um 15 %.

7.2. Stahlstiitze

Im zweiten Beispiel, ein auBermittig gedriickter Stahlstab
mit quadratischem (Voll-)Querschnitt, soll gezeigt wer-
den, daf mit dem vorliegenden Programm neben der ge-
meinsamen Erfassung geometrischer und physikalischer
Nichtlinearititen und neben der Erfassung beliebig ver-
teilter geometrischer Imperfektionen auch weitere
Nichtlinearititen beriicksichtigt werden kénnen. Im Bei-
spiel sind das nichtlineare Federungen — die Drehfeder-
steifigkeit c,, hat einen trilinearen Verlauf — und quasi
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a) Systemgeometrie und Belastung
b) Querschnitte (Querschnittsverteilung —
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d) <2 e) e) Last-Verschiebungs-Kurve
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beliebige vorgegebene Eigenspannungsverteilungen. Im
Bild 8b ist erkennbar, daf im Algorithmus der Eigen-
spannungsverlauf iiber dem Querschnitt durch eine Stu-
fenfunktion approximiert wird. Die Teilquerschnitte der
Stufen koénnen mehr oder weniger grob gewihlt werden.
Bild 84 zeigt den starken Einfluf der Eigenspannungen
auf die Last-Verschiebungs-Abhingigkeit und auf die
berechnete Traglast, die Systemversagenslast.

7.3. Stahlverbundstiitze

Der Querschnitt der im Bild 9 gezeigten Stahlverbund-
stiitze enthilt drei Werkstoffe: den Profilstahl St — 38 als
biegesteifen Teilquerschnitt; die biegeschlaffen Lings-
bewehrungsstihle und den Beton. Die jeweils verwende-
ten Stoffgesetze sind angegeben (Bild 9c). Zunichst
wurde die Querbelastung und der Lastanteil P} einge-
tragen und bis zu den angegebenen Zahlenwerten pro-
portional gesteigert; erst dann wurde Py eingetragen.

Die Form der Last-Verschiebungs-Abhingigkeit (Bild
9d) ist typisch fiir solche Systeme mit Betonquer-

—— Versuch nach /8/
—-— Baustein 9 ohne 6;
---- Baustein 9 mit 6;

2 4 6 8 10 1

v[n:n]

Bild 8
a) System (0 <P <500 kN ¢p = 106 kNm
500 kN <P <2750kN ¢, = 6 * 103 kNn
2750 <P Cp = 0)
und Belastung
b) approximierte Eigenspannungsverteilung 0:: (y,2z)

21
fiir O (y, z)= Op * 0,35 — 3 (2 +22),
7

O = 1,71 * 10° kN/mZ, E = 2,08 * 108 kN/m?2
¢) Last-Verschiebungs-Abhiingigkeiten

schnittsteilen, in denen sich infolge der Biegung zuniichst
Risse bilden, die dann bei Steigerung der Lingskraft
iiberdriickt werden. Infolge Belastung durch g;, go und
Py — aber noch ohne Py — wird ein Verschiebungs- und
RiBzustand herausgebildet, mit der Mittenverschiebung
v zu Py = 0. Mit nun festgehaltenen g;, gy, P; aber
wachsendem P, werden zunichst die Risse iiberdriickt
und dadurch die Biegesteifigkeit vergrofiert, so dafi die
Durchbiegung zunichst abnimmt. Erst mit stirkerem

9 g = 264 kN/m go=305kN/m b Y
e
= A £
. Wa-tsm  PT P2 2
o
| 195m i 3,5m l
1Pz[kNJ
. 5 I 15000
C
) } 361050
Profilstahl
-0,0018 -t
0.0018 P, = 650kN (konstant)
5
- .1 =
3,6-10°kN/n] FETLTTR Pay o 15200k
Bewehrungsstahl
-0,0025 ¢
" [ 0.0025
-5,0-10°kN/m
-00043 € Bild 9
—‘> - a) System und Belastung
1-4.2-10" kN/m - b) Querschnitt
Beton d) 10 20 = V[em] c) Stoffgesetze
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Anwachsen von Py wird der Einfluf der Biegung wieder
groBer, und die Steifigkeit fillt immer stiirker ab, bis bei
Py = 15200 kN volliger Steifigkeitsverlust eingetreten
und damit die Traglast erreicht ist.

7.4. Kragtriger mit grofen Verschiebungen

Fiir den Kragtriiger nach Bild 10 unter Momentenbela-
stung wurde unbeschrinkt linearelastisches Materialver-
halten vorausgesetzt. Im Bild sind die den Laststufen zu-
geordneten Verschiebungen dargestellt. Die Neigung der
Tangente an die Stabachse ist nicht mehr klein, und da-
mit sind die notwendigen Voraussetzungen fiir eine Be-
rechnung nach Theorie II. Ordnung nicht mehr gegeben.
Es waren 47 Iterationsschritte pro Lastinkrement er-
forderlich. Gestrichelt eingetragen ist die Losung nach

[91.

O @
3‘ - - ~ - v1= -2'1m
~ M= 65 kNm
N M =130 kNm
N @
\ M =195 kNm
\ & /~STATRAS
Lbsung nach/9/\~ | FM=260kNm 1 _gq.457e
(M= 358,14 kNm)\ M=325kNm A=781-10"n?
10.0m | E=510kN/m

Bild 10
Kragtriiger mit grofien Verschiebungen
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