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1. Einleitung

Bei der Dimensionierung hochbeanspruchter Bauteile
spielt die genaue Kenntnis des Spannungszustandes eine
entscheidende Rolle. Da die Spannungsmaxima bei einer
Vielzahl der Probleme der linearen Elastizitiitstheorie an
der Oberfliche eines Bauteiles auftreten, ist insbesondere
die genaue Berechnung der Oberflichenspannungen von
wesentlicher Bedeutung. Bei Finite-Element-Modellen
auf der Grundlage der Verschiebungsgroenmethode er-
fordert die Berechnung hinreichend genauer Spannungs-
werte aufgrund der niedrigen Konvergenzordnung der
Spannungen gegeniiber den Verschiebungen einen sehr
viel hoheren Aufwand als die Berechnung des Verschie-
bungszustandes. In der vorliegenden Arbeit wird die
Maglichkeit einer verbesserten Oberflichenspannungsbe-
rechnung mit Hilfe spezieller fiktiver Randmembranele-
mente untersucht und getestet.

2. Die Spannungsberechnung der Elemente des
PS—COSAR

Bei den im Programmsystem COSAR/E84 verwendeten
dreidimensionalen Elementen mit quadratischem Ver-
schiebungsansatz handelt es sich um isoparametrische
Vollkorperelemente. Eine ausfiihrliche Beschreibung die-
ser Elemente befindet sich in [1], [6] und [7]. Als Er-
ginzung zu diesen Vollkérperelementen wurden zur
Simulation von Versteifungen und Bewehrungen die in
Bild 1 dargestellten riumlichen Stab- und Flichenele-
mente entwickelt. Diese sogenannten Membranelemen-
te sind ebenfalls isoparametrische Elemente mit quadra-
tischen Verschiebungsansitzen und drei Verschiebungs-
freiheitsgraden je Knoten. Eine detaillierte Ableitung der
Elementgleichungen befindet sich in [1].

Nach der Ausfiihrung einer Verschiebungsberechnung er-
folgt die Spannungsberechnung fiir die Vollkérperele-
mente im Innern und auf dem Rand eines Bauteils be-
ziiglich eines lokalen Koordinatensystems (n, t, s) in glei-
cher Form entsprechend den Gln. (1).
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Fiir die Flichenmembranelemente RKM 24 und DKM
18, die keine Belastung in Normaleinrichtung aufneh-
men kénnen, gelten die Gln. (2).

* E EaT
= + —
0y - [e, + ve ] -
* E EaT
= + -
o] - [e, + ve,] T
E
Tts = 2(1 + V) Tts (2)

Entsprechend erfolgt die Spannungsberechnung fiir das
Stabmembranelement SKM 9 nach GL. (3).

of* = Ee, — EaT A3)

3. Berechnung der Oberflichenspannungen beim
raumlichen Spannungszustand

Eine verbesserte Spannungsberechnung in der hier be-
schriebenen Form ist fiir lastfreie bzw. normal belastete
Rinder durchfiihrbar. Die Verbesserung erstreckt sich
auf die beiden Normalspannungskomponenten o, und o,
tangential zum Rand der Struktur.

Es sei ein Rand mit einer Flichenlast der Intensitit p be-
lastet. Somit ergibt sich fiir diesen Rand die Normalspan-
nung 0, zu

o = p. @)
Damit folgt aus der ersten Gleichung von (1):
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Stellt man Gl. (5) nach €, um und setzt in die beiden
verbleibenden Gln. (1) ein, ergeben sich die Gln. (6).
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Vergleicht man die Gln. (6) mit den Gln. (2), so lassen
sich die GIn. (6) wie folgt darstellen:
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Das heifit, dab an einem normal belasteten Strukturrand
die Membranelemente in der Lage sind, die beiden Nor-
malspannungskomponenten 6; und 0, zu berechnen.



Daf die Spannungskomponenten 0; und G, verbesserte
Werte darstellen, soll folgender kurzer Vergleich veran-
schaulichen. Bei beiden Berechnungen sind die Ausgangs-
grofen die Dehnungen, die aufgrund des Niherungscha-
rakters der FEM gegeniiber einer analytischen Lésung in
der Regel fehlerbehaftet sind, und sich deshalb formal in
zwei Anteile zerlegen lassen.

€n FEM ~ €n anal. * A"-n On FEM = Opanal. * Aon

€ FEB - €tanal. TA€ O{FEM = Otanal. +A0;

= €5 anal. * Aes OsFEM = %sanal. * Ao‘s

®
A€ und Ao sei der Fehler gegeniiber einer exakten analy-
tischen Losung. Setzt man jetzt die Dehnungen aus den
Gln. (8) in die Gln. (1) ein, so bestimmt sich der Fehler
in den Spannungswerten entsprechend den Gln. (9).
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Bild 1

Riumliche isoparametrische Flichen- und Stabmembranele-
mente des Programmsystems COSAR mit quadratischem Ver-
schiebungsansatz
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Fir die Membranspannungsberechnung nach Gl (2)
ergibt sich der Fehler in den Normalspannungskompo-
nenten zu:
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Da die berechneten Dehnungen als Ausgangsgrofen iden-
tisch sind, lassen sich die Gln. (9) und (10) direkt ge-
geniiberstellen. Dabei wird deutlich, daB die Verbesse-
rung der Spannungswerte der Membranspannungsberech-
nung aus der Einarbeitung der bekannten Spannungs-
komponente 6, = p resultiert, die eine Verwendung der
in der Regel fehlerbehafteten Grofe €, nicht notwendig
werden lift. Die Schubspannungskomponenten werden
nach wie vor in unverinderter Form ermittelt.

RKM 24
s

//
KM?S
~  Hks0 HK60
X3
*2
p
e
nut
}
9
R "
-
Bild 2

Verwendung von Flichen- bzw. Stabmembranelementen zur
Spannungsberechnung auf Oberflichen bzw. an Kanten drei-
dimensionaler FE-Modelle
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In analoger Weise liBt sich das Stabmembranelement aus
Bild 1 auf die Spannungsberechnung der Normalspan-
nungskomponente entlang einer Strukturkante anwen-
den, wenn als Randbedingung zwei Spannungskompo-
nenten in Form der Belastungen bekannt sind, vgl. Bild 2.

On =Pn 5 05 = Ps (11)

Damit ergibt sich aus den ersten drei Gleichungen (1)
durch Elimination von €, und €:

o, = E¢ + vlp, + p] — EaT. (12)
Mit G1. (3) erhilt man dann:
o;* = op* + vlp, + pgl. (13)

Dadurch, dab jetzt der Fehlereinflufs von €, und ¢ iiber
die Einarbeitung der Randbedingungen (11) vermindert
worden ist, ergibt sich eine gute Verbesserung der Nor-
malspannungskomponente 0;.

4. Berechnung der Randspannungen beim ebe-
nen Spannungszustand

Die Spannungsberechnung fiir den ebenen Spannungszu-
stand erfolgt entsprechend den GIn. (14).
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Das in Bild 3 vorgestellte ebene Stabmembranelement
SKM 6 berechnet seine Zugspannungskomponente 07"
zu:

0" =Ee — EaT. (15)
Mit der Spannungsrandbedingung (16),
0 = p (16)

ergibt sich aus der ersten der Gln. (14) fir ¢, :

\Y
¢
X4 X1 X4

SKM 6 RKM 6

Bid 3
Ebenes Stabmembran- bzw. Ringmembranelement des Pro-
grammsystems COSAR
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Eingesetzt in die zweite Gleichung (14) erhilt man damit:

o, = Ee, + vp — EaT. (18)

Unter Einbeziehung von Gl. (15) 146t sich G1. (18) dann
durch Gl. (19) ausdriicken:

—%% __®%

t +vp.

(19)

In gleicher Weise lassen sich analog auch die Gleichungen
des ebenen Verzerrungszustandes beschreiben, auf die je-
doch an dieser Stelle verzichtet werden soll, da sich da-
durch nichts qualitativ Neues ergibt.

5. Berechnung der Oberflichenspannungen beim
rotationssymmetrischen Spannungszustand

Die Spannungsberechnung fir den rotationssymmetri-
schen Spannungszustand erfolgt entsprechend den Glei-
chungen (20).
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Das rotationssymmetrische Ringmembranelement RKM
6, vgl. Bild 3, berechnet eine Normalspannungskompo-
nente 0; in Lingsrichtung und die Ringspannungskom-
ponente 0, entsprechend den Gln. (21).
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Unter Einarbeitung der Spannﬁngsrandbedingung nach
Gl (22),

O, = p (22)
erhilt man fiir die beiden verbleibenden Normalspan-

nungskomponenten unter Verwendung der Gln. (21)
folgende Form:
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6. Numerische Tests

In diesem Abschnitt soll anhand von Testbeispielen die
Leistungsfihigkeit der vorgestellten Membranelemente
untersucht werden.



r= 50mm Dicke 1mm
L= 100 mm

E = 210000 N/mm p = 200 N/mm?
v=03

Bild 4
Mechanisches Modell des Testbeispiels Kreisringscheibe unter
Innendruck

Variante 1

4L Elem.
42 Frgr.
X2
L _x
Variante 2
16 Elem.
130Frgr.
X2
L
Variante 3
64 Elem.
450 Frgr.

Bild 5
Vernetzungsvarianten des Testbeispiels Kreisringscheibe

Bild 6
Ergebnisse der Spannungsberechnung fiir das Testbeispiel Kreis-
ringscheibe unter Innendruck

Variante  anal. Lés. 1 2 3
r [mm] Oy [N/mm] 0 Al%] 33; A 0y A (_T:, A 0y A
50,00 333,33 339,1 1,73 332,7 020 3356 068 3332 002 3340 0,20
56,25 277,36 276,3 0,32 2779 0,16
62,50 237,33 2350 0,70 2389 047 237,7 0,11
68,75 207,71 2072 0,15 208,0 0,05
75,00 185,18 188,7 1,06 1859 022 1854 0,07
8125 167,65 1674 0,08 1678 0,05
87,50 153,74 1530 022 154,1 0,11 153,8 0,02
93,75 142,52 1424 0,04 142,6 0,02
100,00 133,33 1350 0,50 1332 0,05 133,7 011 1333 0,00 1334 0,02
20
o0 Membranspannungsberechnung
1.5 1
AG, |
[°/0]
10
0.5 -
S~ - —
——t
.'T*_"""&-l__. Ne——— \\\‘__,,——*_\ _ A1
0,0 2 : —_— e T T e e e e T
50,00 56,25 62,50 68,75 75,00 81,25 8750 93,75 100,00
rimm]

39



analyt. RKM 6 RKM 6
RKM 6 Lasung RRK 16 (horizontal) (vertikal)
L / \ —* *
| v 7 r[mm]  0,[N/mm] q, Al%] T A 9 A
| /
—_ / / 50,00 333,33 337,41 122 336,05 082 333,15 0,05
56.25 277.36 275.84 046  276.38 0.29
4L Elemente RRK 16 62,50 237.33 239.84 075 23891 047
68.75 207.71 206,87 025  207.19 0.16
23 Knoten 75.00 185,18 186.33 036 18590 022
81.25 167.65 167.23 013  167.38 0,08
87.50 153.74 15436 019 15413 012
9375 142,52 14231 006 14239 0,04
100,00 133,33 13378 013 133,63 009 13333 0,00
15 -
110 J
AGy}
[°/6]
0.5 4
N
RKM 6
(hor.)
pRKM 6 (ver.) ~—- ———
0,0 v v L T T ™ . 3
50,00 56.25 62,50 68,75 75,00 81,25 8750 93,75 100,00
Roted r [mm]

Rotationssymmetrische Modellierung und Ergebnisse der Span-

E;Aung:bcrechnung des Testbeispiels Kreisringscheibe unter Innen-
c

Als erstes Beispiel wurde eine Kreisringscheibe unter
Innendruck (Bild 4) untersucht, von der aus Symmetrie-
griinden nur eine Viertelscheibe vernetzt wurde. Die drei
berechneten Varianten sind in Bild 5 dargestellt, wobei
an den dick ausgezogenen Kanten zusitzlich Randmem-
branelemente des Typs SKM 6 mitvernetzt wurden.
Diese fiktiven Membranelemente dienen lediglich der
Spannungsberechnung. Sie filhren zu keiner Beeinflus-
sung der Steifigkeit der Struktur. In Bild 6 sind die Er-
gebnisse der Spannungsberechnung der drei Varianten
aufgetragen und gegeniibergestellt.

An diesem Beispiel zeigt sich, daB die Werte der Mem-
branspannungsberechnung deutlich besser sind als die
der herkémmlichen Spannungsberechnung. Die Span-
nungsmaxima am Innenrand wurden mit der Membran-
spannungsberechnung der Variante 1 noch genauer be-
rechnet als mit der herkémmlichen Spannungsberech-
nung der Variante 3, die wesentlich aufwendiger ist. Das
gleiche mechanische Modell wurde entsprechend Bild 7
mit rotationssymmetrischen Elementen vernetzt, wobei
der gesamte obere Rand und Innen- und Aufienrand mit
Membranelementen des Typs RKM 6 ausgestattet wurde.
Die Ergebnisse, ebenfalls in Bild 7 dargestellt, zeigen
deutlich die Uberlegenheit der Membranspannungsbe-
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rechnung. Die horizontal vernetzten Membranelemente
am oberen Rand zeigen fiir 0, den gleichen typischen
Fehlerverlauf, wie die rotationssymmetrischen Elemente
RRK 16, sind aber deutlich genauer. AuBerordentlich
gute Ergebnisse liefern die vertikal stehenden Elemente
am Innen- und AuBenrand der Struktur, die iiber die Ele-
mentlinge hier nur einen konstanten Spannungszustand
nachzubilden hatten. Als ein dreidimensionales Problem
wurde das sogenannte Leon-Problem, der unendlich aus-
gedehnten Korper mit kugelformiger Kerbe unter ein-
achsiger Zugbelastung, berechnet. Das mechanische Mo-
dell ist in Bild 8 dargestellt. Als erstes FE-Modell erfolgte
eine rotationssymmetrische Berechnung entsprechend
Bild 9, wobei neben den Membranelementen die in [13]
vorgestellten kompatiblen Ubergangselemente mit stiick-
weise quadratischem Verschiebungsansatz verwendet
wurden, auf die an dieser Stelle nicht niher eingegangen
werden soll. AuBerdem wurde eine dreidimensionale Mo-
dellierung als Wiirfel nach Bild 10 vorgenommen, wobei
aus Symmetriegrinden nur ein Achtel des Wiirfels be-
trachtet wurde. Da die Spannungskonzentration von der
Kerbe weg rasch abklingt, und die Kerbe gegeniiber der
Kantenlinge des Wiirfels klein ist, kann dieser als unend-
lich ausgedehnt idealisiert werden. Bild 10 zeigt eine re-
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Bild 8
Mechanisches Modell des Leon-Problems (kugelformige Kerbe
im einachsigen Zugfeld)

lativ grobe Vernetzung des Modells, wobei von der Mog-
lichkeit unkonventioneller Elementverkniipfungen iiber
die Realisierungvon Zwangsbedingungen Gebrauch ge-
macht wurde. Die Freiheitsgrade der hierbei entstehen-
den irreguliren Knoten kénnen entsprechend [10] mit-
tels der Penalty-Funktion-Methode eliminiert werden.
Fiir die Membranspannungsberechnung erfolgte eine Aus-
kleidung des Kugelsektors der Kerbe mit den dreidimen-
sionalen Flichenmembranelementen RKM 24 und DKM
18. Die Ergebnisse sind in Bild 11 zusammen mit den be-
reits vorliegenden Berechnungen aus [9], [11] und [12]
dargestellt, wobei die Ergebnisse der Membranspan-
nungsbherechnung gegeniiber der konventionellen Span-
nungsberechnung deutlich bessere Werte liefern. Anhand
dieser Beispiele zeigt sich, daB bei einer sinnvollen Kom-
bination unkonventioneller Elementverkniipfungen und
der Membranspannungsberechnung bei einem relativ ge-
ringen Aufwand gute Spannungswerte berechnet werden
kénnen. In Bild 12 ist noch einmal (0,/0,),, 5« iiber der
Zahl der Freiheitsgrade aufgetragen, um eine Einschiit-
zung von Genauigkeit und Ergebnisaufwand zu veran-
schaulichen.

Bild 10 4
Dreidimensionale Vernetzung des Leon-Problems
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Bild 9
Rotationssymmetrische Vernetzung des Leon-Problems unter
Verwendung kompatibler Ubergangselemente




Bild 11

Elemente  Freiheits (0, /0p)max Ain % Ergebnisvergleich der berechneten Kerbzahlen fiir das Testbei-
grade spiel Leon-Problem
(Neuber: Analytische Lésung von Neuber [11]
Neuber analytisch 2,04 TRIAX 6:  Dreiecksringelement mit quadratischem Verschie-
bungsansatz )
rotationssymmetrische Modelle TRIAXC 3: Dreiecksringelement mit kubischem Verschiebungs-
ansatz nach [12] . [ ]
; HYBAX: Hybrid-Ringelement nach Schnack |12
Dario / Bradley 52 254 1,934 5,20 : ) t mit K Verschiebungsan-
(TRIAX 6) 128 582 2,065 1.20 TET 4: z‘aettzraederc ement mit linearem Verschiebung
TET 10: Tetraederelement mit quadratischem Verschie-
Schnack 76 306 2,11 3,43 bungsansatz nach Nguyen [9]
(TRIAXC 3) 171 636 2,06 0,98 HK60...: Isoparametrische dreidimensionale Vollkorperele-
mente des PS-COSAR mit quadratischem Verschie-
Schnack 29 136 1,86 8,82 bungsansatz, vgl. [1], [2] und [4])
(HYBAX) 61 276 2,02 0,98
COSAR 12 134 2,103 3,08
(RKM 16, RKM 32) 12 134 2,054 o 0,72
dreidimensionale Modelle
Argyris 1797 1145 2,17 6,37
(TET 4) 1797 1145. 2,15 5,39
Nguyen 107 681 1,99 2,45
(TET 10) 276 1515 2,08 1,96
464 2451 2,00 1,96
COSAR 38 807 2,094 2,63
(HK60, AK54, PK45, 38 807 2,065 °© 1,25
CK 36, WK39)
© Membranspannungsberechnung
[
22 } Bild 12
. Darstellung der Ergebnisse iiber der Zahl der Freiheitsgrade fiir
6. das Testbeispiel Leon-Problem
-z
&)
mex| *
21
¢
[o]
+ %, &
.A
20 o
o
*
19 - -~ NEUBER
% DARIO-BRADLEY (TRIAX 6)
. A SCHNACK (TRIAX 3)
* SCHNACK (HYBAX)
e  ARGYRIS (TET4 )
1.8 | o NGUYEN (TET 10)
S + COSAR/ ROT.
N . . & COSAR/ 3D .
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Freiheitsgrade

7. Zusammenfassung

Wie die Ausfithrungen des vorliegenden Beitrages zeigen,
lassen sich die vorgestellten Randmembranelemente sehr
effektiv fiir eine verbesserte Spannungsberechnung ein-
setzen. Fiir den hier beschriebenen Zweck der verbesser-
ten Berechnung einzelner Spannungskomponenten muff
42

eine Beeinflussung der Steifigkeit der Struktur vermie-
den werden, d. h. man verwendet nur fiktive Membran-
elemente ohne Steifigkeit, um die vorangegangenen Ab-
leitungen zu veranschaulichen. In Programmen, in denen
solche Elemente nicht vorhanden sind, hat die entspre-
chende Variation der Spannungsberechnung den gleichen
Effekt. Da der Algorithmus der Membranspannungsbe-



rechnung ohne Schwierigkeiten in die spannungsberech-
nenden Programmteile eingearbeitet werden kann, er-
ibrigt sich die Verwendung gesonderter Elemente. Fiir
den Anwender entfillt damit der Aufwand der Imple-
mentierung neuer Elemente ginzlich. Zusammenfassend
lafit sich feststellen, daB die vorgestellten Membranele-
mente bei allen Testbeispielen zu einer Verbesserung der
in den ersten Abschnitten beschriebenen Spannungskom-
ponenten fiihrten. Die Einarbeitung eines solchen Algo-
rithmus der Spannungsberechnung in vorhandene Pro-
gramme ist problemlos durchfiihrbar, wobei der rechen-
technische Mehraufwand vergleichsweise gering bleibt.
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