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Chemisch verfestigtes Glas - eine bruchmechanische Analyse

Christian Ullner, Ralf Wille

1. Problemstellung

Eine Reihe chemischer Verfahren zur Erh6hung der
Bruchfestigkeit von Glaserzeugnissen beruhen auf der Er-
zeugung einer Druckspannung an der Oberfliche. Ein in
der DDR industriell genutztes Verfahren zur chemischen
Verfestigung von Erzeugnissen aus Glas basiert auf einem
IonenaustauschprozeB unterhalb der Glastransforma-
tionstemperatur. In einer Kaliumnitratschmelze werden
bei etwa 400 °C die Natriumionen (Ionenradius 0,98 nm)
des Glasnetzwerkes an der Oberfliche durch die grofe-
ren Kaliumionen (lonenradius. 0,133 nm) ausgetauscht
[1]. Der groGere Platzbedarf bewirkt die Entstehung
einer Druckspannung, die von der Oberfliche ins Innere
des Glases niherungsweise linear abfillt. In einer plan-
parallelen Platte der Dicke h betrigt die innere Span-

nung 0; (x)

~Puax 15 -2)  0<x<D
o;(x) = Prax % D<x<h-D (1)

‘ x D h
- Pmax (l—ﬁ—i +ﬁ) h—D<X<h

Darin ist x der senkrechte Abstand von der Oberfliche
und D die Tiefe des Ionenaustauschprofils. In der Praxis
treten folgende Werte auf: P, .. = 400...800 MPa;
D =20... 80 um. Es handelt sich um ein schmales und
steiles Druckspannungsprofil.

Wir setzen voraus, da die festigkeitsbestimmenden De-
fekte Risse senkrecht zur Oberfliche sind und die dubere
Belastung durch Biegung der Platte aufgebracht wird

op = 0(1-2X) @

Bild 1 veranschaulicht das bruchmechanische Problem.
Infolge des iiberlagerten Spannungsprofils

P(x) = 0;(x) + 0g(x) 3)
befindet sich der Oberflichenrif teilweise unter Druck-
spannung. Es ist zu erwarten, daf bei einer dufieren Be-
lastung, die am Rifigrund auf den kritischen Spannungs-
intensititsfaktor K¢ fiihrt, der Beginn der RiBoffnung
x = b zwischen Oberfliche und Nulldurchgang des Span-
nungsprofils liegt:

0<b<d.

Mit dem Problem des teilweise geschlossenen Risses be-
fassen sich unter anderem die Arbeiten [2] bis [4]). Die
aufwendige numerische Behandlung von Bakioglu u. a.
[3] erfolgt am Beispiel thermisch verfestigter Gliser und
erméglicht auch, den Ort der Rif6ffnung zu berechnen.
Weniger anfwendig ist die Berechnung der Spannungs-
intensititsfaktoren nach der von Green [4] angegebenen
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Bild 1
Darstellung des verwendeten Modells fiir ein chemisch verfe-
stigtes Glas

Formel. Allerdings ist die Angabe des Ortes der Ri-
6ffnung erforderlich, der niherungsweise nach einer von
Thresher und Smith [2] angegebenen Formel berechnet
werden kann. Fiir chemisch verfestigte Gliser mit ihrem
schmalen, nahezu linear abfallenden Spannungsprofilen
basieren die bisherigen Modellbetrachtungen [5], [6] auf
der analytischen Form [7], [8]

K;S) - 2\/{2 P(x) dx @)

/a2 _ 42

die fiir einen vollgedffneten Rifs im Kérperinneren giiltig -
ist.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist ein Vergleich der berech-
neten Spannungsintensititsfaktoren mit variablem und
festen Ort der Rifoffnung. Die Ergebnisse geben Hinwei-
se, wie mit vertretbarem Aufwand die Festigkeit ionen-
ausgetauschter Gliser aus der Festigkeit der unbehandel-
ten Gliser ndherungsweise berechnet werden kann, ohne
daB der Ort der Rifoffnung bekannt sein mus.

2. Basismodell B

Als Basismodell dient uns das Modell von Bakioglu [3],
[9], das die Bestimmung des wahren Ortes der Rifsff-
nung erméglicht. Das in Bild 1 dargestellte zweidimen-
sionale Problem einer homogenen, isotropen elastischen
Platte der Dicke h mit dem spannungsfreien Rif kann
auf Grund der Linearitit als Summe der folgenden bei-
den Teilprobleme betrachtet werden:

1. Die Platte ohne Rif besitzt die innere Spannung
Oyy (%,y) = P(x)



2. In der von dufieren Beanspruchungen freien Platte mit
Rif wirkt nur auf die RiBufer eine Belastung der
Form

Oyy (x,0) = —P(x), (b <x < a)

Um die Spannungsintensititsfaktoren bei x = b (Ri6-
6ffnung) und x = a (RiBgrund) zu bestimmen, muf nur
Problem 2 behandelt werden. Die Losung dieser Rand-
wertaufgabe fiihrt zur folgenden singuliiren Integralglei-
chung

1 2, 1 _

2l — +K(x, )] f(t) dt=P(x),b<x<a (6)

T p t—x

mit dem Fredholmschen Kern

K(x, t) =°f°[x(x,t,s)—x(h_x,h-t,s)]ds )
o

Kk(x,t,8)

_BEP@Ee PRt D_A@R()e *3h—x+D

27Z(s)

P(s) = e2hs _ 1 — 2hs— 2ts (e2hs — 1)

R(s) = 2hs— 1+ e—2hs _ 4ths?

Z(s) - (l_e—2hs)2 _ 4h2 &2 e--2hs

A(s) = 3 -2 (h_x) s+ e2(h—x)s

B(s) = 3+2(h—x)s+e2(h—x)s
Hierbei unterliegt die unbekannte Funktion f(t) in (6)
der Zusatzbedingung | £(t)dt=0.

edingung J

Zur Losung der Integralgleichung (6) in der Standard-
form (Integration im Intervall [—1, 1]) erfolgt fir die
unbekannte Funkltion f(x) der Ansatz

(0 = 1-2) 2

F* (t) ist in [—1, 1] beschriinkt, die Singularitit wird
ausschlieBlich vom ersten Faktor reprisentiert. Es wird
angenommen, daf F* (t) in [— 1, 1] hinreichend genau
durch eine Linearkombination von Tschebyschew-Poly-
nomen 1. Art T; (t) dargestellt werden kann:

F*(t) T F@) =j§p0 B; Tj (v

Dann gilt fiir die Funktionswerte von F (t) an den Orten
der Nullstellen t;, des Tschebyschew-Polynoms 1. Art

Ta(t) =0, tk=cos["—(2%l;—"9], k=1,...,n (8

das inhomogene lineare Gleichungssystem der Dimension n

n 1. 1 - R

k)jl ;[tk—xk +mK(xp, ) 1F () = P(x,); r=1,...,n
n g _
T F@) =0 )

Darin ist K (x;, tx) der Fredholmsche Kern, Gl. (7), und
x, sind die Nullstellen des Tschebyschew-Polynoms
2 Artin[-1,1]

Up_1(x) =0, x, = cos[?] (10)

Mit Hilfe der Koordinationstransformation

, atb , a-b ,_ atb a-b
= — 4+ . =
t 2 2 tiox 2 ¥ 2 x an

wird das Intervall [—1,1] auf das reale Intervall [b, a]
der RiBausdehnung zuriickgefiihrt. Die Spannungsinten-
sititsfaktoren an den Rifienden berechnen sich aus der
unbekannten Funktion f(x) der Integralgleichung (6)
bzw. aus ihrer approximierten Darstellung F (x):

Kip = 33) V2Zr(—x () = ,/b——z__’; F(b) 12)

K . _lm
la x—>a

V2n(a—x) f(x) = /b__ﬁ_"a F(a) (13)

Mit Hilfe der Gl. (12) kann der Ort der Rifsffnung
x = b fiir eine vorgegebene RiBlinge a und einen vorge-
gebenen Spannungsverlauf P (x) bestinmt werden. Die-
ser ergibt sich aus der physikalisch sinnvollen Bedingung,
wonach der Spannunggsintensititsfaktor am Ort der Ri6-
offnung Null werden muf:

Kip = 0 (14)
Somit berechnet sich der Spannungsintensitiitsfaktor am
Rifigrund K;B) = K, nach dem Modell B entsprechend

der G1. (13) unter Einhaltung der Bedingung (14).

Die numerische Realisierung des Modells B basiert auf
der Losung des Gleichungssystems (9). Mit Hilfe einer
quadratischen Interpolation jeweils an den Enden des
Rif6ffnungsintervalls werden die Werte F(b) und F (a)
durch Extrapolation berechnet. Zur Bestimmung der
Rifoffnung nach Gl (14) wird iterativ vorgegangen:
Durch Vorgabe einer geeigneten Anfangsrifiéffnung
b, wird aus F(x) = O nahe der Stelle x = b, die neue
RiBoffnung by bestimmt. Mit der verinderten Randbe-
dingung wird das Gleichungssystem (9) erneut gelost
usw. bis zur Unterschreitung einer geeignet vorgegebe-
nen Schranke fiir die Differenz aufeinanderfolgender
b-Werte.

Numerische Schwierigkeiten treten bei der Berechnung
des Fredholmschen Kernes, Gl. (7) auf. Zihler und Nen-
ner des Integranten verschwinden an der unteren Grenze
s = 0, so daB neben numerisch vorteilhaften Umstel-
lungen auch eine Reihendarstellung fiir kleine s erforder-
lich ist.

Eine Fehlerabschitzung der Losungen des Gleichungs-
systems (9) erfolgte auf der Basis der Maximalnorm. Die
Kondition der Koeffizientenmatrix lag in der GroBen-
ordnung von 10, so daf bei einem relativen Fehler
€rel < 10~5 fiir die Losung F (tg) €, < 104 gilt.
Durch die erfolgte Extrapolation und durch Ungenauig-
keiten in der Erfiillung der Bedingung (14) betrigt letzt-
lich der relative Fehler des berechneten Spannungsinten-

sititsfaktors KgB) weniger als 10—3.

3. Vergleichsmodelle G, H, S

Nach Green [4] betrigt der Spannungsintensititsfaktor
eines bis x = b geschlossenen Kantenrisses der Linge a
(ebenes Problem)
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P(x)f(x) x dx

KO =2/2a-0M [
\ﬂa _ 2)(x2 b2)

P (x) ist die Spannung, die sich am Ort des Risses befand,
bevor dieser eingebracht wurde. Die Korrekturfunktion
f(x) wird als Polynom 10. Grades angegeben:

(15)

f(x) = 1,294 —0,6857 (5)2 . 1,1597(3)4 —1,7627 (X)°
a

+ 1,5036(%)8 — 0,5094,(3)10 (16)
Fir die erforderliche Berechnung des Ortes der Rib-
offnung x = b wird in (4) die Gleichung von Thresher
und Smith [2] verwendet, deren Ableitung den Einfluf
der freien Oberfliche fiir den Fall eines Kantenrisses un-
beriicksichtigt li6t. Fir ein lineares Spannungsprofil
P(x) (d. h. nur im Fall a < D) vereinfacht sich diese
Gleichung zu

t3 a7

Darin ist d der Ort des Vorzeichenwechsels der Span-
nung P(x). Fiir ein chemisch-verfestigtes Glas gilt ent-
sprechend der Gl. (1), (2) und (3)

o D
l-p—-3
_ max
d = 50 D (18)
1— Z
Pmax n

Nach Gl. (17) hiingt der Ort der Rif6ffnung nicht vom
Betrag des Spannungsgradienten ab, und fiir a > 4d ist
der RiB vollstindig geoffnet.

Die Berechnung von K( ) (Gl. 15) erfolgt durch nume-

rische Integration, da dle in [4] angegebene Rechenvor-
schrift nicht fiir den Fall a> D anwendbar ist.

Ist der Rif vollstindig gedffnet (b = 0), so ist Gl (15)
identisch mit der von Hartranft und Sih [10] angege-
benen Formel

(H) (xo) =2 \/— f P(X) f(X) dx ,

(19)
a2 x2

wobei x, = 0 ist. Es handelt sich um die Uberlagerung
von Losungen fiir eine punktférmige Kraft, die senk-
recht an den Flanken eines Kantenrisses angreift. Die
variable untere Integrationsgrenze x, kennzeichnet so-
mit, daB auch nur ein Teil der auf den Rif wirkenden
Spannungen zur Berechnung des Spannungsintensitits-
faktors beriicksichtigt zu werden braucht, beispielsweise
nur die Zugspannungen, falls x, =

Ist eine relative Genauigkeit von etwa 10—3 fiir die Be-
rechnung des Spannungsintensititsfaktors ausreichend,
kann die Korrekturfunktion f(x) in Gl (19) durch die
lineare Funktion

f(x) = 1+C(1-§) (20)

mit C = 0,344 ersetzt werden. Fiir eine konstante Bela-
stung P(x) = o erhilt man damit aus Gl. (19) K;H )(0)
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= 1,125 0 v/ a (der genauere Wert des Zahlenfaktors be-
trigt 1,1215).

Fiir das in den Gln. (1), (2), (3) definierte Spannungspro-
fil ergibt die Integration von Gl (19) folgenden Aus-
druck:

a<D:
KM (x,) = K* = vara

{oares®) v, @r0a ~D)+ )

(1——— arcsnn—)——[o((1+c)—+c(1—T))

_Pmax(<1+c)l%+c(l_—lz—;—oD))],/ ( ) }

a>D:
* C 2 . D
KgH)(xo) = K* +\fra P, [(1+C+2_]§)(1_-;r_"csm;)

2 a C D.2
—((1+0) = += —(=

208+ V1= 1 @
Mit C = 0 und x, = O erhilt man aus Gl. (19) die von
Sneddon und Lowengrub [7] angegebene Gleichung (4)
zur Berechnung des Spannungsintensititsfaktors fiir
einen vollgeoffneten Rif im Korperinneren.

4. Ergebnisse

Die Ergebnisse des numerischen Vergleichs zwischen den
aufgefithrten Modellen werden auf der Basis einer relati-
ven RiBlinge a/d und einer relativen Spannungszonen-
breite D/d dargestellt. Wie auch aus Gl. (17) ersichtlich
ist, stellt die Nullstelle des Spannungsprofils P(x) = 0
mit x = d eine wichtige Bezugsgroéfe dar, die eine von
Phax unabhingige Darstellung erméglicht. Im oberen
Teil von Bild 2 sind die nach Gl. (19) berechneten Span-
nungsintensititsfaktoren bezogen auf die Ergebnisse des
Basismodells aufgetragen. Dabei wurde anstelle des wah-
ren Ortes der RiBo6ffnung entweder die Oberfliche
(xo = 0) oder die Nullstelle des Spannungsprofils (x,, = d)
gewihlt. Da es sich um eine von der Oberfliche her ab-
fallende Druckspannung handelt, sind die K;-Werte im
ersten Fall zu gering und im zweiten zu hoch. Im unte-
ren Teil von Bild 2 sind die dazugehérigen Orte der Ri6-
offnung, ebenfalls auf d bezogen, nach Modell B enthal-
ten. Dieses Modell ist jedoch nur fiir b > 0 giiltig, so daf
die Kurven von b/d = 0,01 aus bis auf b = 0 extrapoliert
werden muBiten. Die Kurve fir D/d = 5 erreicht den
Wert b = 0 bei a/d = 3,3. Dagegen ist der Rif nach Gl.
(17) erst bei a/d = 4 voll gesffnet. Auf Grund dieser Un-
terschiede bei der Berechnung der Ri6ffnung ist die An-
wendung des Modells G wenig geeignet, obwohl die Glei-
chung (15) mit der aus Modell B berechneten Rifoff-
nung (Bild 1) die gleichen K|-Werte liefert wie Modell B.

Aus Bild 2 ist auBerdem zu entnehmen, daB das Mo-
dell B bei Anniiherung an den vollgesffneten Rib auf die

Ky-Werte des Modells H fihrt: i | K(®) ) = k(H)(0).
Somit lassen sich die K{-Werte mit Hilfe des Modells H

GL (21), niherungsweise ohne groBeren Aufwand wie
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Korrekturfaktor des nach Gl (21) berechneten Spannungsin-
tensititsfaktors fiir teilweise geschlossene Risse

folgt berechnen. Oberhalb der relativen Rifilingen a,/d,
bei der ein vollstindig gesffneter Rifs vorliegt, gilt exakt
K;H)(O). Unterhalb von a,/d berechnet man KgH)(d)
und dividiert durch einen Korrekturfaktor, der nach
Bild 1, oberer Teil, wenig mit a/d variiert. In Bild 3 sind
die erforderlichen Angaben zusammengefafit. Aus dem
" fiir den Korrekturfaktor angegebenen Bereich geht her-
vor, daf auf diese Weise der K;-Wert auf etwa 2 % genau
berechnet werden kann. )

5. Festigkeit und Bruchzeitvorhersage von che-
misch-verfestigtem Glas

Die Anwendung der erzielten Ergebnisse soll anhand
spezieller Fragestellungen erliutert werden.

Wir betrachten zuniichst die Festigkeit als einen vom
subkritischen Rifwachstum unbeeinfluiten Wert (Inert-
festigkeit, gemessen in fliissigem Stickstoff). Somit kann
mit Hilfe des kritischen Spannungsintensitiitsfaktors K¢
aus der Festigkeit des unverfestigten Glases S auf die
Rifllinge a = (Kjc/YS,)? geschlossen werden. Die Fe-
stigkeit des chemisch verfestigten Glases ist diejenige Be-
lastung 0 = S, die auf den kritischen Wert des Span-
nungsintensititsfaktors fiir einen Rif der Linge a fiihrt.
Unter Verwendung des Modells S (Gl (21) mit C = x,
= 0) kann S;,,, direkt angegeben werden [5]:

Sion = So + Pmax f(%’ s') (22)

Wegen a < h ist f(a/d, a/h) niherungsweise unabhingig
von a/h.

Werden die geeigneteren Modelle B und H verwendet, ist
eine geschlossene Losung nicht méglich, da die Nullstelle
d des Spannungsprofils nach Gl. (18) von der Festigkeit
S;on = 0 abhiingt. Die numerisch erzielten Ergebnisse der
Festigkeit von chemisch verfestigtem Glas sind in Bild 4
enthalten. Dabei ist eine aus Gl. (22) folgende Darstel-
lung gewihlt, obgleich die Kurven in abgeschwichter
Weise auch von P, abhiingen. Die durchgezogene Kur-
ve im oberen Teil von Bild 4 ist unter Verwendung des
geeignetsten Modells B berechnet worden. Aus dem
unteren Teil von Bild 4 kann entnommen werden, daB
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Relative Verfestigung in Abhingigkeit von der Festigkeit des
unverfestigten Glases
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oberhalb von S, = 80 MPa der Rif voll gesffnet ist. Da-
her sind die Kurven deckungsgleich, die unter Verwen-

dung von KgB) und Kl( H) (0) (punktierte Kurve) berech-
net wurden. Oberhalb von S_ = 99 MPa miindet auch die

unter Verwendung von Kgl-ﬂ (d) berechnete Kurve (ge-
strichelt) in die durchgezogene ein, da nach Gl. (18) fiir
Sion = 0 > 694 MPa keine Druckspannungen an der
Oberfliche vorhanden sind.

Bild 4 zeigt, dafi der Festigkeitsverlauf bei Verwendung
des Modells H mit x, = d in guter Niherung ermittelt
werden kann, ohne den wahren Ort der Rifiéffnung b
kennen zu miissen. Benutzt man aufierdem einen einheit-
lichen Korrekturfaktor von 1,15 (Bild 3), so verbessert
sich die Genauigkeit auf etwa 1 % fiir Werte im Bereich
a < D. Die berechneten Festigkeiten fiir a>D sind iiber-
dies stirker von der im Inneren der Platte wirkenden
Zugspannung P . D/h abhiingig.

Die Abhingigkeit der Festigkeit ionenausgetauschter
Gliser von der Belastungsgeschwindigkeit ¢ = S;,,/tg
wurde in [11] durch numerische Integration der Rib-
wachstumsgleichung

j—i‘ = v{ K lo®, av]} (23)
ermittelt. Die Wachstumsgeschwindigkeit der Risse als
Funktion des Spannungsintensititsfaktors v{ Kt ist aus
Messungen an makroskopischen Proben bekannt. In vie-
len Fillen kann von einer potentiellen Rifwachstums-
funktion ausgegangen werden:

{af () 29

Die Integration der Gl. (23) erfolgt vom Anfangswert
a, = a(ty) bis zur Bruchzeit tg, bei der K; [o(tp),
a(tg)l = Kjc gilt. Wie man sieht, ist auch fir diese
Fragestellung eine genaue Kenntnis des funktionellen
Verlaufes von K; von Bedeutung. Ohne niher darauf
einzugehen, sei erneut auf Bild 4 hingewiesen, aus dem
die Bereiche abgeschiitzt werden kénnen, in denen der
Rif teilweise geschlossen ist.

Die Bruchzeit tg eines unter konstanter Belastung o,
stehenden ionenausgetauschten Glases sollte analog
einer in [12] vorgeschlagenen Naherung abgeschitzt
werden konnen:

2a,

tg = (n—2) v{ K;lo,, a, I}

(25)

n hat einen Wert von 20...100. Kennt man die Ri6-
wachstumsfunktion, z. B. Gl (24), so erfolgt die Ab-
schitzung allein aus dem K[-Wert zur Zeit t,,.

Von speziellem Interesse ist die Bruchzeit ionenausge-
tauschter Gliser, die Risse tiefer als die Druckspan-
nungszone enthalten: a > D. Wegen der im Innern der
Glasprobe wirkenden Zugspannung kann es zur Selbst-
zerstorung in Abwesenheit dufierer Belastungen kom-
men. Fiir 0 = 0 und reprisentativen Werten D und h gilt
nach Gl. (18) 1 <D/d <1,1. Damit ergibt sich aus Bild 3
ein Korrekturfaktor K{") (d)/K(®) =1,3. K{") () wird
aus Gl. (21) berechnet. Fiir den Fall d ~D, 2 <a/D<20
erhilt man schlieBlich
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KB = Yo i/a (26)
VL1 2 D 2 D.2
Y—ﬁ[(l+C)(l—;arcsm;)—;C l-(;) ]

Y=>=14
D

0 = Prax h
Ist die Abhingigkeit des Spannungsintensititsfaktors
nach Gl. (26) mit Y = konst. vorhanden, gilt Gl. (15)
exakt [12]. Unter Verwendung der Gln. (24) und (26)
erhilt man aus Gl. (25):

2 Ky " hn

tg = n_2 (27)
2

n
(n-2)v, Y0P " D a,

Mit den charakteristischen Werten n = 19, v, = 0,01 m/s,
Ki. = 0,85 MNm~3/2 und den in Bild 4 verwendeten
Werten P, .. = 600 MPa, D = 50 um, h = 5 mm betrigt
die Zeit bis zur Selbstzerstérung nach Gl (27) mehr als
100 Jahre, falls in der verfestigten Glasplatte Risse bis
zu einer Linge von a, = 200 um = 4 D vorhanden sind.
Betrigt die Wandstirke anstelle 5 mm nur 2 mm, kann
die Selbstzerstorung bereits 13 Tage nach der Verfesti-
gung auftreten. Dieses Beispiel, das den Erfahrungen der
Praxis entspricht, verdeutlicht die Bedeutung minimaler
Schidigungen an Glaserzeugnissen, die fiir den Verfesti-
gungsprozef vorgesehen sind.

6. Schlufi
Die Anwendungsbeispiele zeigen, daf zur Modellierung

des Festigkeitsverhaltens ionenausgetauschter Glaser auf
die genaue Ermittlung des auftretenden Rifischliefens
groBtenteils verzichtet werden kann. Der Spannungs-
intensititsfaktor kann mit ausreichender Genauigkeit
nach Gl. (19) bzw. (21) direkt berechnet werden, wobei
aus der RiBilinge a (bezogen auf die Nullstelle d des
Spannungsprofils) folgt, ob es sich um einen voll geoff-
neten Rif handelt (x, = 0) oder ob lediglich der Be-
reich der Zugspannungen zu beriicksichtigen ist (x,, = d).
Die Grofie des Spannungsgradienten hat darauf keinen
EinfluB.

Eine weitere Erhéhung der Genauigkeit erscheint ange-
sichts des relativ einfachen Modells wenig sinnvoll. Das
reale Spannungsprofil chemisch verfestigter Gléser
weicht von dem hier verwendeten linearen Verlauf ins-
besondere im Ubergangsbereich zum Glasinnern ab. Dar-
iberhinaus kénnen Risse existieren, die nicht senkrecht
zur Oberfliche orientiert sind. Somit ist die Voraus-
setzung einer Rifsbelastung 1. Art nicht mehr erfiillt. Die
Losung dieses Problems erfordert weitergehende Unter-
suchungen.
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