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Kritische Drehgeschwindigkeiten elastisch gestiitzter hohler Rotoren,
die teilweise mit Flussigkeit gefiillt sind

Sergej Bogomolov, Sergej Korsunskij, Udo Fischer

Die Untersuchung der Stabilitit und der dynamischen
Festigkeit von Konstruktionen, die aus hohlen Rotoren
bestehen, die teilweise mit Fliissigkeit unterschiedlicher
Dichte und Viskositit gefiillt sind (z. B. Zentrifugen), ist
aufgrund der Notwendigkeit der Beriicksichtigung der
Wechselwirkung zwischen Festkérper und Fliissigkeit
recht schwierig.

In [6] sind die Gleichungen fiir kleine Stérungen der sta-
tioniren Rotation eines symmetrischen Kreisels, dessen
zylindrischer Hohlraum teilweise mit Fliissigkeit gefiillt
ist, abgeleitet. Jedoch wurde dabei die Abhingigkeit der
Werte fiir die Parameter der Relativbewegung von der
Dicke der Fliissigkeitsschicht nicht beriicksichtigt. In [2]
wurde die Stabilitit eines Kreisels mit zylindrischem
Hohlraum, der teilweise mit Fliissigkeit gefiillt ist, unter-
sucht. Dabei wurde eine transzendente charakteristische
Gleichung erhalten. Die Ermittlung ihrer Wurzeln ist je-
doch mit groen Schwierigkeiten verbunden. In [3] wird
die Stabilitit eines rotierenden, teilweise mit Fliissigkeit
gefiillten Zylinders, der elastisch gelagert ist, untersucht,
wobei nur die Schwingungen der Fliissigkeit in Querrich-
tung zur Zylindermantelfliche beriicksichtigt wurden.
Beim Betrieb von Zentrifugen und bei experimentellen
Untersuchungen [4] wurden auch Schwingungen in den
zur Zylinderachse parallelen Ebenen beobachtet. Diese
Erscheinungen sind in der vorliegenden Arbeit einbezo-
gen.

Unter Nutzung einer von B. I. Rabinovic in [7] behandel-
ten Methodik ist es gelungen, die Gleichungen fiir die ge-
storte Bewegung des sich drehenden Rotors, dessen Zy-
linderhohlraum teilweise mit Fliissigkeit gefiillt ist, unter
Beriicksichtigung der Dicke der Fliissigkeitsschicht in ei-
ne kanonische Form zu iiberfilhren. Dies gestattet die
Untersuchung der Dynamik von elastisch gelagerten Ro-
toren mit Hilfe traditioneller Methoden, so z. B. die Be-
stimmiung der kritischen Drehgeschwindigkeiten.

Zur Illustration sind einige numerische Ergebnisse ange-
fiihrt. Es wird gezeigt, daB die Beriicksichtigung der Be-
wegung der Fliissigkeit in dem sich drehenden Rotor zu
zusitzlichen kritischen Drehgeschwindigkeiten fiihrt.
Folgende Koordinatensysteme werden eingefiihrt (Bild 1):

0,x,y,2 ortsfestes Koordinatensystem
C,x1,y1,2; sich translatorische gegeniiber dem 0, x,
y, z-Koordinatensystem bewegendes Sy-
stem.
Die Lage des Rotors im Raum gegeniiber dem ortsfesten
Koordinatensystem ist durch zwei Schwerpunktskoordi-
naten xc, yc und drei Winkel (o, B kleine Drehwinkel
des Rotors um die Achsen x; und yj, ¢ = w t (w =
konst) — Drehwinkel um die z-Achse) definiert.
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Geometrie eines hohlen Rotors, der teilweise mit Fliissigkeit ge-
fiillt ist

Der Rotor wird als starr angenommen, die Masse der
kreisrunden Welle ist auf den Rotor reduziert, der die
Exzentrizitit e besitzt. Die Fliissigkeit wird zunichst als
reibungsfrei angesehen. Folgende Bezeichnungen werden
eingefiihrt:
Q  — das von der Fliissigkeit eingenommene Volu-
men,
S — die benetzte Oberfliche,
Sy — die benetzte Seitenfliche mit der Koordinaten
7y = a/2,
Sy - d%e benetzte Seitenfliche. mit der Koordinaten
2y = — af2,
S3 - d}e benetzte Zylinderfliche mit der Koordina-
tenr=R,
— die freie Oberfliche der Fliissigkeit,
— der Einheitsvektor der duBieren Normalen zur
Fliissigkeitsoberfliche
C1x €1y, C2x, C2y — die entsprechenden Lagersteifigkei-
ten,
— der Vektor der kleinen Verschiebungen fiir den
Punkt C bei gestorter Bewegung,
der Vektor der kleinen Drehwinkel fiir den Ro-
tor um den Punkt C,
der vom Punkt C ausgehende Radiusvektor fiir
einen beliebigen Punkt der Fliche S,
der vom Punkt C ausgehende Radiusvektor fiir
einen beliebigen Punkt der Fliche Z,
p — die Komponente der Geschwindigkeit © ,
der Laplace-Operator,
der Hamilton-Operator.
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Die Differentialgleichungen fiir die Bewegung des Rotors

werden mit Hilfe der Lagrange-Gleichungen II. Ordnung
aufgestellt:

d 0T, 9T _

—— . k), 1
P ) M)
wobei
T  — die kinetische Energie und
U  — die potentielle Energie des Systems sind.

Es gilt

T=T*+To, U=U*+Uo°,

mit T* und U* als kinetische und potentielle Energie der
Fliissigkeit, T® als kinetische Energie des Rotors ohne
Fliissigkeitsfiillung und U° als potentielle Deformations-
energie des Systems mit dem Rotor ohne Fliissigkeitsfiil-
lung.

Die Ausdriicke fiir T® und U° haben folgendes Aussehen
[1]:

270 =m° (&2 +5%)+J°((12 L)+ 10 (9 + & B2, (2)

- T o 2

-2 )
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+§(clx X; Tegx Xy tepy yp t ooy }'2)

mit
m® als Masse des Rotors,
I° und J© als polares und idquatoriales Trigheitsmoment
des Rotors.
Fiir die Welle mit Gelenklagern und dem Rotor in der
Mitte gilt
_4BEJy - 12EJy
c].]. - 13 ’ 022 - l °

Aufierdem gelten folgende Formeln und Bezeichnungen
Jw st das Flichentrigheitsmoment der Welle mit dem
Durchmesser dyy,

de
JW=—3T,

E ist der Elastizititsmodul,
Xgc=xtecosy, yc=ytesing.

Die kinetische Energie der Fliissigkeit lifit sich wie folgt
bestimmen

1
=2 po J V2 dQ,

wobei v die Geschwindigkeit der Fliissigkeitsteilchen ist.
Wenn eine Potentialbewegung der Fliissigkeit vorliegt, so

gilt
"= oo (VX2 dQ
6

mit X’ als Geschwindigkeitspotential der Fliissigkeitsteil-
chen.

Das Verschiebungspotential ist mit dem Geschwindig-
keitspotential wie folgt verbunden

dx

X =d—=X ’

entsprechend gilt
1 L
T"=5 pg J (VX)? dQ. @

Die Umformung des Volumenintegrals in ein Flichenin-
tegral geschieht mit Hilfe der Greenschen Formel:

1

oy x 3X_gs. ()

S+X

Das Verschiebungspotential wird in folgender Form dar-
gestellt [7]:

T =

X=@,2)+©,9)+ 2 sy ©)

mit

- -

® (P, &y, ®3) und ¥ (Y1, ¥g, ¥3) als harmonische
Vektorfunktionen, deren Komponenten Verschie-
bungspotentiale der Fliissigkeitsteilchen im Resultat
der entsprechenden ebenen und Drehbewegung um
die entsprechenden Achsen sind,

¢n (X, y, z) als harmonische Eigenfunktionen der Rand-
wertaufgabe von Fliissigkeitsschwingungen bei kleinen

Wellenbewegungen,
sp (1) als Verschiebung eines fixierten Punktes der freien_

Fliissigkeitsoberfliche in Richtung der Achse ™ bei
der n-ten Schwingform fiir die Fliissigkeit.
Die kinematischen Randbedingungen lauten [7]

) > >
Xlg= @M+ @, K x), @
X =@+ @ RgxD+ T _suvn O
on n=1
mit

)
=gy s

Die Dgln. und die Randbedingungen fiir die aufgestellten
Verschiebungspotentiale ergeben sich mit

-

A$=o,g_‘:ls+z=;’, (10)

9 —}
A = —I = _— =
v O,an S Rsxn,an Iy =Ry xn, (11)

2
o
A =
o= 0,50 Ty (12)
wobei



o, — die Eigenfrequenz der n-ten Schwingform fiir die
Fliissigkeit ist.

Folgende Normierung fiir die Funktion ¢, wird vorge-
nommen

0y, _ + . _zd o_T
3t =1 beir=R,, z +§,® 3 (13)
mit P als Polwinkel.

Die Funktion ¢, (r, ©, z) wird in der Form
¥, (1,0,2)=Z (2) ¢ (1, ©). (14)

dargestellt. Um der Randbedingung

zu geniigen, wird die Funktion Z (z) wie folgt darge-
stellt:

Z (z) = sinK z, (15)

wobei

k=""T(n=1,3,5,..).
a

ist. Nach Einsetzen der Gl. (14) in die Laplace-Gl. und
unter Beachtung der Gl. (15) erhilt man

+

To| -

32t
L =0.
se2 <%

] | d
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2¢,
or2 r

§ (r, ©) wird wie folgt dargestellt

$(,0)=u()+v(O),

entsprechend gilt
82v 2

+mv=0, 16
262 (16)
2u 1du m
—+t- — —(1+—)u=0, 17
2y ey 0D m

wobei y =i K rist.
Die Lésungen der Gln. (16), (17) lauten:

v(©)=C; sinm® + Cy cosm O,
u(r) =C3 Ly, (k1) + C4 Ky, (x 1),
mit I, (k r) und K, (k r) als Bessel-Funktionen I. und

II. Ordnung fiir imaginire Argumente.
Auf der Randbedingung

9,
or lr=R:

lifit sich der Koeffizient Cg bestimmen

G-, Kn B
I, kR)

wobei (’) die Differentiation nach r bedeutet.
Dann gilt

m (KR
u(r) =Cy [Kp (k1) — %Im (k1)].

Aus der Bedingung fiir die Normierung (13) folgt

_ 1
Cy=0, Cl.c4-h—45—
m
mit
K}, (k R)
M= T 71 (kR,)—K (kR,).
m I;n(KR) m 0 m O)

Damit erhilt man abschlieBend

_1 K (K R) :
pm = —— [Kp (k1) — ———— 1 (k R)] sinmO«k =
m" I, (kR)

m (18)
Es wird die Bewegung in der Ebene y0z, d. h. kleine
Verschiebungen des Punktes C parallel zur 0y-Achse und
kleine Drehungen des Rotors um die Achse Cx;, be-
trachtet. Aus den Gln. (10) und (11) folgt

®y =yy =rsin Q,

L)
3 - cos(m y1) =ny1,

9 oy

a‘l/l |z=+i=irsin®,5—-—llr=R=—zsin9,
z 9 r :

0

a—::p—1~|r:Ro=zsin®, Ay, =0,

Folgende neue, der Laplace-Gleichung geniigende Funk-
tion F wird eingefiihrt:

F1=\l/1 —zrsin@. (19)
Die Randbedingungen fiir die Funktion Fy lassen sich er-

mitteln, wenn man die Ableitung der Funktion F; in
Richtung der Normalen bildet:

oF, oF, ,
37 |z=i%=0,wlr:l{:—-2zsm®,
oF, _ .
gr—IrZRO—2zsm®.

Die Funktion F; wird wie folgt dargestellt:
Fj=2 . Ap [Ry () — R} ()] sin m @ sin k z,
n-._—

wobei die Funktionen R,, (r) und R: (r) den Randbedin-
gungen geniigen miissen:



R,

a_;—II':R:O, ar Il'=Ro‘1
* aR*
OR" 2%

dar =R T3 'r=R,=0.
Der Koeffizient A;, wird aus der Bedingung

o0
2 A,sinkz=2z m=1
n=1

bestimmt.
Wenn man Z in eine Fourier-Reihe im Intervall
% <gz <3 entwickelt, so ergibt sich
8a sin (n 7/2)
f_—_—, =1,3,5,..--
- (@ )
Endgiiltig erhilt man
8a sin (n 7/2) * ]
Fj=—1 2 _7 - i
1 ey ) [R, (v) Rn(r)]smesmxz
mit

) LG (k) —K; (k)
n
Ml

Nlll Il (K l') — K]. (K l'),

*—
Rn- Qn
1

o KiGR

_K; (kR)+ K RK, (k R),
1" (xkR)

I kR —kRI,(kR) ’

n_ Ki(Ro) _
1 T (Ry,)

Ky (K Ro) + k Ry K, (k Ry)
II(KR’O)_KROIO(KRO) ’

M} =LY (k Ry) —Kj (k Ry)

n I; (kR, K; (x R,
=Ll (I, (x Ry) — _I%O_)I+K0(KR0)+IT(’;{;*):
Q] =L} L (k R)-K; (xR
=L, (k Ry — L ( )]+K(R) I(I:R)

Die Funktion /; bestimmt sich aus der G1. (19)

o

Die kinetische Energie des sich in der y0z-Ebene bewe-
genden Fliissigkeitsvolumens lautet:

sin (n 7/2)
2

zr+8— z

11-2 n=1,3, . [RTI() R (l')]Sanz}st

(20)

'axds

T* =
dn

1
yz 5”

S+X

1)

8

Dabei ist X das Geschwindigkeitspotential der sich in der
yO0z-Ebenen bewegenden Fliissigkeit. Unter Beriicksichti-
gung der GIn. (6) bis (9) erhilt man:

@)+, DAZ it (22)
X 4@, 7) (6, x7), 23)
on

X 5=+ @ Ryx)+ 2 dubn, ()
Y, =sinK zsin ©. (25)

Dabei lassen sich die Komponenten in den Gln. (22) bis
(24) wie folgt bestimmen

@,8)=yrsin®,

(3 $)=l§ Y1,
(‘-{H)Isl+52—0

(u 7)ls, =y sin@,

@,R) 5=~y sin®,

(@ R,x®)lg, =frsin®,
(e Bx®)lg,=—frsin®,
(e R,x@)lg, =fzsin®,
@®, szn)|z——ﬁzsm(~)

¥n =—[K1 (x r)——L] I; (k r)] sink z sin ©.
Mﬂ
1
Nach Einsetzer der Gln. (22) bis (24) in Gl. (21) erhilt
man fiir die kinetische Energie

T;z——plsf (yrsin®©+6
1

s o ¢p) Brsin ©dS

- f (}"rsin®+6¢1
Sa

+ 2

n=1,3, ...

§y ¢y) Brsin ©dS

+f(yrsm@+ﬂ'l’1+2 Sn ¥n)

S3 1.3,...

(ysin © + B zsin ©) dS

$n ¥n)

P PR

— é(yrsin®+6¢l+ z

(ysin® +Pzsin® — I

s, ¥, )dS.
n=1,3,...%‘ n) E



Nach Intesrati - o s - -
ach Integration und einigen Umformungen ergibt sich K; (a7 R,) — Lrll I, (n7R,)

damit B®
1 1 Mn ’
T =262 +6213 i Ao * )2m éiyn,(26) !
n=1,9,.. — -
. Ko(maR)+L1L (n7R)
wobei 5 = o ,
1

oo I o)L -R _ _
4 ANV 2 Ky(@7R)+LiL (n7R,)

n
16 % 1 Zoon =2en 2 M?
= >:=1,3,. .[F(R Py - Koy '
1 = - Analog kann man die kinetische Energie der Fliissig-
t—g (R E'll -R, G'll)]} , 27) keitsbewegung in der x0z-Ebenen ermitteln:
T
1 . 1 1
_ T = J*+a2 dp Nop + = X2 m* +—q M- (28)
Agp = P a% sin (n 17/2){ 21 3 [RDn Ro (Bn —Gn X2 n=1,3,... = " 2 2 "
T n
_ _ Fiir die Fliissigkeitsbew in der xOy-Ebenen erhilt
1 =5 n =2 mn g egung y
- — (R D} - @] - 11}, man
* 1 2
_ B" T =pf v Q = (wsr) dQ
m" = p a3 7 (R? Ri)“n_pas R;nl’ xy 2 0 2 Qe ,
2
} R “lpe? a0 R 3 dr [ e
R= E' . -ﬁo =_° R 2 ¢ o RO _a
a a 2
1 NP
- - =—pma (R*-R +a
Ky (n B) + L' Iy (n 7 ) 77T (P rah)
2 = Mn bzw.
1 * 1. % .
T =_17 (¢
L oyl @ rap), (29)
K2 (nﬂR)+N1 12 (nﬂR)
N n ’ wobei
Q1 I* 1p sn(ﬁlt f_{4)
- - =—pa - )
o K @R Ll @rRy) 2 o
2 MYIl ¢ = w = konst (30)
_ _ sind und aufierdem stellt
Koy (nmR,)+N"I, (n7
- 2 (0 Ry) 1n2(n RO)’ wg=¢ tasinfry tap
Ql
_ _ ~ die Projektion der absoluten Winkelgeschwindigkeit des
n K;(n7R) - N'll I; (n7R) Rotors auf die Koordipatenachse £ dar. Die Achse £ geht
E = - durch den Massenmittelpunkt des Rotors und ist mit
Q, ihm starr verbunden.
- n - Die potentielle Energie der Fliissigkeit lift sich wie folgt
K; (n7R) - L) (n7R) bestimmen
- : ,
My U—2pw2R fg ds
. K (nﬂRo)—N'l' I a7 R,)
1 Q" mit
1 £,=s, ¥, als Form der freien Fliissigkeitsoberfliche
K; (nn -R'o) _ Llil L (nm ﬁo) bei der n-ten Schwingform.
- M’; ’ Nach Integration erhilt man
= n = ‘ U 27 pw?R2a (31)
. Ki@rR)-LIL (awR) n1 °
1 n ’
Ml



Aus der Randbedingung (12) an der freien Fliissigkeits-
oberfliche lassen sich die Eigenfrequenzen fir die
Schwingungen der Fliissigkeit bestimmen

R
22 MR
n B?

(32)

Damit ergibt sich folgender Ausdruck fiir die potentielle

Energie der Fliissigkeit:

1 2 2
U:z :5 sn Onlin (33)

Analog kann man

* _1 2 2
sz_Eq O Hn

n n

erhalten.

Wenn man die potentielle und die kinetische Energie des
Festkorpers und der Fliissigkeit addiert und in die Lag-
range-Gl. (1) einsetzt, so fiihrt dies bei Vernachlissigung
der Glieder hoherer Ordnung auf die Gln. fir die gestorte
Bewegung des Systems Festkorper-Fliissigkeit:

[

mx+ 7, x —8; @=me w? cos wt

m§+72y—826=mewzsinwt '

Ja+lwﬁ+7lz—a—51x+§=13 >‘onqn=0
) . 12 - (34)
Jﬁ—de+72_4_ﬁ—82y+rzl:=l3 Aon 8 =

- 2 .
Hn (9n * 0 qn) * Agp @ =0
My Gt 025+ ApB=0  (n=1,3,5,..)

\
mit

m=m’+me, J=J" +]J°, I=I"+I°,

‘1 1 1
= 1] —-— + ,
nEenll-5 (011 t2eoyx e t2ey )
11 1 1
= - +
72 cll. [1 2 (cll + 2 Cly cll + 2 Czy )],
5 - ¢ P 1 !
1 4 011"'2(22)‘ °11+2c1x'
2 2
‘i I 1 1

4 (011 +2 C2y - C11 +2 Cly )

Die partielle Losung des Dgl.-Systems (34) ld6t sich wie
folgt ermitteln :

x= Ay cos wt, a=Ag coswt, q, = B, cos wt,
y = Ag sin wt, = Ay sin wt, s, = C,, sin wt.
10

Nach Einsetzen der Ausdriicke fiir die Variablen in das
System (34) erhilt man

(Al (71—mw2)—A381=mew2

A2 ('72—mw2)—A482=mew2

2 [+ <]
Ag (1 C—Jw?)+ AgTw? Ay 8] —w2Z  Byhy,=0
4 n=1,3,...
2 oo
A4(72%_‘]w2)+A3 Iw? —Agby —w?2 . Cyhyy=0
n=13,...

By fy (07 — 2) — Ag Aoy w2 = 0
Cn tn (62 — 2) = Ag Ay @2 =0

Folgende Sonderfille kann man betrachten:
1. Alle Lagersteifigkeitskoeffizienten sind gleich

Clx = €1y = C2¢ = C2y = C.

Daraus ergibt sich
2¢: C11

8, =85=0, = yg = -
1°92 M1 =72 e *+2c

In diesem Fall hat das System nur eine kritische Drehge-
schwindigkeit

“’krz‘/-l‘-

m

2. Es gelte

Clx = cly =€), Cox = 02y = cg.

Daraus folgt
‘11 1 1
= = —_—— + =
Mm=r2=cenn 1 ) (011 +2¢ o +2°1)] 7
2
cs 2
by=by=dl (1, 1,

4 011+202 €11 +2Cl

Die kritischen Winkelgeschwindigkeiten fiir die reguliire
Priizession ergeben sich als positive Wurzeln der Gl.

12
A =(r-me?) [rg

)\2
. 23 = )]
I-]J-w - .
n=13,.. p ("i - w?)
—82=0. (35)
Dabei ist
o A2
I-]-w?Z —n =X

2
=1,3,... —w?
n 7. (on w*<)

das dquivalente Trigheitsmoment.

Wenn der Einfluf der Fliissigkeit aus der Betrachtung
ausgeschlossen wird (p = 0), so stimmt die Gl. (35) mit



der bekannten Gl. fiir den festen Rotor [7] iiberein. Daf
o€ gegen — > bei 0, = w geht, ist eine Folge der linearen
Aufgabenstellung. Um dieses Problem zu beheben, mub
die Energiedissipation fiir die Relativbewegung der Fliis-
sigkeit in die Betrachtung einbezogen werden. Die Bewe-
gungsgin. lassen sich unter Einbeziehung der Energiedis-
sipation folgendermafien formulieren: Die ersten vier
Gln. des Systems (34) bleiben unverindert, die letzten
zwei Gln. haben folgendes Aussehen [5]:

. . 2 3 o
“n(qn+7nqn+onqn)+)‘ona'0 (36)

. . 9 .
Hn (8n + T 8y + 0, 83) * Ao B =0,

wobei 7,, der Dampfungskoeffizient und &, das logarith-
mische Dekrement fiir den entsprechenden Hohlraum

sind.
qp und s, werden in komplexer Form dargestellt

. m
qn =B, 6%, s, =C, el(wt_E ).
Nach Einsetzen dieser Werte in (34) unter Beachtung

von (36) und Trennen des realen und imaginiren Teils
erhilt man

2
A(w) = (Y — mw?) [7% +(1-] (37)
- )\2 (02_
w2 LBt - \w2] 82 =0.

z
n=13,... [T [(0121 - w2)2 - wz ]

Jetzt hat das dquivalente Trﬁgheitsmoment keine Sprung-
stellen bei 0;, = w . Im Falle von 7, = 0 fillt G1. (37) mit
Gl. (35) zusammen. Als Dampfungskoeffizient 7, be-
kommt man

6.0
p =2 (38)
mit
E) _40n 39
n = 5Q (39)

AU, ist die Energie, die wihrend einer Schwingungspe-

' riode abgegeben wird und
U  ist die maximale Energie der F lussngkeltsschwm
gung, deren Wert sich aus Gl. (33) bestimmen li6t.

Wenn die Fliissigkeitsoberfliche harmonische Schwin-
gungen mié der Geschwindigkeit v,, cos 0, t ausfiihrt, so
ist

AUn=1rp\/2z [vas, (40)
n s

wobei v die kinematische Viskositit und

Vp = O0n 8on V ¥p

die Geschwindigkeitsamplitude fiir die Schwingungen der
idealen Fliissigkeit an den Winden des Hohlraums ist.
Die Geschwindigkeitskomponenten v,, kann man folgen-
dermaBien bestimmen. Auf der Fliche r = R gilt

Vm =0,

1 d¢, = DI; On Son O si

V@n ~ ;’ Y?) On SM—TCOS sInkK z,
a‘pn n .

Van = 5~ %n Son = D 0y 8o, 8in © cosk z.

Auf der Fliche z = a/2 gilt

Vzn = 0,
09,
Vm ~ 3r On 8on

_sin(n 7/2) 0y 8o

X} (kr) - L“I’ (kr)] sin O,

_sin(n7/2) 0, 85,

KM'lll‘

[Ky (kr) — L7 I} (kr)] cos ©.

und auf der Fliche z = — a/2

Von = 0,
0¢n sin (n 7/2) 0,, 8o
¥m =5 %n Son =

n
KM1

LT (kr) - K (xn)]sin ©,

199,

O Tree et T m,
1

sin (n m/2) 0, s,

[L'I’ I; (kr) —K; (x1)] cos ©.

Wenn man die Werte der Geschwindigkeitskomponenten
vy, in die Gl. (40) einsetzt und iiber die Fliche integriert,
so erhilt man nach einigen Umformungen

WwZR, a2 M"s
v ° 1 Son
A =
Un P\/.za nH?
1
2 _
[ (L+n2n2 Ry v —— (" —FD )]
2R (M2)2 o
mit

HY =0 1) (a7 Ry) — Ky (nmR,),

F;=(1+"2 "22 R2) K, a7 R)+L71, (nmR) ]2

~[K; (a7 R~ LI (nn R)P?

~[K, (a7 Ry~ L} I, (a7 R,
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2. 932 Tabelle 1 -
| e wr R° R n R 12 TR [ C C o | Jo
=1+ + nila e VoG 2 | Cn | m®| © |]J
R, a 2 ){ (K, (n7R,) Ll I, (n 7 Ry)} m|m|mkgmd|m2c |Nfm |N/m | Nim | kg |kgm?|kgm?

5|1 {06[25] 103 | 10-6|6-108|2:108 | 3-106 | 600 | 200 |160

- _n - 2]( )
— [K]. (n m RO) Ll Il (n ™ RO)] { a |me | 10 i wkp | Qkp
- m | m | kg kgm2 kgm2 1/s 1/s

10405 400 133 | 75 |647 | 647

~ [Ko (a7 Rp) L2 1, (n7 R,) 2.

193 | 94
2 | 0410600 | 260 | 160 427 | ——
Nach Einsetzen von AU, und U in die Gl. (39) ergibt 3 |04 16 60| 200 | 160 | 2 |3}
i ny2 381 | 3.2
sich ) M’ll[ DlR s 2.2 ﬁ) N :2(F§ -F; N 4 | 04|20|80| 267 | 450 | 486 1054 Tabelle 2
5 2 M;) @1) In der Tabelle 2 sind die Ausgangsparameter und die kri-
n H V2R tischen Drehgeschwindigkeiten des Rotors mit und ohne
! en Beriicksichtigung der Bewegung der Fliissigkeit ange-
mit fiihrt. Die Beriicksichtigung der Fliissigkeitshewegung
0. a2 kann zu zusitzlichen kritischen Drehgeschwindigkeiten
R,, = ——— als Reynoldszahl fiir die n-te Schwingform. oder zur Verringerung ihrer Anzahl fiihren. Das 146t sich
g damit erkliren, dafs die Gl. (37) eine positive reelle Wur-
Aus der Gl. (34) wird der Dimpfungskoeffizient ermittelt zel hat, wenn das #quivalente Triigheitsmoment positiv
(Dn)2 ist, und zwei positive Wurzeln besitzt, wenn das dquiva-
— o 2 lente Trigheitsmoment negativ ist. Die Beriicksichti-
2M? Vo, v L @+n?a2R)+ Fo —F2 ente lrag i
1 Ven [. 2R (1+n ) (M™)2 Fx Ro)} gung der Bewegung der freien Fliissigkeitsoberfliche bei
= 1 gewissen Verhiltnissen der Rotorabmessungen, der hy-
ay/ 2 mn H'll draulischen sowie der mechanischen Charakteristika des

(42) Systems fiihrt zur Vorzeicheninderung beim équivalen-
ten Trigheitsmoment. Dies fithrt gleichzeitig*zu zusitz-
lichen kritischen Drehgeschwindigkeiten oder zur Ver-

Numerische Ergebnisse ringerung ihrer Anzahl.

Auf Bild 2 ist die Abhingigkeit der kritischen Drehge-

schwindigkeiten des Rotors vom Wert des Fiillungsstan-

des mit Fliissigkeit fiir den Rotor gezeigt. Zum Vergleich

ist die Kurve fiir die kritischen Drehgeschwindigkeiten

des Rotors £ |, bei Nichtberiicksichtigung der Fliissig-

keitsbewegung (die Fliissigkeit wurde wie ein fester Kor-

per behandelt) angefiihrt. In der Tabelle 1 sind die Aus-

gangsdaten fiir den Rotor und die mechanischen sowie LITERATUR
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