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1. Einfithrung

Bei der Optimierung mechanischer Konstruktionen und
Konstruktionselemente gibt es zwei Vorgehensweisen.
Bei der ersten Vorgehensweise betrachtet man stetige
Modelle kontinuierlicher Systeme, fiir die stetige Opti-
malititsbedingungen und Ableitungen der entsprechen-
den Funktionale formuliert werden. Die Diskretisierung
erfolgt erst in der Etappe der numerischen Lasung der
Optimierungsaufgabe [1].

Im zweiten Fall erfolgt die Diskretisierung bereits mit
der Aufgabenformulierung, d. h. Optimalititsbedingun-
gen werden fiir diskrete Modelle der betrachteten Syste-
me formuliert.

Ohne auf theoretische Fragen des Vergleichs dieser bei-
den Vorgehensweisen einzugehen, sei hier nur bemerkt,
dab fiir raumliche Konstruktionen und fiir Elemente mit
komplizierter Form, wie sie fiir den Maschinenbau ty-
pisch sind, bereits die Formulierung eines der techni-
schen Aufgabenstellung entsprechenden mathematischen
Modells in der Form einer Randwertaufgabe fiir das Sy-
stem der Dglr. schwierig ist. Dies gilt besonders fiir eine
stetige Formulierung der Optimalitiitsbedingungen. Auf
der anderen Seite gibt es viele positive Erfahrungen bei
der Anwendung diskreter Modelle in Matrizenschreibwei-
se, insbesondere von Finite-Elemente-Modellen bei der
Berechnung komplizierter Konstruktionen.

In der vorliegenden Arbeit werden verschiedene Aufga-
benstellungen fiir die Optimierung mechanischer Syste-
me betrachtet, die durch entsprechende Finite-Elemente-
Modelle darstellbar sind. Dabei werden unterschiedliche
Optimalititsbedingungen analysiert, numerische Metho-
den und Optimierungsalgorithmen diskutiert sowie nu-
merische Ergebnisse angegeben. Die Universalitit der
FEM und die daraus folgende Universalitiit der mathema-
tischen Methoden, der Algorithmen und der Programm-
pakete zur Optimierung von Konstruktionen auf der Ba-
sis der FEM ist ebenfalls ein wichtiges Argument fiir die
Anwendung der hier gewihlten Vorgehensweise.

2. Die Optimalititsbedingungen
2.1. Statische Beanspruchungen

Zuerst wird der Fall statischer Belastungen betrachtet.
Die Aufgabe wird in der fiir die FEM typischen Matri-
zenschreibweise formuliert. So gilt z. B. fiir die Verschie-
bungsgréfenmethode die Matrizengl. (1)

K@)y =F. @
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Hierin ist

? der Vektor der verallgemeinerten Knotenverschiebun-
- gem,

£ der Belastungsvektor,

K (_)) die Steifigkeitsmatrix fiir das System,

u der Vektor der variierbaren konstruktiven Parameter
des Systems, die folgender Beschrinkung unterliegen:

um’“<ui<u?‘a" ,i=1,...,n. 1))

Die Optmuerungsaufgabe besteht in der Ermittlung einer
solchen Lésungsmenge “opt der variierbaren Parameter
U C U des konvexen Vanatlonsgebletes U, die das Mini-
mum des Qualititsfunktionals I = I (w, y) sichert. Dabei
isty die Lésung der G1. (1).

Um die Optimalitiitsbedingungen zu formulieren, wird in
die Betrachtung die zu Gl. (1) adjungierte Aufgabe einge-
fiihrt

KT @)y =

Dabei sind

>_ - _| ol . _

g “grad?I—{ _ayi ,1—1,---,n}

und KT die zu K transponierte Matrix.
Wegen der Symmetrie der Steifigkeitsmatrix gilt KT = K
und die konjugierte Aufgabe kann auch durch die Gl.

K@) ¥ =grady 1 3)

dargestellt werden. Gl. (3) beschreibt das gleiche mecha-
nische System, welches jedoch durch ein fiktives Krifte-
system g belastet wird. Das System g ist durch die Wahl
des Qualititsfunktionals definiert.

Fiihrt man das diskrete Hamiltonsche Funktional

H=K®@)7,¥)-1@.7)
ein, so kann man leicht zeigen, daf

- oH .
gradI={— —,1=1,...,n}
oy

ist. Hierbei wird nur nach dem explizit eingehenden u
abgeleitet

a1 _ a1l
'a'T‘(a? u) a———(Klll Yu)+I
A T

Dabei wurde die folgende Gl. (4) verwendet, die man
durch Differentiation der Gl. (1) erhilt



K?u+Ku?:0- (4)

Wenn die Variation von u nicht auf das abgeschlossene
Gebiet U beschrinkt wire, so ist die notwendige Optima-
lititsbedingung auf LI 0,i=1,.
0 u
Fir den Fall, da H eine konvexe Funktion von o ist,
kann die notwendige Optimalititsbedingung im Varia-
tionsgebiet U als Maximum des diskretisierten Funk-
tionals H fiir ein optimales Eopt (diskretes Maximum-
Prinzip), formuliert werden:

. «, n zuriickfiihrbar.

- max
H@opt, v, ¥)= ,  H@,Y,¥). ©)
uCU

Es sind auch andere Fille angebbar, fiir die das diskrete
Maximum-Prinzip gilt. Diese Frage ist ausfiihrlich in [2]
bis [4] behandelt.

Im allgemeinen Fall stellt das diskrete Maximum-Prinzip
weder eine notwendige noch eine hinreichende Optimali-
titsbedingung dar. Man kann zeigen, daf man alle Sta-
tionarititspunkte von H betrachten mu6. Entsprechend
wird die Optimalititsbedingung als Maximum-Bedingung
in der Form

- > max 5 oH
, = , t = —
Po uopt) Jcu (Po» ) mit py {aif} ‘T:;;opt(6)

angegeben. Diese Bedingung ist der Kuhn-Tuckerschen
Bedingung dquivalent

w>0, j=1,...,2n,

15 V; o) =0,
7
0 > @
FEd [H+(#,V)]:0,

-
V={Vi,i=1,...,2n}.

Hier wird das Variationsgebiet (2) in der dquivalenten
Form dargestellt

U: V;>0,j=1,...,2n,
Va1 =y —u™n,

V21 =umax—ui,i=1,...,n.

Wichtig fiir die erfolgreiche Losung der Aufgabe ist die
Auswahl des mathematischen Modells und die Einfiih-
rung der zu variierenden Parameter. Im betrachteten Fall
hiingt dies von der Finite-Elemente-Diskretisierung ab.
So vereinfacht sich die Untersuchung der Optimalititsbe-
dingungen wesentlich, wenn beispielsweise die Konstruk-
tion ein Ensemble aus finiten Elementen konstanter
Dicke darstellt. Jedes Element liefert seinen Beitrag zum
Vektor der zu variierenden Parameter u = { u,i=1,...,
np =1h,i=1,..., np .Die Steifigkeitsmatrix des Sy-
stems zerfillt damit in n Glieder, die nur von u; abhin-
gen

K@= K@)

Damit gilt auch
n
=2 L) ®)

und das Hamilton-Funktional wird eine additive Funk-
tion fir u

H=K@F.9)-1=2 K @79
L, Y) = }'21 H;. )

Damit wird die Optimalititsbedingung in der Form des
diskreten Maximum-Prinzips (5) in ein unabhingiges Sy-
stem von n Maximum-Prinzipien H; (u;) fiir eine Variable

y; iiberfiihrt:

max H o max
*TCU u“‘i“<ui<umax

{Hi=Ki@) ¥, 9) - L.} (10)

Es sei nochmals angemerkt, daf das Funktional (8)
selbst infolge der komplizierten Abhingigkeit ? (u),
die aus der Aufgabe (1) folgt, keine additive Funktion
fir u;,i= 1, ..., nist. Somit wird im Fall der Verwen-
dung der Optimalitiitsbedingung (10) die Aufgabe min I
der Funktion n Variabler in n Aufgaben max H; fiir eine
diskret eingehende Variable iiberfiihrt. Es wird damit un-
ter der Voraussetzung, daf das diskrete Maximum-Prin-

- zip anwendbar ist, méglich, die bewiihrten Methoden fiir

eindimensionale Aufgaben zu verwenden. Die Beziehung
(9) wird natiirlich auch bei anderen Optimalititsbedin-
gungen verwendet.

Ein weiterer Vorteil, der sich aus der alleinigen Verwen-
dung von Elementen konstanter Dicke ergibt, ist die ein-
fachere Struktur der Beziehungen K = K (u;). So ist fiir
dinnwandige, auf Biegung beanspruchte Elemente K; =

u?l(i, fir auf Zug-Druck beanspruchte Elemente K; =

y; K; und fiir eine Uberlagerung von Zug-Druck und Bie-
gung K; = u? Kgl) + oy K§2).

Es wire jedoch nicht richtig, die Verwendung von Ele-
menten konstanter Dicke immer als gerechtfertigt fiir
Optimierungsaufgaben anzusehen. So ist beispielsweise
bekannt, daf man bei der Verwendung dieses Element-
typs, genauer gesagt, fiir die daraus folgende Klasse von
abschnittsweise-konstanten, variierbaren Funktionen, die
Existenz optimaler Lésungen nicht beweisen kann [5].
Es entstehen Effekte, die mit einer nichtkorrekten Auf-
gabenstellung verbunden sind, und eine Regularisierung
der Optimierungsaufgabe notwendig machen [6].

2.2. Eigenschwingungen

Die Aufgabe der Berechnung der Eigenschwingungen von
Konstruktionen soll mit Hilfe der FEM gelost werden.
Dabei wird sie auf folgendes Matrizen-Eigenwert-Pro-
blem zuriickgefiihrt

[K@)-AM@)] y =0. Hiersind (11)
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y der Eigenvektor

A = w? der Eigenwert, fiir den GL. ( 12) gilt

det [ K—AMI=0. (12)

K und M sind die Steifigkeits- und die Massenmatrix des
Systems.

Das Qualititskriterium, nach dem die Konstruktionsopti-
mierung erfolgen soll, stellt nicht nur Forderungen an
die Eigenfrequenzen (vgl. [1], [7]), sondern auch an die
Eigenformen. Beispielsweise filhrt die Optimierung me-
chanischer Systeme bei erzwungenen Schwingungen auf
spezielle Forderungen an die Eigenformen und Eigenfre-
quenzen [2], was auch spiter gezeigt wird.

Die Optimierungsaufgabe soll wie folgt gegeben sein:

Es ist eine solche Menge variierbarer Parameter l_l)opt aus
dem Variationsgebiet U zu ermitteln, die das Funktional
I nach Gl. (13), welches vom Eigenvektor y abhiingt, mi-
nimieren

n
1=2 I(w,y) (13)

Die adjungierte Aufgabe lautet unter Beachtung der
Symmetrie der Matrizen K und M

K@ - M@ ¥ = =5 19
Die Matrizengl. verfiigt iiber eine wesentliche Besonder-
heit: sie stellt ein inhomogenes System mit einer auf-
grund der Gl. (12) entarteten Matrix der dynamischen
Steifigkeiten dar. Damit die Gln. (11) und (14) gemein-
sam l6sbar sind, ist die Erfiillung der Orthogonalititsbe-

dingung
AL P=0 (15)
ay Y

notwendig.

Es ist nicht schwierig zu zeigen, daf die Bedingung (15)
der mathematischen Forderung der Unabhiingigkeit des
Funktionals (13) von der Normierung der Aufgabe ent-
spricht. Folglich wird sie fiir diese Funktionale im allge-
meinen automatisch erfiillt. Wenn dies nicht der Fall ist,
so wird die Aufgabenstellung (11) durch die Normie-

rungsbedingung

N(@,y)=1=konst (16)
erginzt (z. B. entsprechend der kinetischen Energie des
Systems (My , y) = 1). Nach der Einbeziehung dieser

Bedingung mit Hilfe der Methode der Lagrangeschen
Multiplikatoren

L=1E& N+ X NEY)

ist es moglich, den Stérvektor g = g—l; der Gl. (14) zu or-
y

thogonalisieren

oL, 0l - , 0N -
<3?1,y>=0,f=—<5—7,y)/(;.,——7,y>-

Die Gl (14) beschreibt die gleiche Konstruktion, wie die
Gl. (11), jedoch bei einer Belastung durch dynamische
Krifte, deren Verteilung durch das Qualititsfunktional
bestimmt wird und deren Erregerfrequenz gleich der Ei-
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genfrequenz ist. Endliche Losungen fiir den Fall des Ein-
wirkens dieser fiktiven Resonanzkriifte sind nur dann
moglich, wenn diese keine Arbeit mit der Resonanz-
schwingform leisten. Darin besteht der physikalische
Sinn der Orthogonalititsbedingung (15). Das Einfithren
der Normierungsbedingung entspricht der Einprigung ei-
nes Kriftesystems, welches die Arbeit der fiktiven Krifte
des Hauptfunktionals mit der Resonanzeigenschwing-
form kompensiert.

Nach der Orthogonalisierung kénnen die Losung der in-
homogenen konjugierten Matrizengl. (14) mit der entar-
teten Matrix und nachfolgend das Hamilton-Funktional
in Form einer einparametrigen Schar dargestellt werden.
Das gilt jedoch nur fiir solche Fille, wo keine Mehrfach-
eigenfrequenzen auftreten:

V=U;+ky, H=kH, +Hy, (17)

H, = (K — NH]¥, ¥), H = (K — AH] Y, ¥p)

mit ‘_I/)f als Eigenlosung der Gl. (14), die gegebenenfalls
durch die Bedingung N [3] = 1 erginzt wird. Damit
hiingen die Optimalititsbedingung (in der Form (5) oder
(6)), der Gradientenausdruck und folglich die optimale
Lésung vom Parameter k ab.

Man kann zeigen, dab der Teil H, von H, der nicht vom
Qualititsfunktional abhingt, fiir die Stationaritit des Ei-
genwerts verantwortlich ist [8] und somit der indirekt
eingefiihrten Einschriinkung

> >

A= &YYoy komst (18)
My, y)

entspricht.

Hierbei spielt k die Rolle eines Langrangeschen Multi-
plikators, der die Einschrinkung (18) fiir das Rayleigh-
sche Funktional beriicksichtigt. Wenn man den Wert k
andert, indert man damit den Wert A, in der indirekten
Einschrinkung fiir die Eigenfrequenz. Man kann folglich
mit der Optimalititsbedingung unter Beachtung von (17)
die Aufgabe iiber ein bedingtes Extremum min (max) I
bei A = A, = konst losen bzw. iiber min (max) A bei I =
konst, was das gleiche darstellt. Dies gestattet die Steue-
rung der Eigenfrequenz w2 = X und des Funktionals I,
was fiir Optimierungsaufgaben bei erzwungenen Schwin-
gungen wichtig ist (vgl. Abschnitt 2.3 bis 2.6, 2.8). Der
Grund fiir das indirekte Einfiilhren der Einschrinkung
(18) ist die Verwendung der Standardform der adjun-
gierten Aufgabe und der Beziehungen fiir gr?d I und fiir

aH

H. So basiert die Ableitung der Gleichung grad I = T3
“du

auf der Gl z ?u = —1z, Y, welche zu (4) analog ist und

durch Differentiation der Aufgabe (1) erhalten wurde.
Fir die Eigenschwingungsberechnung nach Gl. (11) ist
z = K — AM. Nach der Differentiation erhilt man

[K-AMly, = —[K, —AM,]7 + A\, M¥.

Entsprechend gilt

a1 _ D1 .. 31 .5 a1 .
Tu W)*(a—?,Yu)—a_uM[K—)\M]w,?u)



ol g - -
5t O K5 =Lk, _am7.9)

-
X (MY, ).
In diesem Fall folgt durch Einsetzen der Losung in Form

von III) =ky + @)f unter Beachtung der aus dem Ray-
leighschen Funktional folgenden G1.

A = (Ky —AM,1Y, Y)(MY,Y)
o L) K- M1 T, 50 0, 7, B,

Damit hingt der Gradient des Funktionals nicht mehr
von k ab und er entspricht nicht mehr dem bedingten
Extremum fiir I bei der Einschrinkung (18). Die Ver-
wendung des Ausdrucks

ol _ oH

du du

entspricht der indirekten Einfilhrung der Bedingung
Ay = 0, d. h. A = konst. Dies konnte bereits bei der Ab-
hingigkeit des Hamilton-Funktionals, des Gradienten
und der Optimalititsbedingungen vom Faktor k beim
Rayleighschen Funktional beobachtet werden. Wenn

MY, ¥)=0 19)

ist, so kann man beim Suchen des unbedingten Extre-
mums fiir [ die Standarform von H und den Ausdruck
oH
I= - u
verwenden.
Damit sichert die Bedingung (19) die Normierung der
adjungierten Randaufgabe, die dem absoluten Mini-
mum des Funktionals I entspricht. Dabei gilt

k=—MY,9¢)/MY, 7).

,i=1,...,n

2.3. Erzwungene Schwingungen (ohne Resonanz)

Im Falle erzwungener Schwingungen ohne Resonanz,
d. h. wenn die Frequenzen v der duBeren Krifte genii-
gend weit vom Spektrum der Eigenfrequenz des Sy-
stems entfernt sind und man die Dimpfung vernach-
lissigen kann, nimmt die Aufgabenstellung folgende
Form an

K -2 M]y =p. (20)

Wenn man beriicksichtigt, daf hier die Matrix der dy-
namischen Steifigkeiten Z = K — »2 M nicht entartet
ist, so stimmen die Losung der Aufgabe (20) und die
Optimalititsbedingung fiir das Extremum des Funk-
tionals I =1 (u, ¥) mit den entsprechenden Gln. fiir die
statische Belastung iiberein, wenn K gegen Z ausge-
*tauscht wird.

2.4. Erzwungene Resonanzschwingungen (Systeme
mit diskreten Frequenzen)

In die allgemeinen Matrizengln. fiir die Schwingungs-
aufgabe wird ein Dimpfungsglied eingefiihrt, welches
die irreversible Energiedissipation beschreibt [2]

. <
KV +MV +R [V]=P*sin (v1).

Unter Beachtung, dab fiir ein System mit einem nicht
sehr dichten Spektrum der Eigenfrequenzen naherungs-
weise angenommen werden kann, daB die Form der er-
zwungenen Schwingungen mit der Resonanzeigenform
V= y f(t) zusammenfillt, und unter Anwendung ener-
getischer Varianten der asymptotischen Methoden im
Rahmen der ersten Niherung erhilt man die Gl. des
dynamisch dquivalenten Ein-Massen-Modells:
«

cf+mf+R [f]=P*sin(vt)"

mit der Losung
f=asin(wt+y),

wobei

p*
a:
V (c —mp2)2 + (AW (a))2

ist. Dabei bedeuten

¢, m — die integrale ,,Steifigkeit” bzw. ,Masse” des Sy-
stems auf der Resonanzschwingform (potentielle und
kinetische Energie)

c=(Ky,y),m=My,y), wobei—:T = w2ist,

A W (a) = [ 2 8; dV — die Energie, die wihrend eines
Schwingzyklus von der Konstruktion abgegeben wird.
Entsprechend der Hypothese von Davydenkov fiir die
amplitudenabhiingige Energieabgabe 8, = a a:'_l kann
man schreiben

AW=a"l AW ) mit AW ) =AW |, =
[ aa*l av,5=0F) |41,
v

P¥ = ( P ,¥) — die Arbeit der duberen Krafte zur Anre-
gung der Resonanzschwingform.

Damit gehen in die Ausdriicke fir die Amplitude der
Resonanzschwingungen die Funktionale ¢, m, AW, P*
ein, die von der Resonanzschwingform abhingen. Die
Gl zeigt die Moglichkeiten zur Steuerung der Amplitu-
de der erzwungenen Schwingungen durch gezielte An- -
derung der Eigenfrequenz w, der integralen Charakteri-

stika AW der Energiedissipation in der Konstruktion
und der Arbeit P* der duBeren Krifte mit der Reso-
nanzeigenschwingform. Dies gestattet die Losung der
Optimierungsaufgabe fiir Konstruktionen bei erzwunge-
nen Resonanzschwingungen (m, n, I (;))) auf die Opti-
mierungsaufgabe bei Eigenschwingungen mit Funktio-
nalen zuriickzufiihren, die von der Resonanzeigenform
abhiingen (w, P*, AW).

2.5. Erzwungene Schwingungen (allgemeiner Fall)

Viele reale Konstruktionen verfiigen iiber ein sehr dich
tes Frequenzspektrum. In diesem Fall ist bei der Lo-
sung der Matrizengl. fiir die erzwungenen Schwingun-
gen

17



- . ->
KV+MV +2nM7V =P sinvt+P, cosvt
der Verschiebungsvektor V in eine Reihe nach den Ei-
genformen zu entwickeln
n
V=2 ¥ £
i=1
Nach skalarer Multlphkatlon mit yl und unter Beach
tung der Orthogonalitit (K y_l Y1) =M yl, yl) 0

und der Normierung (M yl, y;) = 1 der Eigenformen
erhilt man

w,2 fi+.f.i +2nfi =P* sinvt+P* cosvt
1 Si Ci
mit

2
w =Ky, VMY, %)= Ky, 5)

- - -

o= YR = @ V) B =V v P
1 1

£ (t) = as, sinvt+ ac, CosVt.

Dabei ist es nicht schwierig, folgende Beziehungen zu
erhalten

TS P
T V(@ oA A

Die Verschiebungen der Konstruktion bei erzwungenen
Schwingungen ergeben sich zu

PIY; sin (vt + )
i=1 \/(w

...)
v

M:

~12)2 + 42

und somit lassen sich alle Kriterien des Vibrations-

Spannungs—Deformatlonszustandes bei der Optimierung

(min I (Vv )) durch die Resonanzelgenschwmgform und

die von den Eigenformen P}, w; abhiingenden Funktio-

nale ausdriicken. Offensnchtlhch verdankt man diese ein-

fache Ableitung des Ergebnisses dem einfachen Damp-
«

fungsmodell der linearen viskosen Reibung R vi]=

2n MV . Damit ist auch verbunden, daf im Gegensatz
zur realen, amphtudenabhanglgen Energ1ed1ss1pat10n in
den Ausdruck fiir v die Funktionale A W; nicht einge-
‘hen.

2.6. Erzwungene Schwingungen nichtlinearer Systeme

Vielfach ist es zur wirklichkeitstreuen Abbildung realer
Besonderheiten von Konstruktionen und von Arbeits-
bedingungen notwendig, nichtlineare Modelle heranzu-
ziehen. Die Nichtlinearititen kénnen mit der physikali-
schen Nichtlinearitit des Materials, beispielsweise
nichtvollstindige Flastizitit oder Energiedissipation im
Material (vgl. Abschnitt 2.4.), mit geometrischer Nicht-
linearitit, z. B. grofien Verschiebungen, mit konstrukti-
ver Nichtlinearitiit usw. verbunden sein. Die Matrizengl.
kann in diesem Fall folgendermaBen geschrieben wer-
den

18

. <
Kv+MV +{5ﬁ ['v’]+N[7]} =P sinvt+P,cosvt.

Wenn man, was in den meisten Fillen der Realitit ent-
spricht, die Nichtlinearitit als ,.klein”” annehmen kann
(¢ ist dann ein kleiner Parameter), so fithrt die Anwen-
dung asymptotischer Methoden fiir den kleinen Para-
meter, im Rahmen der ersten Naherung v = a sin (vt +
¢) ¥ auf folgende Resonanzkurve

N@ p_ P*
2T wm mz(w+V)2

AW (a)
a27m

[ P+ (w-v)a—

Dabei beschreibt der Ausdruck in den eckigen Klammern
die sogenannte Skelettkurve. Unter Beachtung von

MW@ =AW N@=2 | &N, G) (o B

fiir geometrisch nichtlineare Aufgaben N (a) = () a3)
kommt man zu dem Schluﬁ dafi die Optimierung der
Konstruktion (min I (V)) unter der Voraussetzung
kleiner Schwmgungen auf die optimale Steuerung der

Funktionale w2, P* AW W fiihrt, die jeweils von den
Elgenfrequenzen und Elgenschwmgformen abhingen.
Damit kann man die Optimalititsbedingungen fiir die
in den Abschniiten 2.4. bis 2.6. beschriebenen Fille
auf die des Abschnittes 2.2. zuriickfiihren.

2.7. Optimierung unter Beriicksichtigung von Ferti-
" gungsfehlern

Unzulinglichkeiten der Herstellungstechnologie der
Konstruktion sowie die Folgen des Verschleifies beim
Betrieb filhren dazu, dab die konstruktiven Parameter
Abweichungen von den vorgegebenen Werten aufwei-
sen. Dadurch erhilt man teilweise wesentliche Abwei-
chungen der Charakteristika des Spannungs- und De-
formationszustandes, was bei der Cptimierung zu be-
riicksichtigen ist.

Anstelle der Aufgabe min I wird daher die folgende be-
trachtet

min max I -> =
I(u+Au,
wCuU {AKCAU ( Y)}

A W als Vektor der Abweichungen, der zum Gebiet
A U gehort, A U als Gebiet der moglichen Abweichun-
gen der Parameter, welches durch Toleranzen oder
Verschleifigleichungen definiert ist (z. B. |Ay; | <d).

Wenn man beachtet, daf das Gebiet A U sehr viel klei-
ner als das Variationsgebiet U ist, kann das Funktional
I linearisiert werden

I(3+A3)~I(ﬁ))+(gTH,AB’).
u

Die Aufgabe kann somit vereinfacht werden

max

oH
I@+AD~I@ V) +2 d - 125121
Ay |G ADSI@HE g 1T



Um fiir u die Bedingung fiir das Minimum des Funktio-
nals (21) zu ermitteln, ist es dann notwendig, die Aus-
gangsaufgabe und die dazu adjungierte Aufgabe zu be-
trachten.

2.8. Optimierung nach den Zuverlissigkeitscharakte-
ristika

Wenn bei der Betrachtung von Zufallsschwingungen die
Zerlegung des Verschiebungsvektors entsprechend den
Eigenformen verwendet wird, so konnen die Zeit bis
zur Zerstérung oder andere Zuverlissigkeitscharakte-
ristika als Funktionale daigestellt werden, die von den
Eigenformen abhiingen. Das bedeutet, daf die Optimie-
rung von Konstruktionen nach den Zuverlissigkeits-
charakteristika auf die im Abschnitt 2.2. behandelten
Optimalititsbedingungen fiihrt.

3. Numerische Methoden

Die numerischen Methoden, die bei der Optimierung
komplizierter Systeme verwendet wurden und wer-
den, lassen sich in zwei Gruppen einteilen. Das sind die
direkten Optimierungsmethoden (Gradientenmethoden
und ihre Modifikationen, die Methode der schrittwei-
sen Linearisierung) und die indirekten Methoden, bei
denen die Optimierung auf die Losung einer nichtlinea-
ren Aufgabe fiihrt, welche aus der Ausgangsaufgabe
und der konjugierten Aufgabe besteht, die durch die
Optimalititsbedingungen (diskretes Maximum-Prinzip
oder Bedingung von Kuhn-Tucker) verbunden sind. Es
sei angemerkt, daBi die iiberwiegende Anzahl der Lo-
sungsmethoden fiir nichtlineare Aufgaben iterativen
Charakter tragen. Damit fiihren die numerischen Algo-
rithmen formal fir beide Gruppen zum Aufbau von
schrittweisen Niherungen.

3.1. Gradientenmethoden

Nach dem Ermitteln des Gradientenvektors

[l _ oH
du  du

unter Beachtung der im Abschnitt 2 enthaltenen Be-
ziehungen gibt es folgende Hauptfragen: die Auswahl
der Schrittweite und das Verhalten in der Nihe des
Randes. Der Wert der Schrittweite wurde unter Ver-
wendung der Approximation der Funktionale in Rich-
tung des Gradienten (einschlieflich der Glieder zweiter
oder dritter Ordnung) bestimmt. Dazu wird die Aus-
gangsaufgabe nach dem Parameter differenziert. Bei-
spielsweise gilt fiir die Aufgabe (1)

T =g E _FI,
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Das Verhalten am Rand wird aus Uberlegungen zur
Projektion des Gradienten und einer Approximation 2.
Ordnung in Richtung der Projektion ermittelt.

3.2. Schrittweise Linearisierung

Der Algorithmus dieser Methode beinhaltet folgende
Handlungsfolge fiir die Iteration:

- Formnerung eines kleinen Gebietes um den Punkt
u (k). Dabei kann sich die Form des Gebietes in Ah-

hiingigkeit vom Verhiltnis der Komponenten :_H

0

indern und die Ausdehnungen des Gebietes werden
durch die Effektivitit der Optimierung in der vor-
angegangenen Iteration und durch die Approxima-
tionen zweiter Ordnung definiert.

— die Linearisierung der Funktionale, die mit Hilfe der
Beziehungen des zweiten Abschnittes vorgenommen
wird,

— Losung der Aufgabe der linearen Programmierung
(Minimum des linearisierten Funktlonals) im gebil-
deten kleinen Gebiet um den Punkt u (k). Dabei
werden spezielle Methoden der linearen Program-
mierung verwendet [9].

3.3. Methoden der schrittweisen Niherung fiir u

Hierfiir gilt folgender Algorithmus:

— Vorgeben der Anfangsniherung, Losung der Aus-
gangsaufgabe und der adjungierten Aufgabe,

— Formierung des Hamilton-Funktionals,

— Untersuchung der Optimalititsbedingungen,

— Erhalten der nichsten Niherung u (beispielsweise
aus den Bedingungen (5) und (6)).

Es sei darauf hingewiesen, daf bei zusitzlichen Ein-

schrinkungen fiir die Funktionale die indirekten Me-

thoden zusitzliche Operationen zur Ermittlung der

Faktoren enthalten, mit deren Hilfe diese zusitzlichen

Bedingungen beriicksichtigt werden konnen. Bei den di-

rekten Methoden, besonders bei der Methode der

schrittweisen Linearisierung, erfolgt die Beriicksichti-

gung zusitzlicher Bedingungen (die ebenfalls bei jedem

Schritt linearisiert werden) unmittelbar.

Alle Methoden und Algorithmen sind in Form von Pro-

grammpaketen fiir die Optimierung von Konstruktio-

nen nach dynamischen und Festigkeitskriterien am PI

Charkov realisiert.

4. Numerische Beispiele

Es werden Biegeresonanzschwingungen eines Kragbal-
kens betrachtet, der durch eine Einzelkraft P sin wt
am Ende belastet ist. Dabei erfolgt die Normierung der
Eigenformen mit der Bedingung y (1) = 1. Dann ist P*
= 1 und die maximale Amplitude der Resonanzschwin-
gungen a|,, -, = a, ist umgekehrt proportional zum
Funktional A W — des Energieverlustes im Balkenma-
terial (vgl. Abschnitt 24-) Die Opnmlerungsaufgabe
wurde fiir die Balkendicke U = { h,i= n} mit
den Nebenbedingungen h,; < h; < hmax nach dem
Kriterium max A W (bzw. min a, — was gleichbedeu-
tend ist) bei gleichzeitiger Steuerung der Eigenfrequenz
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Bild 1
Optimalititskurve fiir die zweite Eigenform der Lingsschwin-
gungen eines Kraghalkens
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4 Optimale Konfigurationen fiir den Kragbalken
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Bild 3
Optimale Balkenform fiir die erste Form der Biegeschwingun-
gen
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Bild 4a
Werte der zweiten Iteration fiir die Torsionsschwingungen
Bild 4b

Werte der zweiten Iteration fiir die Biegeschwingungen
20

des Balkens untersucht. Die Optimalititsbedingung ent-
spricht den Abschnitten 2.2. und 2.4.

Optimiert wird ein Balken von 1 m Linge. Einschrin-
kungen fiir die Fliche bei der Variation der Balkenkon-
struktion: 7 * 10~4 m2 < S (x) < 10-3 m2, Exponent
in der Davydenkov-Abhingigkeit: n = 3. Es wurde die
Resonanz mit der zweiten Eigenform fiir Lingsschwin-
gungen betrachtet. Auf Bild 1 ist die geschlossene Kur-
ve in dimensionslosen Koordinaten w, A W dargestellt.
Diese ist die Losung folgender Aufgaben: min (max)
A Wbeiw?=2A= ko_nst oder, was gleichbedeutend ist,

min (max) w bei A W = konst. Jeder Punkt der Kurve
entspricht seiner optimalen Konfiguration, vier von
ihnen, die den absoluten Extrema max A W, min A W
= AW , max w, min w = w™ entsprechen, sind auf
Bild 2 dargestellt. Dabei hat sich gezeigt, daf der Be-
reich der méglichen Anderungen der Energiedissipa-
tion aufgrund der Anderungen der Konfiguration des
Balkens gleich max A W / min A W = 22 ist. Dies ent-
spricht der Moglichkeit zur Verringerung der maxima-
len Resonanzamplitude um das 2,8fache. Als Beispiel
ist auf Bild 3 die optimale Balkenform, die min A W
(max a,) der ersten Form der Biegeschwingungen mit
einer Variation der Dicke im Bereich 10-2 m < h (x)
<3+ 10—2 m entspricht.

Auf Bild 4a, b sind die zweiten Iterationen der schritt-
weisen Niherungen in den Aufgaben der Minimierung
min w; der Frequenz der Torsionsschwingungen und
der ‘Maximierung der zweiten Frequenz max wgy der
Biegeschwingungen fiir eine Kragplatte mit den Ab-
messungen 1 x 1 x 10—1 (m) bei einer Variation der
Dicke in den Grenzen 0,5 * 10-2 m < h < 10-2 m.
Aufgrund der Symmetrie ist nur die Hilfte der Vertei-
lungen gezeigt. In den Elementen sind die Werte einge-
tragen, die bei der zweiten Iteration erhalten wurden.
Mit Punktlinien sind die Gebiete der charakteristischen
Dickeniinderungen gekennzeichnet. Die angefiihrten
Konfigurationen sichern entsprechend w'fomn = 162

und wgw = 364,2 im Vergleich zu wrfom" =212

und wgiege = 330 vor der Optimierung der Platte

(h; = 10~2 m). Auf Bild 5 ist die zweite Iteration der

Bild 5
Minimierung der ersten Eigenfrequenz der Schaufelschwingun-
gen



Methode der schrittweisen Niherungen in den Aufga-
ben min w;, des Minimums der ersten Eigenfrequenz
der Schaufelschwingungen einer Radialturbine bei der
Variation der Werte fiir die Dicke im Bereich 10~3 m
<h; <4 ¢ 10-3 m dargestellt.
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