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In den letzten Jahrzehnten entstanden eine ganze Reihe
sogenannter neuer Variationsprinzipe, wie z. B. das von
Hellinger-Reifiner, von Washizu, von Hu Hai Chang usw.
Im Vergleich zu den ilteren Prinzipien von Lagrange-
Dirichlet oder Castigliano-Menebra sind sie bedeutend
allgemeiner, und man kann annehmen, dafi ihre Ent-
stehung durch die schnelle Entwicklung der Methode der
finiten Elemente bedingt war.

Die Entstehung immer neuer Variationsprinzipe ist theo-
retisch sehr erfreulich. Es muB aber zugelassen werden,
da diese neuen Prinzipe im Vergleich zu dem klassi-
schen Variationsprinzip nach Lagrange kaum eine Ver-
ringerung des numerischen Rechenaufwandes gebracht

haben.

Die Benutzung dieser neuen Prinzipe kann man in einer
ganzen Reihe von Fillen als einen Kompromif zwischen
der Notwendigkeit ein konkretes Problem zu 16sen und
der scheinbaren Unméoglichkeit eine, das Lagrangesche
Variationsprinzip erfiillende Approximationsfunktion
(shape function) der Losung zu finden, auffassen. Dieser
Kompromib fiihrt 6fters zu neuen Theorien, welche zwar
fiir viele Fille numerisch erprobt, aber deren Exaktheit
vom theoretischen Gesichtspunkt aus sehr problematisch
sein kann.

Aus diesem Grund ist diese Abhandlung der Konstruk-
tion von solchen Approximationsfunktionen gewidmet,
bei welchen fiir Aufgaben aus der Mechanik das Prinzip
von Lagrange angewendet werden kann.

Beim Lagrangeschen Prinzip wird wie bisher ein kinema-
tisch zuldssiges Feld von Verschiebungsfunktionen (und
ein von ihm laut geometrischer Bedingungen resultieren-
des Feld von Deformationsfunktionen) variiert. Ein Feld
von Funktionen wird dann als kinematisch zulissig auf-
gefaBt, wenn es im Inneren des behandelten Bereiches
die Kompatibilititsgleichung und auf den Grenzen die
vorgeschriebenen Forminderungsrandbedingungen er-
fiilllt. Wenn die physikalischen und geometrischen Bedin-
gungen als erfiillt aufgefait werden kénnen, muB man
eine Losung erhalten, welche die statischen Gleichge-
wichtsbedingungen im Inneren sowie auch am Rand des
behandelten Bereichs erfiillt, da das Lagrangesche Prin-
zip diesen Bedingungen iibergeordnet ist.

Es ist selbstverstindlich, da bei der Benutzung ungiilti-
ger physikalischer Bedingungen keine richtige Losung
des gegebenen Problems gefunden werden kann, sondern
nur eines Problems, dem die physikalischen Bedingungen
entsprechen. Dasselbe gilt auch fiir ungiiltige geometri-
sche Bedingungen. Auf die Notwendigkeit und die Mog-
lichkeit der Ableitung giiltiger geometrischer Bedingun-
gen aus der energetischen Bilanz mit Hilfe des Lagrange-
schen Prinzips, wird schon in den Arbeiten [1] und [2]
hingewiesen. Wie solche giiltige geometrischen Bedingun-

gen abgeleitet ‘werden, wird noch spiter gezeigt werden.
Bis dahin sei als

Grundsatz Nr. 1 akzeptiert:

Wenn die Gleichgewichtsbedingungen erfiillt werden sol-
len, so miissen giiltige, d. h. nicht gegen die energetische
Bilanz verstofende, geometrische Bedingungen benutzt
werden.

Die Approximationsfunktionen miissen weiter im Inne-
ren der Elemente die Kompatibilititsbedingungen der
Verzerrung erfiillen, d. h. daB im allgemeinen Fall ver-
langt wird, daf im Inneren der Elemente nicht nur die
Komponenten der Verschiebungsfunktionen stetig sein
miissen, sondern auch ihre Ableitungen, welche in den
geometrischen Bedingungen auftreten. Hingegen folgt,
aus dem einfachsten Fall der Beriihrungspunkte zweier
benachbarter eindimensionaler Elemente, die Unzweck-
miBigkeit der Stetigkeit der Verzerrungen. Im Falle der
Ubereinstimmung (d. h. der Stetigkeit) der physikali-
schen Bedingungen beider Elemente, bedeutet eine Ste-
tigkeit der Verzerrungen eine Ubereinstimmung und im
umgekehrten Fall eine Ungleichheit der inneren Krifte.
Wenn in diesem Grenzpunkt Einzellasten einwirken, so
ist diese Ubereinstimmung der inneren Krifte genau so
unwahr, wie unwahr die Differenz der inneren Krifte bei
einem nichtbelasteten Grenzpunkt bei nichtstetigen phy-
sikalischen Bedingungen ist. Deshalb wird als

Grundsatz Nr. 2 angenommen:

Die Approximationsfunktionen der Komponenten der
Verschiebungen miissen an den Grenzen der Elemente
die Stetigkeit der Funktionswerte erfiillen.

Da bewiesen werden kann, da von den linearen Kombi-
nationen der ersten Ableitung dieser Funktionen die in-
neren Krifte abhiingen, muf die Stetigkeit (auch der er-
sten Ableitungen und auch nur in einem Punkt) als un-
erwiinscht aufgefafit werden. Sie kann den Gleichge-
wichtsbedingungen widersprechen.

Die Verschiebungsfunktionen und ihre ersten Ableitun-
gen kommen in den geometrischen Bedingungen und,
mittels der physikalischen Bedingungen, auch in den in-
neren Kriften vor. Fiir diese miissen véllig konkrete und
von der Wahl der Approximation unabhingige Gleichge-
wichtsbedingungen erfiillt werden. Deshalb folgt als

Grundsatz Nr. 3:

Bei der gleichzeitigen Benutzung mehrerer Funktionen
von Verschiebungskomponenten kénnen diese gegensei-
tig abhéngig sein.

Sind durch geometrische Bedingungen oder statische
Gleichgewichtsbedingungen (fiir Null-Lasten) irgend-
welche Abhingigkeiten vorgeschrieben, so werden diese
bei der Konstruktion von Approximationsfunktionen
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beriicksichtigt. Ein VerstoBen gegen diesen Grundsatz
kann wieder das Nichterfiillen der geltenden Gleichge-
wichtsbedingungen bedeuten.

Eine wichtige Bedingung fiir die Richtigkeit der ge-
wihlten Approximation sind verschwindende Spannun-
gen (verschwindende Innenkrifte) im Falle, daB bei
nichtbelasteten Elementen solche lineare Parameterkom-
binationen entstehen, welche einer méglichen Verschie-
bung des Elementes als starres Gebilde entsprechen. Mit
dem hingt auch die lineare Abhiingigkeit der Zeilen und
Spalten in der Steifigkeitsmatrix zusammen und damit
auch ihrer Singularitit mit einem Defekt, der allen még-
lichen Verschiebungen entspricht. Dieser Umstand
miifite eigentlich durch das Einhalten des 3. Grundsatzes
schon erfiillt sein. Dennoch mub als

Grundsatz Nr. 4 kontrolliert werden,

ob es in der Ableitung der Approximationsfunktion
nicht moglich ist, bei den einzelnen Potenzen der unab-
hingigen Verinderlichen solche lineare Kombinationen
auszuklammern, welche im Falle einer Verschiebung des
Elementes als starres Gebilde verschwinden.

In den weiteren Abschnitten dieser Abhandlung wird
nacheinander von den einfachsten, d. h. von eindimen-
sionalen Elementen, zu den schwierigsten Fillen vorge-
gangen. Dabei werden in den spiteren Abschnitten sich
wiederholende Vorgiinge nicht immer von neuem kom-
mentiert.

a) Eindimensionale Elemente

Als Anfang sei eine sehr einfache Aufgabe, und zwar die
ebene Biegung eines Stabes, gewihlt. Dabei geniigt es,
sich nur mit zwei Komponenten der Innenkrifte zu be-
schiftigen: dem Biegemoment M und der Schubkraft T.
Die Vorzeichenvereinbarung (entsprechend der Vorzei-
chenvereinbarung der Verschiebungskomponenten ¢ und
v) ist aus Bild 1 zu ersehen.
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‘ Bild 1
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Fiir den abgebildeten Elementarteil des Stabes konnen
zwei Gleichgewichtsbedingungen aufgeschrieben werden,
aus welchen sich nach einfacher Umwandlung zwei
simultane Differentialgleichungen ergeben.

_g_M_+T+l=()

* @)
aT _

ax tp =0

Wenn p und 7 die Verzerrungen fiir die Biegung und
den Schub bei der Biegung, L die Linge eines Stabele-
mentes und £ die Summe iiber alle benutzten Stiibe be-
deuten, kann die Variation der gesamten Potential-
energie des untersuchten Systems in nachstehender
Form aufgeschrieben werden:
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L
dn = Z[Bp M+87-T -8¢p*1—-06v-p)dx
o

Wenn man bedenkt, daB mathematisch die negative Va-
riation der mechanischen Arbeit aller duBeren und inne-
ren Krifte am Stabe — 8P der Variation der gesamten
Potentialenergie & m gleichgesetzt werden kann, so folgt:

8P =6n @)

Um 8P zu erhalten, werden die Gleichungen (1) mit den
Variationen der entsprechenden Verschiebungen multi-
pliziert. Nach ihrer Addition und der Integration iiber
alle Stiibe des Systems, kann dieser Ausdruck in (2) ein-
gesetzt werden, so dak sich ergibt:

oM

2 Fl-sp(-Miran_sv(2Ts plax
o dox ox

L
=Z [(GpM+é7-T—-0ovep—-05p-ldx
o

Nach teilweiser Integration einiger Produkte der linken
Seite und weiteren Vereinfachungen wird:
ov

L Ay

L
“T—8v-p—d¢-1ldx + Z[6¢p-M—8v - T

o

L
=Z [(6p*M+87T—-8vep—5p-l)dx
o

Damit die Gleichgewichtsbedingungen in den Beriih-
rungspunkten der Elemente erfiillt werden, muf das
zweite Glied auf der linken Seite gleich Null sein. Nach
Vergleichen der sich gegenseitig entsprechenden Glieder
auf der linken und rechten Seite ergeben sich -als ge-
suchte geometrische Bedingungen

- _ %
P = ox (22)

ov

T (2b)
Diese Bedingungen (besonders 2b) hingen nicht mit der
Ableitung von Mindlin zusammen. Sie wurden ohne jeg-
liche Hypothesen iiber das Verhalten der Querschnitte
abgeleitet. Die Naviersche Hypothese wird fiir die gege-
bene Losung bei den physikalischen Bedingungen be-
nutzt. Das Trigheitsmoment erhilt man nach der Vor-
aussetzung einer linearen Verteilung der Spannungen.
Bei einer anderen Verteilung (z. B. nach einer kubischen
Parabel) bekime man an Stelle des Trigheitsmomentes
eine vollig andere Konstante. Hier werden die physikali-
schen Bedingungen wie folgt vorausgesetzt:

M= El-p
3
T = GA- 7 ®)

In Fillen, in denen der Einflub der Schubkrifte auf die
Verformung des Stabes vernachlassigt werden soll, kann
man physikalisch eine sehr hohe Steifigkeit GA voraus-
setzen. Mathematisch wird die Konvergenz vom Produkt
GA ins Unendliche und des Wertes der Verzerrungen zu
0 vorausgesetzt. Das Produkt dieser beiden GroBen ist
dann unbestimmt und die Schubkraft kann Werte er-



langen, welche ihr nach den Gleichgewichtsbedingungen
entsprechen. Nach Vernachlissigen des Einflusses der

Schubkrifte wird also 7 = 0 und dadurch :_v = ¢ und
x

2
p=- 5——; , was die iiblichen unrichtig gebrauchten geo-
x
metrischen Bedingungen sind, in Fillen, bei welchen der
Schub nicht vernachlissigt werden soll.

Aus den geometrischen Bedingungen (sowie auch aus
den zwei statischen Gleichgewichtsbedingungen) folgt,
daB in der Losung zwei Verschiebungskomponenten vor-
kommen: die Verdrehung ¢ und die Verschiebungyv.
Wird bei der Voraussetzung einer verschwindenden Be-
lastung mit Hilfe der geometrischen und physikalischen
Bedingungen in die erste statische Gleichgewichtsbedin-
gung eingesetzt, erhilt man eine Beziehung zwischen bei-
den Funktionen

) dy av
—(EI =X — = =
3y (Bl + GA(5; -9 =0 (4)

deren Nichterfiillung eine Bestreitung der Momentenbe-
dingung des Gleichgewichtes bedeutet.

Fiir die Veriinderliche £ nach Bild 2 gilt
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Fiir einen -Stab mit unverinderlichem Querschnitt ist
dann méglich, die Gleichung (4) wie folgt aufzuschrei-
ben

4' ’” 2 "
Bl 5+ 9" ~GAp +GAZv'= 0 (4a)

Im Sinne des Grundsatzes Nr. 2 sind als Parameter der
Losung nur ¢y und v(y) d. h. die Werte der Verdre-
hung und der Verschiebung in den Knotenpunkten k,
aufzufassen. Beide Funktionen der Verschiebungskom-
ponenten setzen sich aus der so genannten Grundfunk-
tion, welche die Randbedingungen erfiillt, und dem Kor-
rektionsteil, welcher die Bedingung (4a) ohne irgendwie
die Randbedingungen zu stéren erfiillt, zusammen.

Fiir ein Element mit zwei Knotenpunkten (vgl. Bild 2)
ist die Grundfunktion durch die Gleichung

1 1
®, = q’(1)§(1 —§) + Bz 5(1 +§)
und der Korrektionsteil durch die Gleichung
Dy = ag(1-£2)+bet(1—£2)+cpt2 (1—£2)+...

gegeben, wobei agp; bgp, cp noch unbestimmte Konstan-
ten sind. Nach Einsetzen in die Gleichung (4a) ergibt
sich

EI EI
-85 Q2475 kb,
EI 1
2
tez) + E@2) —vay]

~GA(1-£)(ap+ Eb,, + E2c,)

GA2
T [-2%a,

GA
Y1 Gy - dayt

+(1-38)b, + 2§(1-2£2)¢,1=0

und nach Vergleichen der Glieder mit gleichen Potenzen
£ wieder genau

by,=cy,=¢, =0
_G
YL

L
= =3 (2) —¥1))

&
1

1 L
by = garany V@) ~ ) — 3 () * el

Die Verzerrungen ergeben sich dann in der Form:

3

1
= - -_— + —_—
P L) T

L
[vi2) — vy — 5 (W) + o))

3v L
T = T ay Ve v — 3 )t )]

Ahnlich bei Elementen mit drei Knotenpunkten nach
Bild 3

(1) (2) (3)
L ’ ==l B3
ergibt sich fiir

8, = 81)" (—3HU-B + §zy(1- )+ 83 LE(A+D)
und fiir
By = apE(1—£2) +bg 2 (1—£2) + e 83 (1) + . .

nach Einsetzen in die Gleichung (4a) und nach einfachen
Umformungen

cp =
10

b‘p—rﬁv
8

2 = by
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—-3L

¢ = ——-— Iy —l(v -v(1))
4(1+150) A TLVG)TD)

+ (% =) (Y1) —2¥2) * ¥3))]
L

_ 4
b= gaizy LD ~2Y2) tve) o) — 4s)]

L 1
a = m{ (1+30v) [v’(z) i (v3) — vayl

3
t (5 = 300) ey —2¢2) * w(s))}

In beiden oben angefiihrten Fillen wurden alle vier
Grundsitze, die zum Ziel fiihren sollen, erfiillt. Es war
moglich, auch genau die Gleichung (4 a) zu erfiillen, und
aus diesem Grund erhieli man eine Losung, welche vol-
lig identisch mit der genauen analyfischen Lésung (ohne
Benutzung der Methode der finiten Elemente) ist.

In Fillen, in denen es nicht mdglich sein sollte, eine ge-
naue Losung der gesuchten Koeffizienten der Korrek-
tionsfunktionen aus den Gleichungen (welche sich aus
der zu losenden Gleichung (4a) ergeben) zu finden, mub
dhnlich vorgegangen werden. Allerdings im Sinne der Va-
riationsmethoden so, daf die gesuchten Koeffizienten
nach der Methode der kleinsten Quadrate berechnet wer-
den. Aber auch in diesem Fall ist es unbedingt notwen-
dig, den vierten Grundsatz einzuhalten. Wenn man sich
bei der Losung eines anderen Problems (z. B. gleichzei-
tiger Drill und Biegung eines im Grundrif gebogenen
Trigers) nicht um die Zusammenhinge der einzelnen
Komponenten der Verschiebungsfunktionen kiimmern
wird, kann man auch nicht erwarten, dai man einen giil-
tigen Zusammenhang zwischen den einzelnen Kompo-
nenten der Innenkrifte bekommen kann. Aus diesem
Grunde ist es notwendig, die Maglichkeit, im Sinne der
Literatur [3] und [6], ein so genanntes allgemeines ein-
faches Modell herzustellen, sehr skeptisch zu beurteilen.

b) Flichenelemente

Im weiteren wird ein allgemeines Schalenelement mit
EinfluB von Scheibenkriften bei der Biegung behandelt.
Aus den Ergebnissen eines solchen Elementes muf man
nach Einsetzen einer nullwertigen Kriimmung Ergebnisse
fiir ebene Elemente, resp. fiir eine reine Biegung (Plat-
teneffekt) oder Scheibenkrifte (Scheibeneffekt) erhal-
ten.

Zuerst seien aber einige Griinde angefiihrt, fiir welche
nicht die normal gebrauchten Approximationen fiir das
Lagrangesche Prinzip akzeptiert werden sollen. Bei der
Losung von Faltwerken oder unglatten Schalen kann
man nicht damit einverstanden sein, daf die Steifigkeit,
die der Verdrehung um die Normale des Flichenele-
mentes entspricht, als fiktiv aufgefafit wird. Vom physi-
kalischen Standpunkt her ist es nimlich klar, daf diese
Steifigkeit relativ sehr grof sein kann. Es sei nun ein Weg
gesucht, wie diese Verdrehung in die Approximation der
Losung eingefiihrt werden kann. Fiir den Scheibeneffekt
miissen Approximationen, welche die ersten Ableitungen
der Verschiebungsfunktionen gebrauchen, und fiir den
Platteneffekt Approximationen, welche die zweiten Ab-
leitungen der Durchbiegungsfunktion gebrauchen, abge-
wiesen werden. Sie widersprechen dem Grundsatz Nr. 2.
Bei stetigen physikalischen Bedingungen ergeben sich
niimlich numerisch an den Grenzen der Elemente stetige
Innenkrifte (-momente) auch in den Fillen, in welchen
z. B. aus Griinden einer schlechten Elementenaufteilung
die Ergebnisse mit groBen Fehlern behaftet sind. Dem
Anwender eines solchen Rechenprogrammes ist dann die
Méglichkeit genommen, die GroBe solcher Fehler festzu-
stellen.

Der Gebrauch von nichtkompatibilen Elementen, welche
an der ganzen Grenze keine Stetigkeit der Funktionswer-
te aufweisen, kann keine Konvergenz zu den richtigen
Losungswerten garantieren. Physikalisch entspricht so
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ein Modell bedeutend kleineren Steifigkeiten, als sie bei
der Berechnung gebraucht werden.

Losungen, bei welchen die so genannten Loof-schen
Punkte gebraucht werden (vgl. z. B. [8]), erfiillen gleich-
falls nicht exakt die Stetigkeitsbedingungen, und kénnen
auch wegen der grofien Bandbreiten der so entstehenden
Gleichungssysteme nicht als optimal betrachtet werden.

Losungen, welche nach der Literatur [9] abgeleitet wer-
den, sind zwar relativ theoretisch geniigend wahrheits-
getreu, aber die Bestrebungen nach einer effektiven Be-
rechnung fiilhren bei manchen Parametern zu solchen
Voreliminationen, daB die Stetigkeit der Funktionswerte
der Verschiebung an den Grenzen benachbarter Ele-
mente verletzt wird. Weiter verlangen diese Losungen die
Benutzung isoparametrischer Elemente. Die gebrauchte
numerische Integration in vier Punkten kann aber nicht
geniigend verliBlich sein, da die dementsprechende Inte-
gration in acht Punkten eines riumlichen isoparametri-
schen Elementes vollkommen unbrauchbar ist. Die im
weiteren angefithrte Losungsmethode soll alle oben er-
withnten Nachteile beseitigen.

Das Differentialelement der behandelten Schale ist in
Bild 4 zu ersehen. Die Geometrie des Elementes sei mit
Hilfe eines globalen cartesischen rechtsdrehigen Koordi-
natensystems mit den Achsen x; gegeben. Auf dieses Sy-
stem beziehen sich auch die globalen Komponenten der
Deformationsfunktionen (Verschiebungen w;, Verdre-
hungen ¢;). Kartesisch und rechtsorientiert sei auch das
begleitende lokale System mit den Achsen y;. Die
Achse y3 sei identisch mit der Flichennormale, die Ach-
sen y; und yo liegen in der Tangentialebene des unter-
suchten Punktes der Schale (Fliche). Zum lokalen Sy-
stem seien weiteres die Komponenten der inneren Krifte
und Momente, sowie auch die lokalen Komponenten der
Verschiebungsfunktionen (die Verschiebung v; und die
Verdrehung ;) definiert. Die Definition und Vorzei-
chenvereinbarung ist fiir die verteilten Innenkrifte aus
Bild 5 und fiir die verteilten Momente aus Bild 6 zu erse-
hen.

/

Nach Aufstellung und Abinderung der differentialen

Gleichgewichtsbedingungen gilt:
{ a(A
%(a(Bnl) , A nzl)_gn2+ gﬁnu
ayy dys a1 dys

1
+ AB (g3 +p)) = 0

(3(An2) 3(Bn12)_aAn 3B
AB ° 9y, dyy oy vy

1
+AB(R—2H23+P2))= 0

d(Bny3) 9(Ang3)
AB ° 9y, dys

1 1
+AB(—-R—1"1——“2+P3)) =0

Ry

1, 3(Amy) 3(Bmyy)
AB dya vy

aA oB

——my — ——my) +AB(ng3 +1)) = 0

3}'2 179y, 21 3
1 3(Bm1)+a(Am21)
AB * dy; 0y,

oB oA A
+ ——myg + — m +AB(—n13 +12)) 0
ay1 dy, 2 dyy 12

mg) _
ma— ngy + E—"ls— 0

In diesen Gleichungen sind 1; die Komponenten der kon-
tinuierlichen Momentenbelastung und p; die Kompo-
nenten der kontinuierlichen Kraftbelastung, definiert zu
den Achsen y;.

Nach Einfiihren der Gruppenunbekannten

1 1
n = 5 (mg +ngy), kn = 5(m2—n31),
1 1,
my = 3 (myz *mgy), kp = §(m12—m21)
und
ma = n tky, ng) = m —ky,
myp = my +ky, mg; = my —kpy,

wird der Vektor der verteilten Innenkrifte
{"} T ={ “1’“2v"k’knvmlvm2’mk’km’“l3’“23}

und der dementsprechende Vektor der verteilten Form-
dnderungen der Losung

{G}T ={ 61,62,1,Ae,pl,pz,pk,Apyela,€23} .

Wird in (2) eingesetzt, ergibt sich
1 o(Bn;) 9(An —Ak),)
ff AR { - avl ( F) + =
AB | dya
oB

AB
ng + “““‘(nk thy) * g-m3 +ABP])
ay l 55



s (a(Anz) , 3n +Bk) 3A
2% 2y, ay dyy

oB AB
+ 9B~k )+ A8 .+ AB
ayl k n R2 23 p2)

by (3(Bn13)+3(An23) _AB B b
3% oy dys Ry 1R 2 P
9(A 9 (Bm + Bk
_suy (- (Amgp) 3 (Bmy m)+9Aml
dyg oy; dyz
oB
— E (mk _km)+ AB]’I23

a(B 3(Amy — Ak
+ ABIy) — s ( (ayTl) il ';“y‘z m)

1 1
"R (my + k) — R‘;(mk —kpy) +13) AB}

aq = gr{s{e} T+ {n} = s{u}T- {1}
-5 {v} T {p]) aa.

Auf dhnliche Weise, wie im Teil a) des Beitrags, konnen
nun die geometrischen Bedingungen abgeleitet werden:

vy dA
= ot — R
1 7 Ray, ABay, 2 R "
dB avg 1
[ —— —_—t
2 % ABay, ' Bay, R, '3 ®)
_ aV2 + avl aAvl oB vo
Y 7 Ady, Bay, ABdy, _ ABoy,
aV2 avl 1 0A A
Be = —2 1
€ Y3 * Koy,  Bdy; AB 3y, !
1 9B
"AB By, ©
o :
- V2 1 ooA
Ady; AB 3y,
_ 1 9B
P2~ " Bay, B dy, 2 |
__ 3 %y 1 9B ™
& Ady; Bdy, AB 3y, !
1 2A 1 1
AB E 2 R w3 + R_2 w3
¥y  9v; 1 0B )
Ay = — L2 2 98y
>
1 2A 1,1
—_— — —_ — + —

56

1
€13 ° Ry, t¥y — R, 1
)
23 Bay2 1 R2

Zwischen dem lokalen System und dem globalen System
sowie auch zwischen den einzelnen Komponenten der
Verschiebungen gelten folgende Transformationsglei-
chungen:

y =1[T1 x — vy, (10)
v = [T]* u
v =0Tl ¢ (11)

in welchen alle benutzten Vektoren je drei Komponen-
ten haben (mit den Indices 1, 2, 3). Fiir eine konkrete
Losung seien nun die Beziehungen in ein Koordinaten-
system mit den Achsen £ und 1 transformiert, in wel-
chem (vgl. Bild 7) das behandelte Element ein Quadrat
ist.

(“7,"7) (1/—’)

T_'—'_b'—"-g

‘ (11)

Bild 7

Gebraucht man nun als Bezeichnung der Ableitungen
und fiir den Vektor der Richtungsparameter

a_(I):(I)', ?2:
0 on

L)

{8} ={xaxs —xams, xaxi = xim, xixs - xixa .
so ist der Jacobian der Transformation J = g} T. { g]
und der Zeilenvektor

o "= 1T

bildet die dritte Zeile der orthogonalen Transforma-
tionsmatrix (T).

Fiir eine so definierte Geometrie ist es méglich zu schrei-
ben:

(1 3 (
- a b P’
) A ayl ) ) 1‘
1o | 7, @
§ B aY2 \
T 9
b {t }
1 2i
== xt,—{x'1| (12.a)
c d I —{tli}T } { }
J



r_l_ i | T‘
‘ Ry [ _ {t31} ({tli}'a+{t1}} *b)
1,0 {i) T
| AB 9y, i ]
( ) - -
5 {ta}"
b= —
2 et o

Werden weitere bekannte Beziehungen aus der Differen-
tialgeometrie gebraucht, so ist es moglich, die Verzer-
rungen direkt mit Hilfe der globalen Komponenten der
Verschiebungsfunktionen aufzuschreiben.

{tli'} B (a{u'} +b{u})

El =
e = {to T(c{u} +d{u}) (5a)
Y = {t2i} T@{w} +b{u})

+{t1i} T (c {u} + d{ u'} )
o = {ta} T(afe} +b {¢}
py = —{t) T} +afe) (7a)
e = — {uit T (af o} +b{‘ﬁ'})

+{ta Tee{e} +a{e})
Mit Hilfe der Beziehungen aus der Differentialgeometrie
wird die Bedingung Ap = 0 identisch erfiillt. Es bleibt
lediglich nur noch die Bedingung Ae = 0 zu erfiillen.
Wenn weiter die Energie der Querkrifte vernachlassigt
werden soll, so gelten die Beziehungen €73 = €53 = D.
Damit sind die Komponenten der Verschiebungsfunktio-
nen durch drei Bedingungen gebunden. In Matrixform
aufgeschrieben gilt die Gleichung:

S e
1 0 0 o 1 0
Ry
1
0 1 0{w}+_R_l o ol{y}
0 0 2 A  —0B
L_ABayz ABayl
0 0 0 0 0 —1
» 0 v 0 v
+10 0 1 +10 0 0 =
0 -1 0 1 0 0

Wenn aus den Transformationsgleichungen fiir die glo-
balen Deformationen eingesetzt wird, ergibt sich nach

einer Multiplikation von links mit der Transformations-
matrix [T]T

([1]+{t3i} ' {t3i} D { o}

0 0 0
+[TIT«({0 0 1 [T]?%‘;%
0 -1 0

0 0 —1
+ 10 0 0 [T]—aj—‘i)
Bayz
1 0 0
_ . -
0 -
R, 0
+[T]T'( _1_ 0 0 [T]
Ry
dA —93B 0
| ABdy, ABdy, i
0 0 0
alT]
+ -
0 0 1 Aoy,
L0 -1 0
0 0 -1
a[T] :
clo0 ol g {u}={0}
1 00

Nach einfachen Abinderungen kann bewiesen werden,
daB der Inhalt der letzten Klammern verschwindet. Mit
Hilfe der Transformationsgleichung (12) erhilt man als
Ergebnis die Gleichung

(1] + { t3i} { t3i} Ty { w}

I~ 0 , atyz tctgg, —atlz-—ctzz-
+ —at13—ct23, 0 ) atll +Ct21 { u'}
L_21.1212‘*'Ct22, »atll —Ct21, O _J

i 0, byg+dtyy, —btyp —dtyy]
+ —bt13 —dt23, 0 s btll + dt21 {u'}=

(13)

Im globalen System seien nun die Matrizen definiert

0 —x3 x5 [0 —x3 x5
[x'] x3 0 —xj|, [x]1 =] x3 0 —x;
| —x3 x3 O | —x3 x3 0
[0 —Axg Axg [0 —2x3 Zx,
[Ax] =| Axg 0 —Axg |,[Zx] = | Zx3 0 —3x;
[—Axy Ax; 0 —Zx9 Zx; 0

wobei die Bedeutung der Koeffizienten Ax; und Zx;
aus dem Weiteren zu ersehen ist. Nach einer Multiplika-
tion der Beziehung (13) von links mit dem Ausdruck
b {tli} T+4 {t2 T und dann mit dem Ausdruck

afty) T+ C{tzi}ir

folgt

{tai}T([X']{¢} + {u} )
{tsi}T([x']{*P} * {“} )

0 (14a)

0

(14b)

Diese Gleichungen werden nur dann erfillt, wenn die
Vektoren, welche dem Inhalt der runden Klammern ent-
sprechen, Nullvektoren sind.
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Die Gleichung (13) kann mit Hilfe von (12a) und (12)
noch abgeindert werden auf

@PII-{x} T-{x} {x}{x}"

AT (<) s T

+{x.} {x} T —{x}T {x}{x} {x} T {9}

+ ({x} T{ x'} - [x7] —{ x'} T {x}[x]- {u'}

ST (W= i} D - {u)={ o)
(15)

Dieser scheinbar sehr komplizierte Ausdruck hat fiir ein
ebenes Flichenelement (z. B. x3 = x3 = 0) eine sehr ein-
fache Form

—

1 0 0 0 0 x
1lo 1 offe}+] 0 0 x| {u}
Lo o 2 —xj-x} 0
[0 0 —x/
# 0 0 —x|-{u} {0}
(X% 0

Nun, wo alle notwendigen Grundlagen abgeleitet wor- -

den sind, kann die Konstruktion der Approximations-
funktionen durchgefiihrt werden. Parameter der Lésung
seien ausschlieflich Funktionswerte der Verschiebungs-
funktionen in den Knotenpunkten k, d. h. die Verschie-
bungen uj(;) und Verdrehungen ;) bezogen auf die
globalen Achsen x;.

Jede Approximation der sechs gebrauchten Funktionen
fir die Komponenten der Verschiebung setzt sich aus
der Grundfunktion und dem Korrektionsteil zusam-
men. Die Grundfunktion ist ein gew&hnlich gebrauchtes
einfachstes Polynom, welches sich nur auf die Funk-
tionswerte der approximierten Funktion in den Knoten-
punkten stiitzt. Diese Polynome miissen die Stetigkeits-
bedingung der Funktionswerte auf den Kanten erfiillen.
Korrektionsfunktionen existieren getrennt fiir die Kan-
ten und fiir die Innenteile der Elemente. Mit ihrer Hilfe
soll ein bestmégliches Ubereinstimmen der Zusatzbedin-
gungen (15), welche die gegenseitige Abhingigkeit der
gebrauchten Funktionen fiir die Verschiebungskompo-
nenten ausdriicken, erreicht werden.

Die Kantenkorrektionsfunktionen haben verschwinden-
de Funktionswerte immer nur auf einer der Kanten. Fiir
jede Kante werden gewdhnlich immer zwei gewihlt, eine
mit einem ungeraden und eine mit einem geraden Ver-
lauf an der Grenze. Diese Funktionen werden mit Koef-
fizienten multipliziert, welche solche lineare Kombina-
tionen der Parameter sind, die einer Méglichkeit der Ver-
schiebung des Elementes ohne Entstehung von Spannun-
gen entsprechen. Nebenbei enthalten diese Koeffizienten
nur Parameter und Koordinaten der Knotenpunkte die-
ser einzigen Kante, womit die Stetigkeit der Funktions-
werte an den Kanten garantiert wird.

Die Koeffizienten der Kantenkorrektionsfunktionen fiir
die Verschiebung werden an der Kante n = * 1 aus der
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Gleichung (14a) und an der Kante £ = £ 1 aus der Glei-
chung (14b) bestimmt. Bei den Kantenkorrektionsfunk-
tionen fiir die Verdrehung wird vorausgesetzt, daf ihre
Gesamtkomponente senkrecht zur dementsprechenden
Kante steht. Ohne dieser Voraussetzung sind die Glei-
chungssysteme (14) zur Berechnung der Multiplikations-
koeffizienten linear abhingig.

Werden die Grundfunktionen mit dem Index z und die
Kantenkorrektionsfunktionen mit dem Index h bezeich-
net, gilt fiir die Berechnung der Koeffizienten der Kan-
tenkorrektionsfunktion fiir die Verdrehung, z. B. fiir
n=t1

[x] [x] "
000{‘p‘}+ SR R LY B B

u3
0

<]

wo die vierte Gleichung die verschwindende Kompo-
nente der Kantenkorrektionsfunktion fiir die Verdre-
hung in Richtung der Tangente zur Kante bedeutet.

Wird diese Gleichung von links mit der transponierten
Matrix von { ¢} multipliziert, ergibt sich fiir die Be-
rechnung der Koeffizienten das Gleichungssystem

{x}T{x}{a} = {x} - {=x}T~{x} T{x}- 1))

{ ¢z} +[x'] '{ u'} (16 a)
oder

{3 (b {a = (T {x} T (e}
{¢Z}+[x']' {u} (16 b)

Sollte es nicht méglich sein, die Koeffizienten der Kor-
rektionsfunktionen genau zu berechnen, werden sie aus
den dementsprechenden Gleichungen mit Hilfe des Mini-
mums der quadratischen Abweichung berechnet.

Zum Beispiel haben die Kantenkorrektionsfunktionen
fiir ein Vierknotenelement nach Bild 8 fiir die Kante 12
die Form

LA-mA-8) @ by ).

Wird fiir die geometrischen Verhiltnisse die Giiltigkeit
des Ausdrucks

X = 1 (@)~ %)) - 1 Ax

i p) 1(2) i(1) D) Xj,

vorausgesetzt, ergeben sich, nach Gebrauch d-r Bezie-
hung (14a) fiir die Knotenpunkte 1 und 2, aus den ent-
standenen zwei Gleichungssystemen die Vektoren der
Koeffizienten der Kantenkorrektionsfunktionen fiir die
Verschiebung in der Form

{ 312u} = %[Ax] . ({ W(z)} ~{¢(1)} )

{12} = %[Ax]'({‘/’(l)} * {¢’(2)})
“1Qe) - {0 )

Wenn lj 5 die Linge der Verbindungslinie zwischen den

Knotenpunkten 1 und 2 ist, hat die Kantenkorrektions-
funktion fiir die Verdrehung die Form



4

(XY

55 (1-n (1)

und fiir die Koeffizienten dieser Funktion kann der Aus-
druck

{ a2y} = ﬁ (&1 ({uy} = {u})
12

({ax}{ ax}T =18, ({eny} + {e)])

abgeleitet werden.

+

2
4112

Fiir ein isoparametrisches Achtknotenelement nach Bild 9

gilt z. B. fiir die Kante 13
, 1
X = 5 (%i(3) = %) *
1
tE(xi(1)— 2xi(2) * Xi(3)) = 5 Ax; * ETx;

und die zugehorigen Kantenkorrektionsfunktionen die-
ser Kante haben die Form

S (1-8) (& + by £2 + g 89)

Nach Gebrauch der Beziehung (14a) fiir die Knoten-
punkte 1, 2, 3 ergeben sich aus den entstandenen drei
Gleichungssystemen die Vektoren der Kantenkorrek-
tionsfunktionen fiir die Verschiebung in der Form

{mau} = -3 (o)} ~{un) * eI fae))

~

R

on

»l
| 1
| |
l .
[ | I
[
Y i 3 Bild 8

- %({“(n}—z{“(z)}*{“(s)})
+ g18x - o) ~{an))

' i[’:"]'({%’(l)}*{*’(a)})

- %({“(3)}—{“0)})

* %[A"]({‘P(l)}“‘{*’(z)}

He@h+ :i'[z"] {es} ~{e)})-

Soll im Programm nur eine ungerade und eine gerade
Funktion benutzt werden, kann

at(1 -2 +e3(1-£2) = wEQ - £2)
geschrieben werden und aus dem Minimum der quadra-
tischen Abweichung ergibt sich

A=a+ 3¢

Die Ableitung der Koeffizienten a; 3 , und by 3 , aus den
Gleichungen (16) ist fiir diesen Fall etwas schwieriger
und es mufi die Methode des Minimums der quadrati-
schen Abweichung gebraucht werden. Die Ergebnisse
sind komplizierter und es kommen in ihnen zwei lineare
Kombinationen der Parameter vor:

1
(z 8 wa} ~{en}) (o} ~ 2 {uay} + {ua))

1
v (Ex1({ ey} + 2 {“’(2)} * {¢(3)} "

-1 -
|
|
|
i
|
|
|
—d

vr———-o——--—
l
|
o —
|
%
L

Bild 9

&
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Diese Kombinationen entsprechen wieder der Moglich-
keit der Verschiebung des Elementes als starres Gebilde
ohne Entstehung jeglicher Spannungen.

Hiermit wurde die Konstruktion der Kantenkorrektions-
funktionen erklirt. Aus dem vorgefithrten Verfahren ist
leicht zu ersehen, dafi man auf gleiche Weise auch Kor-
rektionsfunktionen fiir Elemente mit einer groGeren An-
zahl von Knotenpunkten an den Kanten oder fiir drei-
eckige Elemente erhalten kann.

Die Innenkorrektionsfunktionen diirfen nicht die Stetig-
keit der Funktionswerte an den Grenzen der Elemente
beeinflussen. Sie werden fiir die Funktionen der Kompo-
nenten der Verdrehung und der Verschiebung eine ver-
schiedene Form und Bedeutung habhen.

Als erstes werden die Innenkorrektionsfunktionen der
Verschiebung konstruiert. Sie miissen auf dem ganzen
Rand des Elementes einen verschwindenden Funktions-
wert haben und auch die ersten Ableitungen, mit Aus-
nahme der einzigen Kante, auf welcher die Ableitung in
senkrechter Richtung einen ungeraden und geraden Ver-
lauf haben soll, miissen gleich Null sein. Die Koeffizien-
ten dieser Funktionen werden immer so bestimmt (ge-
wohnlich aus dem Minimum der quadratischen Abwei-
chung), dab sie auf dieser Kante die Grundbedingungen
der Zusammenhiinge der Funktionen, d. h. die Beziehun-
gen (15), so gut wie méglich erfiillen.

Die Innenkorrektionsfunktionen der Verschiebungen,
z. B. fiir die Kante 7 = — 1 eines Vierecks, sind wieder

T (=) (1= 8) (kyz0, * Mgy,

Nach der Bestimmung der Koeffizienten k;o und my,
fiir alle Kanten werden die Innenkorrektionsfunktionen
fiir die Verdrehung bestimmt. Fiir sie wird wieder auf
dem ganzen Rand des Elementes ein Verschwinden des
Funktionswertes verlangt. Vom Gesichtspunkt beider
Veriinderlichen werden sie als ungerade und gerade
Funktionen gewihlt und ihre Koeffizienten werden so
bestimmt, daf sie im Inneren des ganzen Elementes so
gut wie moglich die Beziehung (15) erfiillen.

Zum Beispiel fiir ein viereckiges Element konnen die
Funktionen diese Form haben:

(A —£2) (1 —?) (ky, + my, E+ 1,1+ Py, £ ),

Auf diese Weise sind nun alle Korrektionen bestimmt
und die Approximationsfunktionen wie fiir die Verschie-
bung, so auch fiir die Verdrehung sind komplett, und sie
erfiilllen auch alle am Anfang dieses Beitrages angefiihrten
vier Grundsiitze.

Solche Approximationsfunktionen wurden im Program-
miersystem fiir die automatische, strukturale Analyse
von Tragwerken ASTRA, welches im Kombinat VITKO-
VICE in Ostrava, CSSR ausgearbeitet wurde, benutzt
und die Ergebnisse wie der statischen, sowie auch der
dynamischen Berechnungen weisen eine sehr gute Kon-
vergenz auf.
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¢) Raumliche Elemente

Die Bestrebung biegesteife eindimensionale Elemente
und Flichenelemente mit riumlichen Elementen zu
kombinieren, verlangt die Benutzung von Parametern,
bei welchen auch die Verdrehung beim riumlichen Ele-
ment beriicksichtigt werden mufi. Nach dem bisher be-
schriebenen Verfahren kann auch dieser Fall verhiltnis-
miiBig leicht gelost werden.

\)_“ (”:) |
o
¥2) w_.._... . X (ll,)

! (9)
¥ @)
ixs(”s)

9 Bild 10

Fiir die globalen Spannungskomponenten (definiert zu
den Achsen x;) kénnen nach Bild 10 und einfachen Ab-
inderungen die Gleichgewichtsdifferentialbedingungen
in nachstehender Form erhalten werden.

023 —032 *1; =0 ]
031 — 013+l =0

012 —091 *l3 =0

6011_+ 3021 N 6031 + -0 (17)
-

axl BX2 aX3 4

6012 + 3022 + 3032 + -0

0x; 0xg 0xg P2

3013 + 3023 N 8033 + p3 = 0

axl 8x2 aX3
Nach Einsetzen der Gruppenverinderlichen
_1
T2 = 5 (012 + 031)
1
723 = 5 (023 * 032)

1
731 =5 (031 % 013)



des Spannungsvektors

{o}T ={°11’ 022, 033, 012, 023, 031, ky, kg, k3}
und des zugehdrigen Verzerrungsvektors

{e}T ={€1, €2, €3, 712> 723, 731, A1, A2, A3}
in die Gleichung (2) erhilt man die Bedingung

fsfzf{ — 091 (2ky +11) — 8¢ (2ky *1p)

8011

_ +13) — 8
83 (2ks +13) ullaxl

8022
ax2

0 0
+5g(731 +k2)+P1]—5“2[5;I(712+k3)+

0 . 0 0
+ 5y (193 — k) +p2l —8ug [ a—xl(fsl —kg) + 5xy (T3 +kq)

12 pt)an = ar{s{e T fe) 50k T ()

—8{¢} T-{1}} a0

und von dieser die Verzerrungen in der Form

alll
61 = EI
3112
62 = 5x—2
BU3
€3 = a—x;
2
712 = a_u]; + ﬂ
axz axl
3112 8u3
= e 4 18
72 aX3 aX2 > ( )
alla + alll
317 3x;  0xg
302“ all3
Ay = —2p — —2 + 2
1 ‘Pl aX3 ax2
au3 al.ll
Dy = —2pp— —2 + 1
2 ¢2 bxl aX3
alll all2
A —2p3 — — + —= [T] =
3 ¢3 ox axl

/

Wieder wird A = 0 gesetzt und man erhilt die gesuchten
Beziehungen zwischen den Komponenten der Verschie-
bungsfunktionen

0 -
+a‘;§("1?_k3) ( h ’l’)

(=1,1,-1) (1,1,-1)
F\\\\q
(1,~1-1)
| .
I
A0
Lo
L
v (4-11)
s Bild 11

Zu den bisher benutzten Bezeichnungen sei noch %‘E =X
eingefiihrt. ¢

Weiter existiert die Ableitung der Transformationsglei-
chung zwischen den Koordinatenachsen x; und den

Achsen £, n, ¢, welche nach Bild 11 fiir den Berech-
nungskubus definiert sind, in der Form

(o oo [ ee)
P X] X9 X3 a_xl
3
@ b= |x; xp x3| | % (20),
ad
iy X. Xy Xa —
\ 172 73] | 3xg
4 §2_\
axl (I)'
a_q)_ e = l [T] . ¢ (20.3)
0x I
2
X
o2 ?
| aX3 )

wobei J der Jacobian der Transformation ist und

¢ X X - r X X 1. o 7
X2x3~XZX3,X3x2—x3x2,X2X3—X2X3
« X X . r X ' ' . .
X3X) — Xg xl,xlxa—x’l‘ X3,X3X] — X3X] =[tij]; (20.b)
X

« X X r X ’ ’ . .« 1

xlxz —Xl X2,X2X1 - X2 X1, X] X9 — X3 X9

Mit Hilfe dieser Transformationsgleichungen kann die
gewiinschte Funktionsgleichung (14) in die Form (21)
umgeschrieben werden

0 0 0 0 0 -1
2040 0 1 g{“} 1o 0 o g{“} 0 t31 —ty 0 t3p —tyy
X1 X2 .
0-10 1 0 0 20{o} +1-ty1 0 {u} +l-t2 0 1, {u}
0 1 0 t21 _tll 0 tag —t19 0
o(u} _ { )

+1 -1 0 0 5% {0 19)

0 0 0
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0 t33 —ta3

t13 {u"} ={0} @1)

ttg3 —t13 0

tl-ts3 0

Die Approximationsfunktionen fir die Verdrehung und
Verschiebung setzen sich auch in diesem Fall aus Grund-
und Korrektionsfunktionen, und die Korrektionsfunk-
tionen wieder aus Kanten- und Innenkorrektionsfunk-
tionen zusammen. Parameter der Losung sind auch hier
nur die Funktionswerte aller sechs Verschiebungskom-
ponenten in den Knotenpunkten.

Die Grundfunktionen werden wieder aus einfachsten fiir
das untersuchte Element geltenden Polynomen zusam-
mengesetzt und beinhalten Parameter, deren physikali-
scher Sinn Funktionswerte der approximierten Funktion
in den Knotenpunkten sind.

Die Kantenkorrektionsfunktienen haben eine ihnliche
Form wie die Kantenkorrektionsfunktionen bei Flichen-
elementen.

Deshalb, z. B. fiir die Kante 7 = { = — 1 des Hexaeders
im Bild 12, haben sie fiir Elemente mit zwei Knoten-
punkten auf der Kante die Form

ia_n)a—r)(l—z‘é’)(ubz),

und fiir Elemente mit drei Knotenpunkten auf der Kante
die Form

% A-m) (1~ -#) @k +bs?).

Die Koeffizienten a, b haben genau die selbe Form, wie
die ihnen entsprechenden Koeffizienten der Flichenele-
mente. Dadurch wird die Stetigkeit an den Grenzen der
riumlichen Elemente, der Flichenelemente und der
Linienelemente gewihrleistet.

Die Innenkorrektionsfunktionen fiir die Verdrehung und
Verschiebung haben wieder eine andere Form und auch
andere Bedeutung.

Die Korrektionsfunktionen fiir die Verschiebung werden
auf der ganzen Grenze des Elementes einen verschwin-
denden Funktionswert haben. Einen Nullwert auf allen
Oberflichen, mit Ausnahme immer einer einzigen Ober-
fliche, werden auch die ersten Ableitungen der Funktio-
nen haben. Fir die Menge aller inneren Punkte dieser
Oberfliche (mit nichtverschwindenden ersten Ableitun-
gen), muB die Ableitung der entsprechenden Korrek-
tionsfunktionen in senkrechter Richtung zur Oberfliche
verschieden von Null sein. Vom Gesichtspunkt der fiir
diese Oberfliche giiltigen Veriinderlichen, miissen die
diesbeziiglichen Funktionssitze einen ungeraden und
geraden Verlauf haben, und deshalb miissen es vier Funk-
tionen sein.

Zum Beispiel fiir die Oberfliche £ = — 1 des Hexaeders
sind es die Funktionen

7 (-DA-E) (1 -2 (122 (d+en+£ +gn2).
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¥ 0
v21 |—ta1 O
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Die Koeffizienten d bis g aller drei Funktionen fiir die
Verschiebung werden gleichzeitig aus der Bedingung des
Nullwertes der Ableitung der Korrektion in Richtung der
Normalen zur Oberfliche berechnet. Wir die Korrektion
mit Hilfe des Indizes k bezeichnet, ergeben sich fiir die
Oberfliche & = £ 1 die Koeffizienten aus den Gleichun-
gen:

t31 —tg) 0

o [}

t31 —tg)
—t31 0 ),

+ Y
lﬁPa t21 -1ty to; —t;; O {“}

0 thy toy  t3 0 0 o
0 t33 —ty, 0 t33 —ty3 0
—t3g 0 t, —t33 0 3] 0
tgg —t 0 {“} * - {“x} =
22 — Y12 tagg—tj3 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 t33—ty
{til} T-{tn} '{“ic} =20+ |-tg3 0 1t '{‘P}
to1—t;; 0

+({t) { ) T { ) T{tu} - 1) {u}
"({tiz} {tu} T {Hl} {Hz - [1]) {“}
t({ta} {t} T -{tm} T s} 0D {w}s @2a)

Auf der Oberfliche nn = £ 1 ergeben sich die Koeffizienten
aus der Gleichung:

0 t33 —tyy
{12} T { tig} '{“ic} =2] | -t32 0 ty2 {w}
tgo —t12 0
+({ta} {t2} T —{ tia} T{til} - 1)) +{w}
*(ta} {u} T {2} T{ta} -0~ {u)
* ({ tia} {tiz} T —{tiz} T {tis} -[1]) - {u"} ; (22.b)
und fiir die Oberfliche { =+ 1 aus der Gleichung

0 t33 —t3p
{tia}T'{tia}'{U’;}= 2] |-t33 0 t3y {¢}

t3p—t3; 0
+({t11} {Ha} t.l } (1) {u}

+({tia} {tia} T {ta} T+ {6} D {u'}
+({ta} {ta} T~ {ta} T - {tia} (1D) {2} 5

Die Innenkorrektionsfunktionen fiir die Verdrehung sind
im Prinzip nicht einmal notwendig zu bestimmen, da sie
nicht.im Funktional der Losung vorkommen und nicht
an der Integration der Steifigkeitsmatrix teilnehmen.
Nur der Vollstindigkeit halber sei angefiihrt, daf ihre
Funktionswerte auf der ganzen Grenze des Elementes
gleich Null sind. Sie haben die Form

(22.¢)



J-8)1-1*)(1-¢%) (k+fm+an+{o+
+Enp+ESr+nis+Enit).

Die Koeffizienten k bis t werden aus der Bedingung der
Giiltigkeit der Gleichung (21) im Inneren des untersuch-
ten Elementes berechnet.

Damit ist die Konstruktion der Approximationsfunktio-
nen fiir riumliche Elemente beendet.

d) Abschluf§

Im Beitrag wurde eine Anleitung zur systematischen
Konstruktion von Approximationsfunktionen fiir die Be-
rechnung von Tragwerken, deren Berechnungsmodelle
durch eine Kombination von Linien-, Flichen- und
Raumelementen ersetzt werden kéonnen, vorgelegt. Die
Losungen nach dieser Methode sichern die Stetigkeit der
Funktionen der Verschiebungskomponenten auf den Li-
nien und Kanten der Flichen und Raumelemente.

Bei den Ableitungen wurden die neusten Richtungen
gebraucht, d. h. zur Approximation wurden nur Para-
meter benutzt, deren physikalischer Sinn Funktions-
werte der untersuchten Verschiebungsfunktionen in den
Knotenpunkten der Elemente sind.

Manchem Leser wird vielleicht die Konstruktion und der
Gebrauch dieser Funktionen zu anspruchsvoll und vom
Rechenzeitverbrauch her zu wenig effektiv vorkommen.
Dazu ist aber moglich hinzuzufiigen, daf die vorgefiihrte
Losung durchaus vereinfacht werden kann. Zum Beispiel
weisen Berechnungen, bei welchen die Kantenkorrek-
tionsfunktionen vollkommen ausgelassen wurden und
das untersuchte Tragwerk zweckmiBig und in geniigend
kleine Elemente aufgeteilt (diskretisiert) wurde, noch
immer bessere Ergebnisse auf, als bei bisher benutzten
Methoden. Dabei geht aber die Kompatibilitit zu den
Losungen der Linienelemente verloren. Selbstverstind-
lich existiert auch die Moglichkeit weiterer Vereinfa-
chungen, z. B. konnen an Stelle ungerader und gerader
Funktionen nur gerade Funktionen gebraucht werden
usw. Es ist aber notwendig zu betonen, daf jede Verein-
fachung eine Verminderung der Genauigkeit der Ergeb-
nisse nach sich zieht, und dab eine dadurch hervorgeru-
fene Verdichtung der Elementenaufteilung (um bessere
Ergebnisse zu erzielen) wieder die Rechenzeit vergré-
Bert. Das ist die andere Seite des Problems bei der Be-
nutzung von Rechnern.

Die beschriebene vollstindige Methode gibt bessere Er-
gebnisse als andere Methoden auch bei einer verhiltnis-
mibig nicht ganz dichten Elementenaufteilung. Sie wird
nur in ganz notwendigen Fillen (z. B. bei der Berech-
nung von Platten, Faltwerken, Schalen usw.) benutzt.

Bei der Berechnung von reinen Scheiben oder rotations-
symmetrischen Tragwerken werden nur die Grundfunk-
tionen gebraucht.

Die GroBe der Ungenauigkeiten der Ergebnisse, welche
durch die unzweckmibige Elementenaufteilung entste-
hen kénnen, kann bei der vorgefiihrten Methode aus den
Unstetigkeiten der Innenkriifte oder Spannungen an den
Grenzen der Elemente festgestellt werden. Aus diesem
Grund werden bei der graphischen Ausgabe der Ergeb-
nisse (z. B. Isostaten usw.) auf ein Zeichengerit in dem
oben schon erwihnten Programmiersystem ASTRA die
Kurven der einzelnen Gréfen in jedem Element isoliert
und ohne Bestrebung nach einer Stetigkeit an den Gren-
zen benachbarter Elemente gezeichnet. Dadurch werden
die Ungenauigkeiten der Ergebnisse absichtlich graphisch
betont, und der Anwender kann entscheiden, ob nicht
eine Wiederholung der Berechnung mit einer dichteren
Elementenaufteilung notwendig ist.
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