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0. Einleitung

Bei der Untersuchung vieler technologischer Formbil-
dungsprozesse fiir diinnwandige Konstruktionselemente
kann man zwei grundlegende Abschnitte unterscheiden.
Im ersten Abschnitt kommt es zu einer aktiven elastisch-
plastischen Deformation des Ausgangsmaterials. Am En-
de dieses Abschnitts nimmt die Schale eine bestimmte
vorgegebene Form ein. Dabei befindet sich die Schale in
einem Gleichgewichtszustand unter Einwirkung eines
Systems duBerer Belastungen. Der zweite Abschnitt be-
steht darin, daf die duBeren Belastungen nicht mehr ein-
wirken und es folglich zur elastischen Entlastung der de-
formierten Schale kommt.

Der Unterschied in den Zustandsgleichungen fiir den er-
sten und den zweiten Abschnitt besteht darin, daf es
zum Auftreten von Restspannungen kommen kann. Au-
Berdem weicht infolge der elastischen Entlastung die
Mittelfliche der hergestellten Schale von der gewiinsch-
ten Form ab.

Die theoretischen Untersuchungen des Abschnittes, der
durch die aktive Deformation der Schale gekennzeichnet
ist, werden mit dem Ziel gefiihrt, die energetischen und
die KraftgroBenparameter des Prozesses zu bestimmen
[1] bis [3], die geometrischen Eigenschaften der Form-
dnderung [4] sowie die zur Formgebung der Schale not-
wendigen duBeren Krifte zu ermitteln [5], [6].

Die Restspannungen, -deformationen und -verschiebun-
gen konnen auf der Grundlage des Entlastungstheorems
von A. A. Iljuschin [7] bestimmt werden, jedoch nur bei
der Betrachtung elastisch-plastischer Deformationspro-
zesse in geometrisch linearer Aufgabenstellung.

Die Analyse der elastischen Entlastung bei technologi-
schen Aufgaben wird unter Einbeziehung verschiedener
Annahmen getroffen. Diese dienen der Vereinfachung
der Aufgabenstellung oder sind nur bei der Betrachtung
konkreter Beispiele anwendbar [8], [9].

In der vorliegenden Arbeit wird die Entlastung diinner
Schalen nach elastisch-plastischen Formiinderungsprozes-
sen untersucht. Dabei wird vorausgesetzt, daf die Ver-
zerrungen beim Forminderungs- und beim Entlastungs-
prozeb klein sind. Die Durchbiegungen der Schale kén-
nen wesentlich den Wert der Schalendicke iiberschreiten,
jedoch sind die Quadrate der Verdrehwinkel der Norma-
len zur Mittelfliche <<1.

AuBerdem wird davon ausgegangen, daB bei der Entla-
stung keine sekundiren plastischen Deformationen auf-
treten.
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1. Ableitung der grundlegenden Beziehungen

Die Schale wird im rechtwinkligen kartesischen Koordi-
natensystem 0x; xp x3 betrachtet. Im undeformierten
Ausgangszustand wird die Lage der Punkte der Schalen-
mittelfliche S° durch den Radius-Vektor beschrieben
=r(qh ¥ =x] (¢}, @it x5 (qt/a?) ] x5 (a', ) k.
Dabei sind i, j, k die Einheitsvektoren fiir das rechtwink-
lige Koordinatensystem, q!, q? krummlinige Lagrange-
Koordinaten der Punkte der Mittelfliche.
Im Ergebnis des Einwirkens von dufieren Belastungen auf
die Schale indert diese ihre Form und die Mittelfliche
nimmt dle Zwischenlage S ein, die durch den Vektor
R = R (q!, q?) und die kartesischen Koordinaten Xg =
Xg (q qz) (s = 1, 2, 3) beschrieben wird.
D1e Endlage S* der Schalenmittelfliiche wird von dieser
nach dem Endlastungsprozef eingenommen:
R* =R (¢!, %), x. = x_ (¢}, ?).
Fiir jeden der 3 Zustinde der Schalen wird ein lokales
Koordinatensystem eingefiihrt. Folgende Basisvektoren
werden dafiir definiert.

=1 . =i

aqi dq

Die entsprechenden Einheitsvektoren in Rlchtung der
Normalen zur Schalenmittelfliche sind m, M, M Die

kovarianten Komponenten der metrischen Tensoren fiir
die Flichen S°, S und S* werden wie folgt eingefiihrt

g =ri . Gy= R By, 6F=RFR*

Analog werden die kovarianten Komponenten des Ten-
sors der zweiten quadratischen Form definiert

Bij=-MR,, B——MR

=i =j

bj=-m5,
Die Untersuchungen der elastisch-plastischen Formiinde-
rungsprozesse und der Entlastung der Schalen wird
durch Lésen der entsprechenden Gleichungssysteme, die
in den Projektionen auf die Achsen der lokalen Basis des
fir den jeweiligen Ubergang betrachteten Ausgangszu-
stands formuliert werden, realisiert. Fiir den Abschnitt
der Forminderung ist der Ausgangszustand S°, fiir den
Abschnitt der Entlastung S.

Der Verschiebungsvektor u® (q!, q2) kennzeichnet den
Ubergang der Mittelfliche aus dem Zustand S° in den
Zustand S. Der Vektor wird in der lokalen Basis der



Fliche S° durch die kovarianten bzw. kontravarianten
Komponenten gegeben

u°=u?ri+w°m=u;)ri+w°m. (1.1)
u ; I m I m

Die Verschiebungen der Punkte der Schalenmittelfliche
beim Entlastungsprozef werden durch den Vektor
u (q!, q2) beschrieben, wobei‘dieser in der Basis des Zu-
stands S gegeben wird

=y Ri+wM=uiR +wM. (12)

Die Radius-Vektoren der Mittelfliiche im Zwischenzu-
stand S und im Endzustand S* sind mit dem: Radius-
Vektor im Ausgangszustand wie folgt verbunden

R=r+u, R"=R+u. (1.3)

Der Forminderungsprozefs und der Entlastungsprozef
ist von Deformationen der Mittelfliche begleitet

2 ef). = Gi' — g k® =b:. —B..
j — 8ij ij — Pij
2 N (1.4)

_ *
ij» Kij =By — By -

— * ;
2 Gij = Glj — G
Die Deformationstensorgen sind mit den Verschiebungen
wie folgt verbunden
o_ o o o o0 o _ o k o
2«5ij _eij+eji+ W' W, Kij =-Y wj —bi ejk
(1.5)
o _ o o _ i . _
€; =Vi u’ — wo by, w =7, we by o, (i, j, k= 1,2),

wobei W/ ; das Zeichen fiir die kovariante Ableitung in
der Metrik der Fliche S° ist. Analoge Beziehungen exi-
stieren auch fiir die Deformationen bei Entlastung, wo-
bei man jedoch aufgrund der ,,Kleinheit” der Deforma-
tionen die differentiellen Operationen in der Metrik der
Flichen S° und S nicht unterscheiden kann

k
2eij=eij+eji+wi wj, Kllz—vle_Bl ejk,
(1.6)
eljzvlll]+WBl;’ wl=le+B1Jllj.

Die Restdeformationen der Mittelfliche im Endzustand
SO betragen

e; = e;; + &, n;; = K; + Kij. 1.7
Um die Schale so zu verformen, daB sie aus dem Aus-
gangszustand S° in den Zwischenzustand S iibergeht, ist
es notwendig, ein System duBerer Belastungen einwirken
zu lassen: verteilte Krifte, die auf die Mittelfliche bezo-
gen werden ( —p (q!, q2)) sowie Randkrifte Q und
Randmomente G . Dabei entstehen in der Schale innere
Kriifte und Momente, die in der lokalen Basis der nicht-
deformierten Fliche S® angegeben werden kénnen

Q=T +(N, + w;’ ) m, w8
6! =GY (mxy).

Dabei wurden folgende Bezeichnungen eingefiihrt

. 05h _05h ~ 05h
™ - f oiids, G) = f olzdzN = [ 0B du (19)
—05h —0,5h —0,5h

Den Entlastungsprozef kann man als Einwirken eines
neuen Systems duBerer Belastungen auf die sich im Zu-
stand S befindliche Schale betrachten. Die neuen Bela-
stungen sind betragsmiBig den Belastungen gleich, die
die Schale aus, dem Zustand S° in den Zustand S iiber-
fiilhrten, jedoch umgekehrt gerichtet. Die neuen Bela-
stungen rufen in der Schale ein neues System innerer
Krifte und Momente hervor, wobei diese in der Basis
der Fliche S dargestellt werden

Qi=Tijgj +(Ni+ijij)l_\_’l,
(1.10)
Gi= Gi (Mx Ry,

Da die Forminderung von plastischen Deformationen
begleitet wird und die Entlastung elastisch ist, liegen in
der Schale im Endzustand Restspannungen vor, die Krif-
te und Momente hervorrufen

Qx =Q +Qi, Gk =G +Gi. (1.11)
Zur Ausfiihrung der Operationen (1.11) miissen die vek-
toriellen GréBen in den Projektionen einer gemeinsamen
Basis dargestellt werden. Dazu kann man die Zerlegung

der Richtungsvektoren der Basis der Fliche S in den
Achsen der Basis S° verwenden

©

Bi=grm @y,

-

(1.12)

=}

M=m-—r .

-

2. Die den Entlastungsprozef beschreibenden
Gleichungen

Die Untersuchung der elastisch-plastischen Forminde-
rung bei Schalen ist Gegenstand spezieller technologi-
scher Aufgaben der Plastizititstheorie [2]. Dieses Pro-
blem fiihrt zu einer bestimmten Klassen von inversen
Aufgaben zur nichtelastischen Deformation der Schalen
[5] oder zum Betrachten der Wechselwirkung zwischen
Schale und starrem Stempel [10].

Unter der Voraussetzung, dafi die Aufgabe iber die
elastisch-plastische Forminderung der Schale gelost ist,
d. h. die duBeren Belastungen, die auf die Schale in der
Lage S wirken, und alle Komponenten des Spannungs-
und .Deformationszustandes sind bekannt, wird im fol-
genden der Entlastungsproze der Schale betrachtet. Die
Komponenten des Verschiebungsvektors der Punkte der
Schalenmittelfliche bei Entlastung sind mit den auf die-
sem Abschnitt entstehenden Deformationen durch die
Gln. (1.6) verbunden. Die zusitzlichen Krifte und Mo-
mente miissen den Gleichgewichtsbedingungen geniigen,
die in den Projektionen auf die Achsen der lokalen Basis
der Fliche S formuliert werden:

VT — B (N + o Tik) + i = 0,
V; (Ni+ wy Tik) + by Tik + pg =0, (2.1)

¥, Gil — Ni = 0,
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Die Krifte und Momente, die bei der Entlastung entste-
hen, sind mit den Deformationen der Schalenmittelfli-
che iiber die Beziehungen der linearen Elastizititstheorie
verbunden

ik = _Eh pag &1
1- p2
3
mik - __Eh Ekil ¢\ 2.2
12(1 - 12) :

Ellkl=gl.| gkl+ucij ckl_

Dabei bedeuten E, u die elastischen Konstanten, ¢l die
Elemente des Diskriminantentensors der Fliche S.

Die Randwertaufgabe fiir das Gleichungssystem (1.6),
(2.1), (2.2) wird gemeinsam mit den Randbedingungen,
die durch die Belastungen am Schalenrand im Zustand S
definiert sind, formuliert.

3. Aufstellen der zu losenden Gleichungssysteme

Es wird die Entlastung der Schale nach dem elastisch-pla-
stischen Forminderungsproze6 untersucht, wie es in [5]
betrachtet wurde. Die Mittelfliche des Ausgangsmate-
rials sei im Ausgangszustand Hohlzylinderausschnitt

r = ¢£i+ Rj sin (n/R) + Rk cos (n/R),
- 3.1)
te[—a,a], me[-b,b].
Unter Einwirkung von Druck in Richtung der Normalen
verformt sich das Ausgangsmaterial zu einem Paraboloid.
Um die zweite quadratische Form der deformierten Mit-

telfliche zu erhalten, wird die sie beschreibende Gl. wie
folgt dargestellt:

R=fi+nj+ (A2 +Bnd)k. (3.2)

In [5] ist eine Methodik zur Ermittelung der duferen Be-
lastungen, die fiir eine solche Forminderung notwendig
sind, beschrieben. Die Aufgabe .iiber die Entlastung der
paraboloidalen Schale wird folgendermaBien gelst. Das
vollstindige Gleichungssystem (1.6), (2.1), (2.2) kann

fiir das betrachtete Beispiel in folgendes System der zu
lésenden Gln. iiberfiihrt werden:

82u+1+u 2y +l—}l 92
g2 2 08dm 2 2
32v+l+ua2u L1 2y

0
+(By + uByy) é?w =0

9 n?

du ov , 2
(Byy *+a Bzz)ﬁ * (Byg + uByy) 37 Bn

+2uByy Byy +B,) w1 (

ow
5 3ten 2 +(322+I‘Bn)5-n—-0,

2 &2
(3.3)

h2 a4w+ 0w

= M2 7% Gll=6l, Q1= Q) (k=)
(3.4)

T2=T12=0,622=62%,Q2= Q) (n=*b).

Der Normaldruck p und die Randbedingungen T:IJ , Givj

sind aus der Losung der inversen Formbildungsaufgabe
bekannt [5]. Aufgrund der Symmetrie zu den Achsen
£ =0, n = 0 reicht es aus, die Lésung im Gebiet

£ €0, a], n € [0,b] zu ermitteln. Als Randbedingungen
an den Rindern £ = 0 und 1 = 0 werden die Symmetrie-
bedingungen verwendet.

Die Losung der Randwertaufgabe (3.3), (3.4) erfolgt mit
Hilfe der Methode der finiten Differenzen. Dazu wird ein
rechteckiges Netz aufgebaut

w :{ El=ih1,n] =jh2, hl :a/N’ h2 :b/N, laj
=—2,——1,0,l,...,N}.

Die Punkte auBierhalb des betrachteten Gebietes (i, j =
—2, —1) sind zur Approximation der Symmetriebedin-
gungen eingefiihrt worden.

Auf & werden folgende Netzfunktionen definiert

uy; = u (& m), vij = v (& M), wiy = w (. m)-

Der Aufbau des Differenzenschemas fiir die Randwert-
aufgabe (3.3), (3.4) erfolgt durch Approximation eines
Funktionals [11]. Die Approximation der Gln. (3.3) hat
folgende Form

_ 1+u o 1-— °

e g L vt G e B v -0,
1+u 1—p -

Vint 5 ugp * 5 VEg T (Baz + By wp=0,

2 2
(B11 + uByg) ug +(Bag + uByy) vy +(B], +2uBy) Byy +Byy ) w

Ll z _p(1-u?) _
"1z (WEgEE T 2 VEean t Viman) " g, B ED

+a4 w):p(l_,ﬂ)

12 "5 ¢4 382 3n2 ant Eh

Im System (3.3) wurde angenommen, daf die Schale

flach ist und die Verschiebungen bei Entlastung klein
sind. Die Randbedingungen lauten
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(3.5)

Die gewihlten Bezeichnungen entsprechen [11], die
Symmetriebedingungen werden exakt wiedergegeben.
Fiir die Approximation der Randbedingungen (3.4) wur-.
de die in [11] dargestellte Methodik verwendet. Die Lo-
sung der Differentialgln. erfolgt iterativ mit der Methode
der Uberrelaxation [12].

4. Numerische Beispiele

Die Berechnungen erfolgten auf einer EDVA BESM-6 fiir
Ausgangsmaterial mit folgenden Abmaien:a=b=0,75m,
h = 0,01 m. Das Verformungsdiagramm des Materials
wurde durch eine abschnittsweise-glatte Funktion o =

Ee(e<ep),o=0r (e¢/ ep)™ (e>ep)mitE=7.28 -
1010 N/m?2, er=42- 10—3, m = 0,2 approximiert.

Die Form der Mittelfliche im Zwischenzustand wird
durch die Gln. (3.2) beschrieben, wobei A = 0,05 m—1
und B = 0,25 m—! sind.
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Bild 3
Durchbiegungen bei Entlastung

Die Krifte, die fiir die Formgebung notwendig sind, e1
hilt man durch Lésen der inversen Aufgabe [5]. Auf Bild
1 und 2 sind die Verteilung des Normaldrucks und der

tangentialen Krifte Tlv1 s Tiz an den Riindern § =+ a

dargestellt.
Die Ergebnisse zur Entlastungsaufgabe sind auf Bild 3 ge-
zeigt, wobei die Verldufe der Verschiebungsvektorkom-

ponenten beim Ubergang aus dem Zwischenzustand S in
den Endzustand S* dargestellt wurden.
Die Verteilung der Restkrifte T!! und T22 sind auf Bild

4 gezeigt.
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Bild 4
Verteilung der Restspannungen

5. Forminderungsprozesse von Rotationsschalen

Im weiteren werden Forminderungsprozesse bei Rota-
tionsschalen betrachtet. Aus der Losung der axialsymme-
trischen inversen Aufgabe [5], [6] erhilt man die dufe-
ren Belastungen, die fiir die vorgegebene Forminderung
des Ausgangsmaterials notwendig sind.

Die axialsymmetrischen Aufgaben iiber die Entlastung
von Rotationsschalen lassen sich auf die Lésung von
Randwertaufgaben fiir Systeme gewdhnlicher Diffe-
rentialgln. zuriickfithren. Folgender Vektor der Unbe-
kannten wird eingefiihrt

Z{ TIL NI, G11, yy, W1f9}
mit
©=_—_——+bhbyu
q 11
Das vollstindige Gleichungssystem fiir die elastische Ver-

formung der Rotationsschalen li6t sich dann in Vektor-
form schreiben [13]

dy
—=A(®y*b, qe(0,1) (3:5).
dq .

Die Randbedingungen kénnen in der Form
Coy(0)=by, Cyy(1)=by (3:6)

dargestellt werden. Die Koeffizienten A (q) hiingen von
der Schalengeometrie im Zwischenzustand S und den
elastischen Konstanten des Schalenmaterials ab, die Vek-
toren b, b, und b; werden durch die verteilte, auf die
Schalenmittelfliiche reduzierte Last und die Randbedin-
gungen, die auf die Schale im Zwischenzustand wirken,
bestimmt.

6. Numerische Beispiele zu den Rotationsschalen

Folgendes Beispiel wird betrachtet: eine Zylinderschale
verformt sich elastisch-plastisch zu einer konischen Scha-
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le, wonach es zu einer Entlastul;g kommt. Der Meridian
der Mittelfliche des Ausgangsmaterials wird im riumli-
chen Zylinderkoordinatensystem wie folgt beschrieben

z=q,1, =R, qel0,1].

Im verformten Zustand S geniigen die Punkte des Meri-
dians der Schalenmittelfliche der Gl. r = v z + R. Der
Normaldruck und die Randmomente fiir eine derartige
Forminderung sind in [5] fiir verschiedene Konuswin-
kel v definiert. Diese Daten sind die Ausgangswerte fiir
die Losung der Entlastungsaufgabe (3.5), (3.6).

Die Losung der Aufgabe (3.5), (3.6) erfolgt mit der Me-
thode von S. K. Godunov mit folgenden Parametern fiir
die Schale R=0,03 m, h=0,001 m, 1 =0,1 m.

Die mechanischen Charakteristika des Ausgangsmaterials
sind analog den Werten im ersten Beispiel.

Auf Bild 5 sind die Komponenten des Verschiebungs-
vektors, ausgehend vom Zwischenzustand, als Abwei-
chung der Geometrie der Mittelfliche S* von der der
Konusfliche gezeigt.

e om
- 7005 s /
/‘—z
3 7001
1/
1
al

0 2 G 0 Q8 W

Bid 5
Verschiebungen bei Entlastung der Rotationsschale
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Bild 6 '
Verteilung der Restspannungen fiir die Rotationsschale
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Die grofiten Restspannungen entstehend nach der Ent-
lastung in Umfangsrichtung. Auf Bild 6 ist die Vertei-
lung der Restkrifte T2“2 gezeigt.

Die Untersuchungen zur Entlastung diinner Schalen nach
elastisch-plastischer Verformung erlauben es, die Ge-
nauigkeit der technologischen Forminderungsprozesse
bei diinnwandigen Konstruktionselementen zu beurtei-
len.
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