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1. Die nichtlineare Verformung anisotroper
Korper mit unterschiedlichen Eigenschaf-

ten bei Zug und Druck Tabelle I
Temperatur, K Elestizitétsmodul, GPe
. e Zug Druck
L1 Einfihrung Ketten Schisse Ket ten Schised
. . 18,93 6,33 . :
Bei experimentellen Untersuchungen zur Verformung £z 16.47 5 .33 11,38
. . . 73 X . . .
verschiedener Legierungen, polymerer und kompositer GE& 12,89 .51 3,01
Materialien kann man feststellen, daf ihr Festigkeitsver-
halten anisotrop und stark unterschiedlich bei Zug und el
. . . e . 2
Druck ist. Darunter versteht man u. a. die Abhingigkeit %.;._r:wr' " Clestizicatencdul, OFe
der Materialeigenschaften von der Belastungsart, die bei- Zug Druck
spielsweise in der Form verschiedener Deformations- 55 —Ketten Jehlase rse chipe
charakteristiken des Materials bei Zug und Druck auf- iz % 8 LI 255 ]
tritt. Die Anisotropie ist durch die verschiedenen Mate- 57 81 489 8.02 498

rialeigenschaften in Abhingigkeit von der MeBrichtung
definiert. Diese Besonderheiten der Materialien treten
bei momentaner Belastung (Elastizitit, Plastizitit) und
im Verlauf der Zeit (Viskositit) auf.

Fiir Graphit B-2-1 haben die Proben, die aus industriell
gefertigtem Ausgangsmaterial orthogonal zur Prefachse
herausgeschnitten wurden, einen fast um das 6fache gré-
Beren Elastizititsmodul bei Zug als bei Druck [1]. Die
elastischen Eigenschaften der Proben, die parallel zur
PreBachse entnommen wurden, unterscheiden sich nur
unwesentlich bei Zug und Druck und haben ungefihr die
Werte, wie im Falle der Druckbelastungen bei Proben,
die orthogonal zur PreBachse liegen.

Glasfaserverstirkte Plaste des Typs CBAM 5 : 1 mit
Epoxidphenol-Verbindungsmaterial besitzt praktisch fiir
Zug und Druck in Richtung der Fasern gleiche Elastizi-
titsmoduli [2]. Wesentliche Unterschiede treten fiir den
Fall auf, daB die Proben unter einem bestimmten Winkel
zur Armierungshauptachse herausgeschnitten werden.
Beispielsweise ist bei Zug der Elastizititsmodul quer zur
Faserrichtung um 40 % geringer als bei Druck.

Riumlich armierte Komposite, wie z. B. Kohlestoff-
Plaste, haben bei Druck einen um ca. 30 % niedrigeren
Elastizititsmodul in Richtung der Kette als in der Faser-
richtung der Schiisse [3]. Der Wert bei Druck in Ketten-
richtung ist mehr als zweimal so grof wie bei Zug. In Ta-
belle 1 sind die Elastizititsmoduli fiir Zug und Druck in
Kettenrichtung und Richtung der Faserschiisse fiir Koh-
lenstofftextolit angegeben, welches auf der Grundlage
von Phenolformaldehydharz hergestellt wurde [4]. Ana-
loge Werte sind fiir Kohlenstoffmetallplaste in Tabelle 2
angefiihrt.

Das Verhaltensbild der betrachteten Materialien wird
noch komplizierter, wenn man nichtelastische Verfor-
mungen untersucht [1], [3], [5] bis [12]. So unterschei-
den sich die Dehnungswerte beim Kriechen von Proben

aus Titanlegierung, die lings bzw. quer zur Faserrichtung
herausgeschnitten wurden, unter Zimmertemperaturbe-
dingungen bei gleichen Spannungen und Zeitabschnitten
um das 8fache [8]. Dabei ist die Deformation, die fiir
Proben in Lingsrichtung ermittelt wurde, bei Zug 20 mal
so grofs wie bei Druck.

Nachfolgend werden die theoretischen Grundlagen der
Beschreibung der Elastizitit, der Plastizitit und der Vis-
kositit anisotroper Korper mit unterschiedlichen Eigen-
schaften bei Zug und Druck dargestellt.

1.2. Elastische Kérper

Bei der Formulierung der konstitutiven Gleichungen fiir
anisotrope Korper, die unterschiedliche Festigkeit bei
Zug und Druck haben, wird von der Hypothese der Exi-
stenz eines elastischen Potentials in der Form '

1 2

f=§ae (1)

ausgegangen. Dabei ist 0, eine invariante GroBe, die die
Aquivalenz des einachsigen mit dem mehrachsigen Span-
nungszustand herstellt und daher iquivalente Spannung
genannt wird (0, = 0). Die Auswahl der dquivalenten
Spannung ist nicht eindeutig. Fiir die betrachteten Kon-
tinua wihlt man o, als Summe einer linearen Funktion
0 = by 05 und einer quadratischen Funktion 0?, = gy
0j Oy des Spannungstensors 0y und bestimmter Aniso-
tropietensoren bﬁ, 3k [13], wobei

0, =0+ 0, (2

ist. Die Komponenten des Tensors der elastischen Defor-
mationen
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ij 0, 30y 30 5—0—ij ’ @)
90, 30 7 doy ¥

00, _ aj Okl

0 oij O,
Damit folgt

e _ o (k%

eij = 0O ( 0y * h1}) (4‘)
Aus der Symmetrie der Tensoren 0;; i = ]l’ &; = i
folgt die Symmetrie der Tensoren ag) byj, d. h

bij = byj, agia = ajg = agy = ay- ©®)
Damit verringert sich in der konstitutiven linearen Ten-
sorgl. (4) die Anzahl der unabhingigen Konstanten

auf 21 und die der Konstanten by auf 6. Aufgmndatiﬂd
Invarianz der Ausdriicke fiir o und 0, behilt der Aus-
druck (4) sein Aussehen beim Ubergang zu einem neuen
Koordinatensystem bei. Die Tensoren b; und ay, wer-
den nach den fiir Tensoren 2. und 4. Stufe iiblichen Re-
geln transformiert:

ij = ®mi nj bins a;jld = @mj O Cpk Xl @mnpq- ©)

Hier sind o; die Richtungskosinuse zwischen den ur-
spriinglichen Achsen x; und den neuen Achsen x;.

Fiir klassische anisotrope Kontinua ist b; = 0 und die
Gl. (4) geht in die bekannte, dem Hookeschen Gesetz
entsprechende Beziehung iiber:

6;; = aijkl Okl (7)

Wenn man einen orthotropen Kérper in einem Koordi-
natensystem betrachtet, dessen Achsen mit den Haupt-
anisotropierichtungen zusammenfallen, so kann man die

physikalischen Beziehungen (4) wie folgt schreiben

° g, (2l o1 * angg 922 *aj133 033

€51 % o + byy),
®)
41212 012
€1y =20, —— (1,2,3),

o

2 _ 2
0, = a111 9y T 221392 011 U2 * 2 ay333 037 033 *
+2 + 2 2,
22233 022 0O33 ™ 432922 Oy, * 33333 0,
2 2 2
thaygyg 07, *4ay313 07, + 4 ag393 0y,
0 =byy 033 +bgy 0g + b33 03

(1, 2, 3) bedeutet, daf die in den Klammern enthaltenen
Indizes zyklisch vertauscht werden kénnen.
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Fiir isotrope Kérper mit unterschiedlichem Zug-Druck-
Verhalten gelten folgende Gleichungen

byy = bag = bgg = B¥, aj111 = agaen = 23333 =A™,

81212 = 81313 = 82323, 81122 = 81133 = 82233 = C'>  (9)
ajn = 2 a2 * apg-

Damit erhilt man aus (8)

oo [(A*,_2C*)Jl 6ij +2C* 0jj +B* 6ij]' (10)

j e a,

8-- ist das Kronecker-Symbol,

= alJ SIJ,

2
Jg =§(°ij o5 —J7h

0=B*J;, 2=A%J3+ 4C*),.

Somit lassen sich die physikalischen GIn. mit Hilfe der
ersten und zweiten Invarlanten des Spannungstensors
und 3 Parametern A*, B¥, C* darstellen. Die mit (4) ge-
gebenen Bez1ehungen Verfugen also iiber geniigende All-
gemeingiiltigkeit.

Im weiteren sollen theoretische Ergebnisse, die aus Gl.
(8) folgen, mit experimentellen Daten verglichen wer-
den. Fiir die glasfaserverstiirkte Plaste CBAM 5 : 1 wur-
den experimentell Orthotropie und verschiedene Eigen-
schaften bei Zug und Druck nachgewiesen [2]. Beispiels-
weise betragen die Flastizititsmoduli in den Anisotropie-

hauptrichtungen 1,2 (N/mm?): ; = 52200, E =19900,
Ef =54 500, E; =32 500. Der Index ,,+” steht fiir Zug,

»— " fiir Druck. Damit kann man in den Koordinaten-
achsen, die mit den Hauptachsen zusammenfallen, die in
Gl. (8) eingehenden Konstanten nach folgenden Formeln
bestimmen:

1 _
aj = [(E])~12 + (B))12 .

1 ~ —
biy = 5 (B2 — (E])121, (1, 2), a1
d. h.
a1y = 1,875 - 10-5 mm2/N, aggeg = 3,992 - 10—5’

-1

byy = 4,67+ 10-5 (N/mm2) 2, by = 2,438 - 10-3,

In [2] sind ebenfalls die experimentell ermittelten Elasti-
zititsmoduli bei Zug und Druck fiir ebene Proben, die
eine um —‘-;—r zu den Achsen 1,2 gedrehte Orientung ha-
ben (N/mm?): E,¢ = 15100, E_ =17 200. Wenn man
als Ausgangsdaten aufier EI R E; R EI, Ez_ noch EZS ver-
wendet, kann man theoretisch den Elastizititsmodul
E . ermitteln. Fiir die um —Z- zu den Achsen 1,2 gedreh-

ten Koordinatenachsen gilt
— , B
Vagy by = (€)1,

(12)
Vayun - 17 By -1z,



Dabei sind mit Strich die Parameterwerte im neuen Ko-
ordmatensystem bezeichnet. In Ubereinstimmung mit

(6)istby; == (bll + bgy), damit ergibt sich a]

[(E} )12 —
b’n)‘2 Entsprechende Rechnungen fithrten auf E

18 660 N/mm?2. Damit gibt es fiir dieses Belsplel eme
befriedigende Ubereinstimmung (Experiment: E

17 200 N/mm?).

Es wird ein anisotroper Kérper aus Material mit verschie-
denen Eigenschaften bei Zug und Druck betrachtet. Da-
bei sind auf einem Teil der Oberfliche Verschiebungen,
auf dem Rest der Oberfliche Flichenbelastungen gege-
ben. Als Belastung sind weiter Volumenkrifte gegeben.
Es ist bekannt [14], da§ die hinreichende (jedoch nicht
notwendige) Bedingung fiir die Eindeutigkeit der Losung
der elastischen Randwertaufgabe fiir dieser Kérper in der
Erfiillung folgender Ungleichung besteht: & 05 & € =>0.
Welche Einschrinkungen folgen damit fiir die Parameter
in der Gl. (4) aus dieser Bedingung? Es gilt

1111
2 -
b}, J¢ und auberdem E, 45 (\/ am

1
5€§=80e(0—0—a§k10k1+bij)

. (13)
+ 0¢ (a1 8 Oy 0 — ajg 0 8 0p) -
00
Weiterhin kann man folgende Faltung vornehmen
1
5°ij‘se§=6"e(a—3ijld °k|5°ij +bi1-6 aij)
o
T
+ 0 (a9 8 0} 8 019 05 — agg 0y 8 08 0,) -
g
Unter Verwendung der Beziehung °
806=800+60’6a=bij60ij* (15)
g,60,= ajk Ok ) 03
geht die Gl. (14) in folgende iiber
808 €= (602 +— [agk, 8 0} 8 0 — (8 9,)1.(16)

Wenn man die Forderung nach der positiven Definiert-
heit der quadratischen Form

2 _
00 = aikl Oij O'kl

beriicksichtigt, erhilt man die Ungleichung

agk1 8ij 8k1 > 0, 85 = 035 6 09, — 8 0 0, 17)
woraus

agq 8 0} 8 0 > (8 0,)2. (18)
folgt.

Unter Verwendung der Ungleichung (18) sowie (5 0,)?
=0, 0, > 0 und der in allen physikalischen Aufgaben
auftretenden natiirlichen Forderung nach der Nichtnega-
tivitit der dquivalenten Spannung 0, = 0 kann man aus

der Gl. (16) die Schufifolgerung
e
600 € =0

ziehen. Es sei angemerkt, daB in vielen praktischen Auf-
gaben fiir verschiedene Materialien und verschiedene Fil-
le des zweiachsigen Spannungszustandes die Ungleichung
0, = 0 erfiillt ist. Daher kann man annehmen, daf unge-
achtet der Tatsache, daf diese Ungleichung eine gewisse
Einschrinkung fiir die Parameter in den vorgeschlagenen
Beziehungen bedeutet, die Forderung der Eindeutigkeit
der Losung der Randwertaufgabe auf der Grundlage der
nichtlinearen Beziehungen (4) keine ,,harte”” Einschriin-
kung fiir die konstitutiven Gleichungen und die darin
eingehenden Parameter darstellt.

1.3. Elastisch-plastische Kérper

Man kann postulieren, daB die Komponenten des Defor-
mationstensors aus einem elastischen (e ) und einen pla-
stischen (ep ) Anteil bestehen:

€j = Eij + eE (19)
Die Komponenten des Tensors der elastischen Deforma-
tionen werden mit Hilfe der Gl. (4) definiert. Zur Be-
schreibung der plastischen Deformation anisotroper
Kontinua, die verschiedenes Materialverhalten bei Zug
und Druck aufweisen, wird die Hypothese von der Exi-
stenz eines Potentials F verwendet. Dieses lifit sich
durch die G1. der Hyperfliche

F=r’+¢ (=0 (20)

definieren. Dabei sind 7, eine bestimmte &quivalente
Spannung (7, = 0), ¢ (q) eine Funktion des Verfesti-
gungsmaBes q, q = ég (der Punkt bedeutet Differentia-
tion nach dem Belastungsparameter t, e"g die dquivalen-
te Geschwindigkeit der plastischen Deformation

(ég = 0). Das Produkt aus é‘g mit der iquivalenten
Spannung ist gleich der spezifischen Leistung der dissi-
pierten Energie

L= eg =& 7, (21)
Die existierende Plastizitiitstheorien unterscheiden sich

durch die Auswahl der iquivalenten Spannung. Dazu
wird folgender Ausdruck vorgeschlagen

Te=T+T,. » (22)

Dies ist analog zu den bereits formulierten linearen 7 und
quadratischen Tﬁ der gemeinsamen invarianten Formen
des Spannungstensors und der Anisotropietensoren c;

dil )

T= cij oij’ T = dgkl aij Ok}

Weiterhin gilt das assoziierte Fliefigesetz

L
1 aou

(23)

mit A als skalaren Faktor.
Entsprechend-den Gln. (20), (22), (23) gilt

Okl

p =2AT e( * ¢jj)- (24)
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Bei Belastung ist der skalare Faktor A > 0, bei elastischer
Deformation, Entlastung und neutraler Belastung A = 0.
Um den Faktor A in den Beziehungen (24) fiir den Fall
der Belastung zu bestimmen, wird die Faltung o; é‘i’ ge-
bildet und unter Verwendung der Gl. (21) erhilt man
2AT =€ z. Damit folgen aus (24) nachstehende konsti-

tutive Gln. fiir die plastische Verformung anisotroper
Kontinua mit unterschiedlichen Eigenschaften bei Zug
und Druck

d.a g O
P _ P ikl 7kl
eij = eo (T + cij)' (25)
Wenn keine unterschiedlichen Eigenschaften auftreten,
so wird 7 = 0 und man erhilt aus (25) die bekannten
Gleichungen der Flieftheorie bei anisotroper Verfesti-
gung.

Es wird der Fall einfacher Belastung betrachtet, wenn
die Komponenten des Spannungstensors proportional
zum Parameter t € [0,1] zunehmen: 0; = t ¢* . Dabei ist
0; der Spannungswert am Ende der ﬁelastlfng. Folglich
erhilt man aus (25)

*
2P _ 2P (d'!'kl %1

7 Tt i), (26)

k)

woraus nach Integration (das Zeichen ,,*
sen)

" ist weggelas-

o
.P_ r:-P ki
eij—feo dt ( o * ¢i5) 27
folgt. Weiterhin ergibt sich aus (20) 7, = ¢ (q). Offen-
sichtlich ist die umgekehrte Beziehung q = f éz dt =
¥ (7¢). Abschlieend erhilt man dann fiir die Deforma-

tionsvariante der Plastizitiitstheorie die physikalischen
Gln. in der Form

ikl %kl
€f = 9 (o) (= *c). (28)
(4]

Es ist moglich, die Funktion ¢ (7,) in einfachster Form
anzugeben: so z. B. als Potenzfunktion 1': , als hyperboli-
sche Sinusfunktion sinh (7,/p), als Exponentialfunktion
exp (7/q). Dabei sind n, p, q Konstanten. .
Die Tensoren d., c;: besitzen Besonderheiten, die ana-
log denen der Parameter ay, by fiir elastische Kontinua
sind. Fiir sie sind beispielsweise die Gln. (5), (6), (9) giil-
tig.

Bei orthotropen Kontinua, wenn die Koordinatenachsen
mit den Hauptrichtungen der Anisotropie zusammenfal-
len, gehen die Gln. (28) in

dy1ny 011 * dyyo 922 + dingy 033
T

611)1 =9 (Te) ( cll)v

(29)

o

dy210
€1y =20 (1) 012

To

(1,2,3)

iiber.

Zur Begriindung der konstitutiven Gln., die zur Beschrei-
bung der betrachteten elastisch-plastischen Kontinua an-
gegeben wurden, sei hier der Vergleich experimenteller
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Tabelle 3

|Oul | On [E)l1d| &, 1PfenliB|En1Tfeq)b| €L, 1Pl 1lE L
MPa | MPa

2,76 [32,34 /0,8 [3,4 [1,1 |3,8 |1,1 [2,8 |00 1,0

15,81 | 23,62 (2,80 (3,04 (3,10 2,92 | 2,43]| 2,30 | 0,67 | 0,62

| 16,82 |25,57 |3,1 |3,4 |3.,4 [3,3 |2,6 | 2,5 0,8 |0,8

23,73 | 23,52 |4,65| 3,43 |4,90 3,29 |3,44| 2,46 | 1,46 | 0,83

24,22 | 23,52 |4,85| 3,43 |[5,02 3,31 |3,60]| 2,47 | 1,62 | 0,84

und rechnerischer Werte bei zusammengesetzter Bean-
spruchung von Graphit AT]-S angefiihrt [7]. Die diinn-
wandigen rohrenformigen Proben wurden durch Innen-
druck bei gleichzeitiger Einwirkung einer Druckbela-
stung in Lingsrichtung beansprucht. Damit entstanden
in den Proben axiale Druckspannungen 0;; und positive
Ringspannungen 0y9, die der gemessenen axialen Deh-
nung €; und der Ringdehnung €; entsprechen (Tabelle
3). AuBierdem zeigten einachsige Zug- und Druckversu-
che fiir Proben, die in Richtung der Anisotropiehaupt-
achsen 1,2 des Materials herausgeschnitten wurden, die
Anisotropie und die unterschiedlichen Zug- und Druck-
eigenschaften des Graphits [5], [6]. Die Versuchsergeb-
nisse sind auf den Bildern 1 bis 4 dargestellt. Die Defor-
mationsdiagramme lassen sich durch die Beziehungen

e =€ tey (1,2, (30)

Bild 1
Dehnungsdiagramm fiir Graphit in Richtung der Hauptanisotro-
pieachse 1

0y, MPa

ol

ol

ol

0 ———=

Bild 2
Dehnungsdiagramm fiir Graphit in Richtung der Hauptanisotro-
pieachse 2




. P & -
=¢® 4+ =(c+
€11 =€)y tepya €y (o+0,)

|0y | MPa
a1111 %11 * a1122 022 @9
0r ( + bll)1
g
o
2 - d oy +d o
P _ 1111 11 * d1122 022
611 - (T + To)l’l ( 7, + cll) (1’ 2)7
o -
2 _ 2 2
o , l Jg 1108 0, = a1 93 * 2ay192 013 T2 * agsen 05,
2 % 6
2 -y o2 +2d + dyggy 02
7o = d1m 9, 1122 911 22 * d2222 Oy,
Bild 3

Druckdiagramm fiir Graphit in Richtung der Hauptanisotropie-
achse 1

0 =byy 017 + bgg 099, T=cqy 07 + cgg Oag.

Die Anisotropieparameter in diesen Gln. kann man unter
Verwendung der oben angegebenen Grundexperimente

1022 1P auf der Grundlage der Gln. (11) und der Gln.
g dyn = %[(DI)I/("”) +(D, )Hn+DR2,
| ey = %[(DI)"‘"+1)— @)D (1,2),
ol
0 N 710 i an1ge =—Van [bag + ED~12 0],
Bild 4 2 ‘ dyyze = — \/m [cag + (DI)I/(MI) “;1]

Dr;;kgiagramm fir Graphit in Richtung der Hauptanisotropie-
ac

ajng = 11,56 + 10-2 GPa-1

ermitteln, oder letztendlich

» 32902 = 89,78 + 10-3,

bei Zug in Richtung 1

e =on/El . €y=-vy tep @ n2T —2085-10-3 ybyy = — 14,68 - 10-3 GPa—172,
bgy = —92,64 - 104 »dy11y =49,51 - 10-1 GPa—2m

=Dy % . =t dgggg =27,06 + 10-1 , dy199 = 10,08 - 10-2,

bei Zug in Richtung 2 11 =19,16 * 10-2 GPa™ ¢,y = — 45,29 - 10-3 GPa—m,

€p= 022/ By . €3 =D, 0, (2 m =B:+1 ,n=247.

bei Druck in Richtungen 1,2

G;l=~|011i/El,€x1)l=-—-D1 IOllln,
o (33)

€92

|022‘/E2 ,egzz-—Dz |022|n.

beschreiben. Hierbei sind

+_ + _ +
E; = 9,45 GPa, E} =1186, v;

L = 0,16,
E, =795, E, =1048, n=247,
+ _ + +
D, =21,37GPa™", D, =5,10, u, =0,
D, =11,74, D, =6,18.
Die vorgeschlagenen konstitutiven Gln. (8), (19), (29)

lauten fiir den Fall des hier betrachteten zweiachsigen
Spannungszustands

In Tabelle 3 sind die unter Verwendung der Gln. (35) be-
rechneten Deformationen fiir die hier angegebenen Span-
nungen aufgezeigt. Es ist eine befriedigende Ubereinstim-
mung von Theorie und Experiment zu erkennen.

1.4. Kriechen anisotroper Korper

Es wird postuliert, daf sich im allgemeinen Fall die
Komponenten des Deformationstensors aus drei Antei-
len zusammensetzen, d. h.

(36)

e P c
e = + +
€j = €5+ & * €

Hier sind €. die Komponente der Kriechdeformation.
Die Werte fiir e; und e;? werden aus den entsprechenden
Gln. (4) und (25) ermittelt. Bei der Bestimmung der

Komponenten E; kann von der Hypothese der Existenz
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eines Kriechpotentials ® ausgegangen werden. Dieses
wird durch die Gleichung

®=32_£2(9)=0 (37)

beschrieben. Dabei sind Z, eine dquivalente Spaniiung
(Z, = 0), der Punkt bedeutet Differentiation nach der
Zeitt, £ (€ z) ist eine Funktion der iquivalenten Kriech-
deformationsgeschwindigkeit éz =0, é‘z T =W=

0j e: - Die dquivalente Spannung wird auf der Grund-
lage der linearen Funktion Z und der quadratischen

Funktion Ei als invariante Form des Spannungstensors

und der Anisotropietensoren hy, gg) gebildet:

Ze=Z+Z,, (38)
2

= h.u oij’ EO = g]kl "ij Okl

Weiterhin wird das zu (37) assoziierte Fliefigesetz ver-
wendet

(~H]

e _ o

i " 3o ©9)
und man erhilt unter Beachtung der Gln. (37), (38) die
Gin.

8ijkl Okl
20

e; =2nZ, ( + hij)' (40)
Dabei ist n ein skalarer Faktor, der aus der Faltung
o €. gebildet wird

]

20T =€, (41)

Die Funktion éi kann aus den Gln. (37) bestimmt wer-
den: X, = & (éz )- Die umgekehrte Beziehung e'(c) =X
(Z¢) bestimmt im eindimensionalen Fall die Kriechkur-
ven. Folgende Formen sind dabei méglich: die Potenz-
funktion E:, die hyperbolische Sinusfunktion sinh

(Z¢/p), die Exponentialfunktion exp (Z./q). Hierbei
sind n, p, q Konstanten. Damit gelten folgende konstitu-
tive Gln. fiir das Kriechen anisotroper Kontinua mit un-
gleichen Materialeigenschaften bei Zug und Druck .

. giikl %kl
é5=x (Zo) ( '-";0 + hy). (42)

Die Tensoren gikl» hy weisen die gleichen Besonderhei-
ten wie die Tensoren ags bij im Falle elastischer Konti-
nua auf.

Bei der Beschreibung des Kriechens orthotroper Konti-
nua in den mit den Anisotropiehauptachsen zusammen-
fallenden Koordinatenachsen folgen aus (42) die Gin.

. g1111 %11." 81122 922 * £1133 933
€17 = X (Ze) ( S *+hyy)

0
43
81212 %12 (43)

.Cc _
612—2x(2e) >

o
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Die rechnerischen, nach den Gln. (43) ermittelten Er-
gebnisse werden mit experimentellen Ergebnissen vergli-
chen, die mit der Aluminiumlegierung D-16T bei einer
Temperatur von T = 523 K [9] erhalten wurden. Es ist
nachgewiesen worden, dafi das Material beim Kriechen
eine Anfangsanisotropie und verschiedene Eigenschaften
bei Zug und Druck besitzt. Die Kriechkurven fiir den ein-
achsigen Spannungszustand in den Hauptrichtungen 1,2
lassen sich mit folgenden Gln. beschreiben:

.¢ _pt n

en-K oy (44)
.C + .cC

€% € (L2

bei Zug und

€ =-K lon I, @)
e =—v, €% (L2

22 2 ‘n b

bei Druck. Die Werte der Konstanten wurden ermittelt
zu

n=6,5, KI=4,32 10-11-7n py—n p-1
K1

v, =0,53, v} =033,

=2,24 10-11-"n, K7 =940 10-11-"n,

In [9] sind auch Ergebnisse experimenteller Untersu-
chungen zum Kriechen beim zweiachsigen Spannungszu-
stand angegeben. Die Belastung entspricht Innendruck
beim gleichzeitigen Einwirken einer axialen Zug- oder
Druckbelastung. In der Tabelle 4 sind die experimentell
ermittelten Werte in Form der Geschwindigkeiten der

Tebelle 4
—Tab
. 1. ) . N R
Oy 10"| Oy 10| E5-10°| £5-10°| E5-10°| ES 1O
MPa MPa R Rt h ht
-10,98 5,49 -1,60 1,60 -0,93 0,91
- 8,06 8,06 -0,92 1,38 -0,82 1,08
7 14 0 1,65 0,08 1,44
- 3,76 11,28 -0,79 1,59 -0,76 1,49
12,4 12,4 0,59 1,18 0,71 1,04

axialen Deformationen é; und der radialen é; fiir ein
stationdres Kriechstadium bei entsprechenden Span-
nungswerten angefiihrt. Hier werden ebenfalls die theo-
retischen Werte der Deformationsgeschwindigkeit étl:l
und égz dargestellt. Sie wurden auf der Grundlage der
Gln. (43) hier erhalten

e _ 81111 %11 * 81122 022
611 - (E + z:o)n(

%

thyy) (1,2),
2 _ 2 2

Z, = 81111 97 * 281122 011 022 * 82292 Oy, (46)

Z =hyy 0y +hyy 03,.

Die Anisotropieparameter in den Gln. (46) werden aus
folgenden Gln. ermittelt




l -
gun = g [(KDYOD + (K DR,

1 -
byy = 5 [(KDYEHD — (K )1, (47)
[(K) )+ D)y — (KHURDR g0

+\1 1), 2
[byy + K)o+ T — Ve |

82222 =

hgg = (KD — /gagny

gri22 = — Vagggy [byy + (KU1 y7],

Aus Tabelle 4 ist eine befriedigende Ubereinstimmung
der theoretischen und experimentellen Deformationsge-
schwindigkeiten beim Kriechen zu erkennen.

Die in dieser Arbeit vorgeschlagenen physikalischen Gln.
sind widerspruchsfrei, relativ einfach und den experi-
mentellen Daten addquat. Sie wurden in [15], [16] bei
der Untersuchung nichtlinearer Deformationen anisotro-
per Korper mit ungleichen Materialeigenschaften bei Zug
und Druck angewendet.

2. Das Kriechverhalten anisotroper Schalen

Schalen treten in der Technik hiufig als Konstruktions-
elemente auf. Bei wichtigen Maschinen und Bauten kann
es notig sein, bei der Berechnung des Spannungs- und
Deformationszustandes auch komplizierte Fffekte zu be-
riicksichtigen, so auch, die den Verformungsprozet beim
Kriechen begleiten.

2.1. Grundgleichungen

Die Schale der Dicke h wird in den krummlinigen Ko-
ordinaten @, 8, z mit den Kriimmungen kg, kﬁ, kaB be-

trachtet. Die Koordinatenachsen a, B, z (a, f liegen in
der Schalenmittelfliche und die Achse z liegt in Rich-
tung der Normalen zur Mittelfliche) fallen mit den
Hauptsymmetrieachsen der physikalischen Eigenschaf-
ten des Materials zusammen. Die Deformationen ey,
€B» € lassen sich fir den beliebigen Punkt der Schale

durch die Verschiebungen u, v, w der Schalenmittelfli-
che wie folgt ausdriicken

€a = Gl +z Kl, 61 = u,l A-l + A2 (AB)—I vV—

—kqw + 0,5 (A1 wyt kqu)?, (o, B), (1, 2), (u,v), (A, B),
€aB= €12 + 22K1p, €13 = AB~1 (uA~1) 5 + BA-L (vB71),
+2k BV T (wy A-1 + k) (w2B’1 +kgv),

ka=—A"1 (ukg+wy A71); —(AB)~1 (vkg+B-lw,)A,
(o, B)v (1, 2)1 (u, v), (A, B),

K12 = — [BA—]' (VB-1 kB + B_2 W’z)’z

+AB~1 (uA1 ko + A2 wy),).

Dabei sind A, B die Koeffizienten der ersten quadrati-
schen Form, die Indizes nach dem Komma bedeuten Ab-
leitungen nach den Koordinaten (1 nach @, 2 nach f).

Die in den Klammern aufgezihlten Paare (o, ), (1, 2),
(u, v), (A, B) weisen darauf hin, daB man durch Aus-
tausch der Elemente dieser Paare die fehlenden Gln. er-
halten kann.

Im allgemeinen Fall addieren sich in jedem Punkt der
Schale die Deformationen aus den thermomechanischen
und irreversiblen Kriechdeformationen. Es sei t ein Para-
meter, an dessen Anderung man den Deformationspro-
zefs untersuchen kann. Nachfolgend werden alle Gln. in
den Geschwindigkeiten -(Zuwiichsen) dieser Variablen
beziiglich dieses Parameters formuliert. Die Geschwindig-
keiten werden durch einen Punkt iiber der entsprechen-
den Variablen gekennzeichnet

a = da/dt.
Die Krifte und Momente sind mit den Deformations-

komponenten in der Schalenmittelfliche wie folgt ver-
bunden

No =By € +Byg é + Cp kg + Cpp kg — I,

My =Gy é +Cyg é3 + Dy Ky +Dyp kg —Jo,
(2,6),(1,2)

Nag = B3 712 * C3 k12 — Ing,

Mg =05 C3 112 + D3 12 — Jog:

Die Koeffizienten By, By, Byg, . . ., Dy5 fallen mit den

bekannten Werten fiir Schalen bei elastischer Verfor-

mung zusammen. Die Beziehungen unterscheiden sich
nur durch zusitzliche Glieder

h/2
(o Jo) =By S (Pa* v1 Bp) (1,2) dz
~hf2
h/2 .
+By [ (agtviog)6(l,2)dz (2,8),(1,2)
—h/2
h/2

(o Jog) = Cag | bog (L,2)dz
—hj2

Dabeisindpg, pg, Pog die Geschwindigkeiten der
Kriechdeformationen, § die Anderungsgeschwindigkeit
der Temperatur, ay, ag die linearen Wirmeausdehnungs-

koeffizienten. Die Geschwindigkeiten der Kriechdefor-
mationen fiir das beim Kriechen anisotropen Materials
lassen sich nach (43) ermitteln. Dabei erhilt man

o= x (D) (BT BBT 1y (o)

o
0 = 2 X (2) £ 0
Pog X()E off

o

mit = Z, + Z1, 27 = hy 04 + hg 0p,
2
20-:0,5 [au (Oa~Oﬁ)2
"3330?3 +agy 0 +2ay 0gp],
8a = 211 * 222, gof
=—ay), g~ agz tay, g ay.
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Die Funktion x (Z) wird aus den Kriechkurven des Mate-
rials bestimmt. Die Methodik der Ermittlung der Kon-
stanten, die in die Gln. eingehen, wurde im ersten Teil
der Arbeit erortert.

Die differentiellen Gleichgewichtsbeziehungen, die fiir
die relativeri Anderungsgeschwindigkeiten der Krifte
und Momente formuliert wurden, lauten

LIJ+(.II1:O1 (#:aaﬁ,z)

mit den Bezeichnungen

Le=A"1Nyq+ A1 B 1By (Ng—Ng) +B-lig+

+ ka (Q(! + B—l Maﬂ,ﬂ)’ (aa 5)7 (Av B))

L,=A"1 Qga+A1B-1B 4 Qq+B~1 Qg5

— kg Ny — kg Ng,

Q= A1 Ma,a, +A-1B-1 By Mg — Mﬁ)

+B-1Hg— Ny g — Ny O — 0,

p=A-1H, *+*2A-1B-1B,H

+B-1 M&ﬁ—NﬁGB—Nﬁﬂ.ﬁ—éaa—séa.

Die Gln. wurden unter der Voraussetzung formuliert,
daf die Ausgangsmetrik der Schale sich mit der Zeit
praktisch nicht indert (die Deformationen sind klein),
jedoch konnen die Verschiebungen w vergleichbar mit
der Schalendicke sein. Damit ist die Anfangs-Randwert-
Aufgabe iiber das Kriechen anisotroper Schalen geome-

trisch und physikalisch nichtlinear. Im Anfang entspricht
die Losung dem elastischen Zustand der Schale.

2.2. Das zu lsende Gleichungssystem

Das vollstindige Gleichungssystem wird in drei Gleichun-
gen fiir die Verschiebungsgeschwindigkeiten iiberfiihrt.
Unter Auslassung dieser Umformungen sei hier nur das
Ergebnis in Form einer Operatorengl. angefiihrt

L@ +Lp(M)+Ligw)=T;+pj+¢q (i=1,2,3)

Dabei sind

L; die linearen Differentialoperatoren mit konstanten
Koeffizienten,

I;  die linearen Differentialoperatoren mit variablen

Koeffizienten, die den geometrisch nichtlinearen
Gliedern im vollstindigen Gleichungssystem ent-
sprechen, und die

p; werden aus den Deformationsgeschwindigkeiten
beim Kriechen bestimmt.

Die Ausdriicke fiir Ly, p;, T; wurden hier aufgrund ihrer
Grobe nicht aufgeschrieben. Bei Vorgabe der entspre-
chenden Rand- und Anfangsbedingungen liBit sich das
Gleichungssystem iiber @, § und t integrieren. Mit Hilfe
der Methode der finiten Differenzen wird das Glei-
chungssystem in folgende Form iiberfiihrt

[alx +N(x,x)+q =0

mit x als Vektor der unbekannten Knotenverschie-
bungswerte, q als Vektor, der den Belastungswerten in
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den Netzpunkten entspricht. Zur Integration iiber die
Zeit kann man folgende Methoden benutzen: die Euler-
methode erster Ordnung, die Prediktor-Korrektor-Me-
thode und die Runge-Kutta-Methode vierter Ordnung.
Bei den zwei letztgenannten Verfahren wird der Inte-
grationsschritt automatisch gewihlt (entsprechend einer
vorgegebenen Fehlertoleranz). Die Geschwindigkeiten
der Unbekannten x werden mit Uberrelaxationsverfah-
ren iterativ bestimmt

= 2K ofay [N G o) + g
i—1 K

+ Z a; xj
i1

m
IS aijs(}‘, (G=1,2,... m).
=1

N; wird dabei im vorhergehenden Schritt bestimmt, der
Relaxationsparameter ¢ wird mit Hilfe eines numeri-
schen Experiments aus der Bedingung der bestméglichen
Konvergenz des Iterationsprozesses ermittelt. Zur Be-
rechnung p; ist es notwendig, die Kriechdeformationsge-
schwindigkeiten iiber die Schalendicke zu integrierem.
Zur Berechnung dieser Integrale werden die Simpson-
schen Formeln bei einer Teilung der Schalendicke in 4
Intervalle verwendet. Dies sichert eine geniigende Ge-
nauigkeit bei den numerischen Berechnungen.

Der beschriebere Algorithmus wurde auf einer EDVA
BESM-6 bei Anwendung der Programmiersprache
ALGOL-DDR realisiert.

2.3. Berechnungsbeispiele

Es wird das Kriechen einer am Rand starr eingespannten
Zylinderschale, welche mit konstanten Innendruck der
Intensitit q3 = 5 + 10—3 MPa (q; = qy = 0) belastet ist,
betrachtet. Die geometrischen Abmabe sind 1 x 1 m, die
Dicke h = 5 + 10-3 m, kg =1 m—1. Als physikalische
Konstanten treten E = 2 + 10° MPa, » = 0,3, X (Z) =
Azn A =1010 m2/MN)* h=1, n =4, a;) = agy =
agg = 1, ag4 = 3 auf. Die Berechnungen wurden bei
einem gleichmiBigen Netz mit einer Einteilung von
10 x 10 durchgefiihrt, der Relaxationsparameter betrug
¢ = 1,9. Auf Bild 5 sind die Isolinien fiir die Spannungs-

B 17 1T
_____ e —t—T 1/ |A ]
A AL~
y4 /,/’/
8 5 ( (A
31
6 l/[l Ll p
Ty = \/
2= &}‘_ /
4 i
4
vl
\ '
2 4
I
I
i
0 7 4 6 8
Bild 5

Die Linien gleichen Spannungsintensititsniveaus an der AuSen-
fliche der Schale



Bild 6
Berechnungsschema fiir die Behilterkonstruktion
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Verteilung der Spannungsvektorkomponenten entlang der Scha-
lenmantelfliche
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Verteilung der Krifte und Momente entlang der Schalenmantel-
fliche

intensititen Z, auf einem Viertel der Schalenfliche bei
~z = — 0,5 h gezeigt. Die Isolinien der Spannungsintensi-
titen haben folgendes Niveau (Bild 5): 1 — 14,5 MPa,

2 — 15,6 MPa, 3 — 16,7 MPa, 4 — 17,8 MPa, 5 — 18,9
MPa, 6 — 20,1 MPa. Die Strichlinien entsprechen dem
elastischen Anfangszustand der Schale, die Vollinien —
den Kriechverformungen nach 10 Stunden.

Das Fehlen der Isolinien 4, 5, 6 bei t = 10 h zeigt an-
schaulich die Spannungsrelaxation beim Kriechen.
Weiterhin wird das Kriechen einer Konstruktion, die aus
einem zylindrischen K&rper mit sphirischen Boden (Bild
6) besteht. Konstanter iufierer Druck der Intensitit q3 =
— 6 MPa (q; = q9 = 0) wirkt auf den zylindrischen Teil,
der. sphirische Teil ist belastungsfrei. Die Dicke jeder
Schale betrigt 10—3 m, die restlichen AbmaGe entspre-
chen Bild 6: R; =02 m, L = 0,2 m, Ry = 0,232 m,
a; = 120°, ay = 150°. Das Schalenmaterial AKC — 1T
hat bei T = 473 K folgende Materialparameter:

a5y = 99 = 6,15 * 10—4, aj9 = — 4,99 * 10_4
(kg/mm2)~20/(n+1) p-2/n+1)

hll = h22 = 9,54- <104 (kg/mmz)—n/(n+ 1) h—l/(n+l)_

Auf Bild 7 und 8 sind die Berechnungsergebnisse darge-
stellt: u, w — Verschiebungen der Schalenmittelfliche in
Lings- und Querrichtung, Q, M — Querkriifte und Mo-
mente, die in den Normabschnitten der Schale wirken.
Das Einteilungsnetz ist auf den Bildern gezeigt. Die
Vollinien entsprechen dem elastischen Ausgangszustand,
die Strichlinien den Kriechverformungen nach 200 h.

Schiufifolgerungen: In der Arbeit werden neue Modelle
fir das Verformungsverhalten anisotroper Kérper und
Berechnungsmodelle fiir diinne anisotrope Schalen, die
Kriechverhalten aufweisen, gezeigt. Die Berechnungen
beweisen die Notwendigkeit der Beriicksichtigung von
Effekten, die das nichtlineare Deformieren begleiten.
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