TECHNISCHE MECHANIK 5(1984)Heft 1
Manuskripteingang: 3. 2. 1982

Einige ergdnzende Bemerkungen zur klassischen, pulsierenden

laminaren Rohrstrémung
D. Biittner, H.K. Iben

1. Einleitung

Die ersten theoretischen Untersuchungen zur pulsieren-
den und oszillierenden Rohrstrémung auf der Basis
einer absolut konstanten Fluiddichte p, newtonscher
Fluide stammen von Sexl [12] und Uchida [13].

Es folgten die Arbeiten von Gerbes [5], Pechau [10],
" Lutz [8], Emsmann [4] und Kirmse [7]. Die beiden
zuletzt genannten Autoren fiihrten umfangreiche und ge-
naue Messungen an pulsierenden und oszilllierenden

Rohrstrémungen mit modernen stréomungstechnischen
Mefimethoden durch.

Durch die Modellannahme p = const breiten sich die von
den zeitabhiingigen Randbedingungen an den Rohren-
den ausgehenden Stérungen mit unendlich groBer Ge-
schwindigkeit im Fluid aus. Der praktisch zu beobach-
tende Wellenvorgang geht also verloren. Ein echtes An-
fangs-Randwertproblem kann nicht gestellt werden.
Daraus folgt fiir die praktische Anwendung, daB diese
Betrachtungsweise nur auf solche instationdren Rohr-
stromungen angewendet werden darf, deren Dichte- und
Schallgeschwindigkeitsinderungen hinreichend klein sind

¢,
und bei denen die Frequenz fg = i , mit der die Sto-

rungen in dem Rohr der Linge L hin- und hereilen, grof
ist gegeniiber der Frequenz f, mit der der Druck infolge
zeitabhiingiger Randbedingungen schwankt. Dieses klas-
sische Berechnungsmodell beschreibt zudem nur den ein-
geschwungenen Zustand in Rohrmitte zwischen den
Rohrrindern.

In der genannten Literatur gibt man ausnahmslos den
Druckgradienten als zeitverinderliche Funktion vor. Die
Praxis kennt jedoch auch Aufgaben, bei denen ein zeit-
verinderlicher Volumenstrom die Randbedingung der
pulsierenden Strémung bildet.

Diese Aufgabenstellung soll im folgenden behandelt wer-
den.

2. Analytische und numerische Losung

Gesucht ist eine beschrinkte Losung der Differential-
gleichung (Dgl.) der klassischen pulsierenden Rohrstrs-

mung newtonscher Fluide
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in dem Gebiet g(r,t) : [0,R] x [0,),

die fiir beliebiges z der Haftbedingung

v(R,t)=0 ¥ te[0,) 2)

und der als Randbedingung vorgegebenen mittleren
Geschwindigkeit
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geniigt. Die praktisch auftretende maximale Dichte- und
Schallgeschwindigkeitsinderung und die Frequenz f, mit
der sich die Randbedingung zeitlich éindert, sind den Be-
dingungen :

Ap
max — ] <1
t €[0,9) Po
Ac
max — 1 <1
te[0,%) Co
und
f<5H,
unterworfen.

In den Gleichungen (Gln.) (1) bis (3) sind v die ortliche
Geschwindigkeit, t die Zeit, z die Koordinate in Achs-
richtung des Rohres konstanten Querschnitts, r der ver-
inderliche Rohrradius, R der Rohrinnenradius, v die
kinematische Zihigkeit, n die dynamische Zihigkeit, L
die Rohrlinge, Ap. das Druckgefille einer stationiren
Grundstrémung und vm* (t) € C[0, =) ist die vorgegebene
Schwankung der iiber dem Querschnitt gemittelten Ge-
schwindigkeit mit der Periode Tj.

Zur Losung der Dgl. (1) eignen sich die komplexen Se-
parationsansiitze fiir die Geschwindigkeit
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und den Druckgradienten
op Apo _ .
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n=—

w =2 7/T] ist in obigen Gleichungen die Kreisfrequenz

"der Geschwindigkeitsschwankung. G. (4) erfiillt bereits

die Haftbedingung (2). Die komplexen Koeffizienten

Kn =Ky —iKjn (6)
sind mit den Fourierkoeffizienten
Ty
- . 1 * iwnt
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der in eine Reihe zu entwickelnden Geschwindigkeits-
schwankung
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iiber die aus der mittleren Geschwindigkeitsschwankung

Ap, Zw i 2 R
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und der aus den Gn. (3), (8) und (9) folgenden Bezie-
hung
9 R
cn = R / rfn (v) dr—T, n(R), n=0,+1,+£2 .
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verkniipft. Die Ansiitze (4) und (5) ergeben fir f, n(r) die
mhomogene Besselsche Dgl.
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Diese Gleichung ist fiir die Fille n#0 und n=0 zu
l6sen. Da v(r,t) fiir r = 0 beschrinkt bleiben mu§, erhilt

man unter Beachtung der Randbedingungsgl. (2) als Lé-
sung von Gl. (11)
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Gl. (12) wird nun in Gl. (4) eingesetzt. Die gesuchte Ge-
schwindigkeitsverteilung ist dann der Realteil von

_ Apo K, 2 42
v(r,t)— 417—1‘( r)+Re{m(r —'R) )
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Da man nach [1] die Besselfunktion mit komplexem
Argument auf den Winkelhalbierenden durch die Kel-

vinfunktionen ersetzen kann

id3m
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nimmt Gl. (13) die Gestalt an:
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Die iiber dem Querschnitt gemittelte Geschwindigkeit
ergibt sich zu:
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In Gl. (16) sind: (16)
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und die mittlere Geschwindigkeit, Gl. (16), gestatten die

Angabe des &rtlichen instationiiren Rohrreibungsbeiwer-
tes .

_ 8lnyl
Po"ﬁl(t)

und des iiber eine Periode gemittelten Rohrreibungsbei-
wertes

in

19)

Ty .
o 8 I7wi
Ain = —_f ——dt. (20)
T1p0 5 Vin
Legt man fiir den Druck die Bedingung
p(0:t) = po

fest, dann folgt aus G1. (5)
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Die oben angegebenen Ldsungen fiir die Geschwindig-
keit, die Wandschubspannung und den Druck hiingen
von den Koeffizienten K, (n=0,t1,£2, ...) ab, die
ihrerseits durch die Fourierkoeffizienten c; der Rand-
bedingung (8) eindeutig bestimmt sind.
Der Zusammenhang zwischen den K, und &, lit sich
anhand der Gln. (10) und (12) nach einigen Rechen-
schritten angeben:
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= - R2 Co »
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1
Kin = = [Ancn + Bycinl,
D
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1
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Die Koeffizientendeterminante
D=A2+B?
n n

ist fiir n # 0 stets groBer Null, so daf der Zusammen-
hang (22) umkehrbar eindeutig ist. Als Abkiirzungen
wurden

_ 1 2 qo(S2sn)
Ap= —— - —
wnpe Qsn  po(S2sn)
und
2 ro (S25n)

wnpofln  po (Q2%n)

eingefiihrt.
Die vorgegebene Randwertaufgabe ist damit grundsitz-
lich gelst. Die numerische Auswertung auf einer EDVA

erfordert jedoch eine eingehende Untersﬁchung des
asymptotischen Losungsverhaltens fiir Frequenzparame-
ter Qg = 200.

Aus bekannten Reihenentwicklungen fiir das Quadrat
des Moduls der Kelvinfunktionen und fiir ihre Summe
und Differenz gemischter Produkte lassen sich mit
grofiem Nutzen asymptotische Darstellungen der Losun-
gen angeben, die sich bereits fiir {5, > 10 numerisch
genauer und schneller berechnen lassen als direkt iiber
die Kelvinfunktionen.

Mit den Entwicklungen nach [6]
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lassen sich, ausgehend von den Gln. (14), (16) und (18),
die gesuchten asymptotischen Lésungen angeben, die
hier aber nicht niher aufgefithrt werden sollen. Einzel-
heiten kann man [3] entnehmen.
Dem Rechenprogramm mit der Bezelchnung TIBENB
liegt die Randbedingung

1522

A
rKlo ,:sina + <—— +
2 128

<m+3ﬁ - L3N
6 a) snde)* 56 sin (62)

fir 0<a<n (23)
e (3
W |sma—{ —+
g n 2

1522 X3
<>\3 3
— 4+
16

A3

+ —8—> sin (2a)

Vin (8) <

128 + —8——> sin (2a)
7\5> - 3N 6 }
I sin (4a) — ﬁsm( a)

fir r<a<2m

einer Kolbenpumpe,

mit & = 27 - t/T] = wt, rg dem Kurbelradius in [m] und
A = 1/l dem Schubstangenverhiltnis, zugrunde.

Die Fourierkoeffizienten ¢, der Geschwindigkeitsvertei-
lung (23) kann man ebenfalls der Arbeit [3] entnehmen.
Setzt man in Gl. (23) A = 0, so ergibt sich eine rein har-
monische Storfunktion, die im Zusammenhang mit Gl.
(3) auch die harmonisch pulsierende oder die oszillieren-
de Rohrstrémung beschreibt.

Das Rechenprogramm ist infolge dieser und anderer
wihlbarer Parameter fiir eine ganze Reihe von prakti-
schen Aznwendungsfillen der klassischen, pulsierenden
Rohrstromung geeignet. Es liegt in Fortran program-
miert vor. Schlieblich sei noch erwihnt, dak die Kelvin-
funktionen bery( ), bein( ), kerp( ) und keip( ) selbst
programmiert werden mubten, da die Programmbiblio-
theken der THM und die von Robotron diese speziellen
Funktionen nicht enthalten.

Fir die Kelvinfunktionen wurden daher umfassende
Subroutinen aufgestellt und getestet. Wie das Haupt-
programm TIBENB, so stehen auch sie interessierten
Nachnutzern zur Verfiigung.

5,6

3. Auswertung der Ergebnisse

Die erhaltenen Gleichungen werden auf eine pulsierende
Rohrstromung des Heizéls HEB angewendet. Die kine-
matische Zihigkeit, die Dichte und die Schallgeschwin-
digkeit des Oles betragen bei Normaldruck, p = 105 N/m2
und einer Temperatur von 60 °C: v=16,5 * 10-6 m2/s,
Po =872,6 kg/m3 und c, = 1300 m/s. Das Stromungs-
rohr konstanten Querschnitts besitzt 100 mm Innen-
durchmesser. Die Geschwindigkeit des zeitlich gemittei-
ten Volumenstromes betriigt v, = 5 m/s. Die Amplitude
der Geschwindigkeitsschwankung ist bei den durchge:
rechneten Beispielen vi — v, = 0,1 - v, = const, Bild 1.

Ahnlichkeitsbetrachtungen ergaben, daB der instatio-
niire Widerstandsbeiwert eine Funktion der Ahnlichkeits-
parameter

Ain = Ain (Re, Regj, Sr, Ma, S1, 52, Eug, Euy) (24)
ist. In der Beziehung (24) sind:
2R vy .

Re = —, die momentane Re-Zahl,

v

2:R'wny .

Reg = , die globale Re-Zahl,

v

L2

Sr = —° , die Strouhal-Zahl mit Qg = R[

R Reg und L einer gewiihlten

Rohrabschnittslinge (L = 5 m),
s1 =2 , der Pulsationsgrad
V1
Apo - .
Eug = , die Euler-Zahl der Grund-
Po V<2> stromung,
« _ 2R . . ‘
S2 = T’ ein geometrisches Verhiltnis
und
Euy = Po , die Euler-Zahl der instationiiren
Po V% Strémung.

Bild 1

Uber dem Querschnitt gemittelte Geschwindigkeit einer pulsie-
renden Rohrstromung in Abhingigkeit von der .,Zeit”” 7 mit
1 Hz Storfrequenz
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Bild 2

Geschwindigkeitsverteilung einer pulsierenden Rohrstrémung
mit 1 Hz Stérfrequenz
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In Gl (24) wurden die Ahnlichkeitsparameter entspre-
chend ihres Einflusses auf \j, aufgefiihrt. Am stiirksten
hingt A, von Re ab.

Im folgenden werden acht Varianten mit verinderlicher
Sr-Zahl, Sre [0,908;181,7] bzw. ;¢ [30,8;436,2] oder
we[6,28;1256] 1/s oder fe[l;200] Hz betrachtet.
Aufier Re sind die iibrigen Ahnlichkeitsparamter kon-
stant. Sie betragen in allen Beispielen:

Reg) = 3,33 - 104, Ma = 0,00423, S1 = 0,091, S2 = 0.02,
Eu, = 0,0528 und Euy = 37,88.

Da Regj > 2200 ist, besitzen die obigen Varianten nur
Beispielcharakter. Auch in einem turbulenzarmen Ver-
suchsstand lift sich die pulsierende Rohrstrémung nicht
bis Regj = 3,33 + 104 laminar halten [11]. Die Aussagen,
die die Varianten lehren, sind jedoch von diesem Um-
stand unabhiingig.

Die Variation der Sr-Zahl ist bei pulsierenden Stromun-
gen von grofem Interesse. In den Arbeiten [8] und [7]
wird die Vermutung ausgesprochen, dafi sich der Wider-
stand einer stationiren Rohrstrémung senken lift, falls
man ihr einen harmonisch schwankenden Volumenstrom
iiberlagert.

Bild 2 zeigt einige momentane Geschwindigkeitsprofile
der pulsierenden Rohrstromung mit der niedrigsten un-
tersuchten Storfrequenz von 1 Hz. Infolge der dominie-
renden Grundstréomung und der niedrigen Stérfrequenz
tritt der Annulareffekt nicht sichtbar hervor. Von
diesem Sachverhalt zeugt auch Bild 3. Obwohl etwa die
Hilfte aller im Bild 3 eingetragenen Aj,-Werte kleiner
als A = 64/Re der stationiren Grundstromung ist, liegt
der iiber eine Schwingungsperiode gemittelte A;,,-Beiwert
wesentlich iiber der Geraden \ = 64/Re.

Mit zunehmender Schwankungsfrequenz, Bild 4 und 5,
nehmen der momentane und der gemittelte A;,-Beiwert
ebenfalls zu. AuBlerdem verzweigt sich A, iiber dem Re-
Verlauf, was auf den bei anwachsender Schwankungs-
frequenz stirker in Erscheinung tretenden Annulareffekt
zuriickzufithren ist. Die mit dem Annulareffekt -auftre-
tende Phasenverschiebung zwischen der iiber dem Quer-
schnitt gemittelten Geschwindigkeit und dem Druck-
gradienten geniigt den gleichen GesetzmiBigkeiten wie
bei einer infolge zeitlich verinderlichem Druckgradien-
ten schwankender pulsierender Strémung. Die bekann-
ten und in [8] oder [10] dargestellten Ergebnisse sollen
hier nicht wiederholt werden.

Bild 6 zeigt schlieflich noch den Einfluf der Schwan-
kungsfrequenz auf den iiber eine Schwingungsperiode
gemittelten Aj,-Beiwert. Simtliche A;,-Beiwerte dieser
Darstellung liegen oberhalb der A = 64/Re-Geraden. Mit
zunehmender Frequenz nihern sie sich dem Widerstands-
beiwert der stationiren, turbulenten Rohrstrémung des
hydraulisch glatten Rohres.

Durch die Uberlagerung einer stationiren, laminaren
newtonschen Grundstromung mit einem harmonisch
schwankenden Volumenstrom tritt also im zeitlichen
Mittel cine Widerstandserh6hung und keine Widerstands-
minderung ein. Wenn auch dieses Resultat nur exakt fiir

Bild 3
Abhiingigkeit des Widerstandsbeiwerts Ay, von Re einer pulsie-
renden Rohrstrémung mit 1 Hz Stérfrequenz
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Bild 4
Abhingigkeit des Widerstandsbeiwertes Ny, von Re einer pulsie-
renden Rohrstrémung mit 30 Hz Storfrequenz

das vorliegende klassische Berechnungsmodell gilt, so
muf doch vermutet werden, daB diese Grundaussage
auch fiir instationire Rohrein- und -anlaufstréomungen
zutrifft.

Eine Widerstandsminderung der Rohrstrémung durch
instationire Mafinahmen wiesen B6hme und Nonn [2]
bei nicht-newtonschen Fluiden mit scherverdiinnenden
Eigenschaften nach.
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Bild 5
Abhiingigkeit des Widerstandsbeiwertes Aj;, von Re einer pulsie-
renden Rohrstromung mit 200 Hz Storfrequenz

4. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde das Randwertproblem
der klassischen, pulsierenden, laminaren Rohrstrémung
newtonscher Fluide bei vorgegebener zeitlicher Volu-
menstromschwankung gelost.

Bild 6

Abhingigkeit des Widerstandsbeiwertes Njy, von der Storkreis-
frequenz bzw. der Sr-Zahl
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Das Rechenprogramm TIBENB gestattet die Berechnung
des Geschwindigkeitsprofils, der iiber dem Querschnitt
gemittelten Geschwindigkeit, des Druckes, des momen-
tanen instationdren Widerstandsbeiwertes A\;, und des
iiber eine Schwingungsperiode gemittelten Widerstands-
beiwertes A in Abhingigkeit der Ahnlichkeitsparame-
ter, von denen das Problem abhingt. An einigen Varian-
tenrechnungen wurde der Einfluf der momentanen
Reynolds-Zahl und der Strouhal-Zahl auf A;, und Aj,

untersucht. Der iiber eine Schwingungsperiode gemittel-
te Widerstandsbeiwert Aj, ist stets grofer als der der
laminaren Grundstrémung. Er nimmt mit steigender
Schwankungsfrequenz zu. Nicht untersucht wurden
die Einflisse der globalen Reynolds-Zahl, des Pulsa-

tionsgrades und der Mach-Zahl auf A\, und Ain- Die

Mach-Zahl hingt von der Schallhirte des Fluids ab. Letz-
tere beeinflufit spiirbar den Ajp-Beiwert, wie in [9] an
Einspritzvorgiingen gezeigt werden konnte.

Das Rechenprogramm TIBENB gestattet die Berech-
nung pulsierender und oszillierender Vorgiinge. Es steht
interessierten Nutzern zur Anwendung zur Verfiigung.
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