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Beitrag zur Spannungsberechnung in diinnen elastischen Schalen

Heinzjoachim Franeck
1. Einleitung

Die Verwendung doppelt gekriimmter elastischer Schalen
als tragende Elemente ist bei einfachen geometrischen
Formen im Bauwesen und im Maschinenbau seit langem
iiblich [1]. Die Einfiilhrung computergestiitzter Rechen-
methoden (z. B. Methode der finiten Elemente) erwei-
tert die Moglichkeit elastizitidtstheoretischer Untersu-
chungen auch auf kompliziertere Tragwerke, wobei im
Gegensatz zu der den Bauingenieur interessierenden
Schnittgrofsenermittlung [2], [3] im Maschinenbau aus-
schlieBlich die Berechnung der Spannungen im Vorder-
grund steht. Diese folgen unmittelbar aus dem Verschie-
bungszustand, bediirfen jedoch bei schiefwinkligen und
verwundenen Schalen spezieller Uberlegungen.

In dem vorliegenden Beitrag werden, ausgehend von der
Fliiggeschen Schalentheorie [4], [5], Beziehungen fiir die
Bestimmung des Spannungstensors in allgemeinen Koor-
dinaten angegeben. Da die Spannungen auch eine Funk-
tion des Abstandes von der Schalenmittelfliche (Bezugs-
flache) sind, @ndern sich neben ihren Betrigen auch ihre
Richtungen mit diesem Abstand. Es wird gezeigt, wie
sich letztere durch vereinfachende Annahmen beriick-
sichtigen lassen.

Auch bei Schalen mit nichtorthogonalen Spannungs-
richtungen spielt die Berechnung einer Vergleichsspan-
nung eine entscheidende Rolle bei der Einschiitzung der
Tragfihigkeit. Man erhilt sie am einfachsten aus den
Hauptspannungen. Deshalb werden fiir diese Formeln
angegeben, welche bei schiefwinkligen Koordinaten-
systemen die Ermittlung der Hauptnormalspannungen
und der Hauptschubspannung gestatten.

2. Schalengeometrie

In einem kartesischen Koordinatensystem kann jeder
Punkt A der undeformierten Schalenmittelfliche durch
den Ortsvektor

ra(x1,x2) = {J (x1,x2); 12 (x1, x2); 13 (xl,x2)} Q)

festgelegt werden (Bild 1). Dabei sind x1, x2 dimensions-
lose krummlinige Koordinaten, die auf der Schalenmit-
telfliche ein schiefwinkliges Koordinatensystem be-
schreiben. Die nichtnormierten Tangentenvektoren

ord q T95 7 -
q - < - . = . =
a = oya T q 1,2,3{, a=1,2 2)
sind entlang der Koordinatenlinien x! = konst., x2 =
konst. gerichtet und bilden in jedem Punkt A eine Tan-
gentialebene. Mit G1. (2) berechnet man

Bild 1
Beschreibung der Schalenmittelfliiche

— die Komponenten der ersten Fundamentalform
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— die Gradientenvektoren der Schalenmittelfliiche
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— die Komponenten der zweiten Fundamentalform
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— und die Komponenten der dritten Fundamentalform
cap = ban b, cp=HEBY, bl ()

Der Winkel § zwischen den beiden Tangentenvektoren

folgt aus
£12 1 1

cosf = ————, sinf = =
Vg1l 822 ‘/g11 gn \/822822

Mit dem Ortsvektor
R (x1,x2,2) = rd (x1,x2) + z nd (x!, x2) ;—g<z<-§

zu einem Punkt des Schalenraumes ergeben sich bei Ver-
wendung des Schalentensors
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fiir die geometrischen GroBen des Schalenraumes
- - 9_ B a
Cg—l"gcg—ca—zbacﬁ, 1y
Gop= FI Fhg) = gag— 22 bgg + 22
B~ To “BEYN T Baf af T 27 Cafs
G33=1, Gg3=0, (12)

G = detGaﬁ=g[1—2zbg+z2(2bgh§~c§)], (13)

(Fg—l = ag+ zbg+ z2 cg, (14)
6B = (1)1 (FF)-1 g™h = 2B 4 9, 58 4 3,2 (@B
G33 =1, G® =0, (15)

Cz = (Fg)_lcg = cg+zbgcg + 722 cgcg . (16)
Wie aus den Gln. (11), (16) zu erkennen ist, sind die
durch die Tangentenvektoren Cg bzw. die Gradienten-
vektoren C¥ festgelegten Tangentialebenen des Schalen-
raumes zwar parallel zur entsprechenden Tangential-
ebene der Schalenmittelfliche, jedoch hat sich der Win-
kel B geindert, da die Tangentenvektoren C‘lI bzw. Cg
nicht mehr zu den Vektoren c‘lI bzw. 0‘21 parallel sind.
Bezeichnet man den Winkel zwischen Ctll und cg mit €;,
bzw. den Winkel zwischen Cg und cg mit €9, so gelten

die Beziehungen
q .9 2,2
cos €] :—C—IL« =1 ~%z2 g bl“— , an
VG181 g11 822
1,1
(B b, b
Cos €9 = 22 - l—lz2 2 2 (18)

VGaog22 2 gyl

Es ist ersichtlich, daf €; und €5 nahezu Null sind, da die
in z quadratischen Zusatzterme nur einen geringen Ein-
flufs auf die Grofie dieser Winkel haben. Fiir Schalen mit
verschwindender Verwindung (b1 =p% = 0) sind die zu-
gehorigen Tangentenvektoren tfes Schalenraumes und

wi

Bild 2
Doppelt gekriimmte Schale mit nichtorthogonalen
Koordinatenlinien
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der Schalenmittelfliche kollinear, aber auch fiir andere
Schalen kann dies mit geniigender G enauigkeit angenom-
men werden.

Wihlt man zam Beispiel eine doppelt gekriimmte Schale
entsprechend Bild 2, so folgen mit der Abkiirzung k =
h/1 aus dem Ortsvektor '

1 (x1, x2) = {lxl; 1x2; hx! x2}

die geometrischen Gréfen

g = {I;O;hxz} , cg = {O;I;hxl} ,

c

g11 = P+k2(x)2], gy = h2xix2,

g2 = 2[1+k2(x1)2],

g = I {1+k2[(x1)2+(x2)2]}

1 - 1+k2(x1)?
12{1+k2[(x1)2+(x2)2]} )

22 o 14k ()2
2{1+k2[(x1)2 + (:2)2]}
g12 _ —kZxlx2
12 {1 + k2 [(x1)2 + (x2)2§}
ng = ! {—kx2;—kx1;l}
\/1 + k2 [(Xl‘}Z + (x2)2] .
h
by;= 0, byy=0, byy= _ ,
\/1+k2 [(x1)2+(x2)2]
31,2
bi o bg :_% k? x* x 7
\/1 + kz[(x1)2 + (x2)2]
pl o 1 k[ +k2d)?]
2 b
1 \/1+k2[(xl)2+(x2)2]
b2 - 1 k[1+k2(x2)2]
1=

1 \/1 FR2[(x1)2 + (x2)2]

Die GIn. (17), (18) liefern dann die Beziehungen

4
NERs a<e<t
n

€] = cos€y = 1 —
COSI CO. 2 ) 9

die wegen k <1 das oben Gesagte bestitigen.

3. Spannungszustand

Unter der Voraussetzung der Kirchhoffschen Hypothese
lautet der Verschiebungsvektor eines Punktes des Scha-
lenraumes

va = vq_z(bgvﬁ + 3l
= (Fg\/i —zv3 |y cg + v3nd . (19)



Mit ihm lassen sich analog zu den GlIn. (10) bis (16) geo-
metrische Grofien des deformierten Schalenraumes auf-
bauen, aus denen man die Teilkomponenten

T A 1, A
Da,B = paﬁf zqaﬁ—zz [babﬁ pT)\+§<ba qw+bﬁ qxa)],

(20)
De3 =0, D33=0 @n
des Deformationstensors
Dra-3(Cra-Gra); TIA=123 22)
erhilt. Dabei finden der Dehnungsiensor
Sl b .v3 9
Pap = Q(Valﬁ + Vﬁla ~2bggv) (23)
und der Verkriimmungstensor
%ap = —bag[n ™~ Baa Mg —ben v o e — 3 lag
(24)

Verwendung. Fiir den Spannungstensor S und den De-
formationstensor Dy g im Schalenraum folgt bei einem
homogenen, isotropen Medium und einem ebenen Span-
nungszustand

seb = @)1 E) @) E) Dy, (25)
mit

Juoy - E

Vo MY, VY o, 2H
s € € e ey

VU Py
— ;8 8 )

(26)

Setzt man Gl. (14) und Gl. (20) in die Beziehung (25)
ein, so erhilt man bei Beriicksichtigung der Abkiirzung

apBy
D?xV'r

= 0By L 5T B, BV @

= 2636, b_ + &y 6.b, + 8,8 by 27)
die kontravarianten Komponenten des Spannungstensors
im Schalenraum

saB _ Aver {Sa 5P

a B
A% Per * 2(87\6

+ pXBY
v qET * VT Pe'y)

2 maBY ® ) a a
22 Dy 7 @yt b Pep * bePyp) (5)\°g+ 5{;\ cp* by bf) Per

wgby @
=038, b (qey 2bepw)]} : (28)

Sie sind bekannt, wenn der Verschiebungszustand vor-
liegt. Die technischen Komponenten des Spannungs-
tensors ermittelt man zu

G
Se) =/ g 5

Aus Gl. (29) ist ersichtlich, daf die Spannungen einer-
seits selbstverstindlich von z abhingen [vgl. auch Gl.
(12)], andererseits aber auch in dem Koordinatenzwei-

(29)

bein (](ll, Cg des Schalenraumes definiert sind. Dies

wiirde bei einer Auswertung betrichtliche Miihe erfor-
dern, so daB von der mit den Gln. (17), (18) begriinde-

S(22)

— S(21)

/1 z =konst.

q

c~¢, \
/N

S(12)
P
s}

~q,; .9
Li=e

Biid 3
Positive Definitionen der Spannungen

ten Méglichkeit Gebrauch gemacht wird, das Koordina-
tenzweibein des Schalenraumes mit dem der Schalen-
mittelfliche zusammenfallen zu lassen. Dann haben die
einzelnen Spannungskomponenten die in Bild 3 darge-
steliten Richtungen. Bei orthogonalen x!, x2-Koordina-
tensystemen stimmen die Spannungen S (11), S (22) mit
den Normalspannungen und die Spannungen S(12) =
S(21) mit den Schubspannungen iiberein.

4. Hauptspannungen

Die bei orthogonalen Koordinatensystemen iibliche Be-
rechnung der Hauptspannungen und der Hauptspan-
nungsrichtungen hat auch bei schiefwinkligen Systemen
Bedeutung. Dazu wird ein differentielles Flichenteilchen
mit den Seitenlingen dx (1) = \/gq7 dx! und dx(2) =
Vggg dx? durch eine Gerade so getrennt, daf deren
Normale mit der x!-Achse den Winkel Y einschliet
(Bild 4). Das Kriftegleichgewicht zwischen den Span-
nungen S(11), S(22), S(12), S(21) und den zum &,
n-System gehorenden orthogonalen Spannungen S (%),
S (¢n) liefert

q X
§
& s(gn) S(§§)
L
k) -2
v 2
X
SN/ &
‘\p
P—WjV\
\ el
“S(22)
: dx(1)
Bild 4

Kriftegleichgewicht fiir einen Schnitt £ = konst.
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S(&E)dn = S(22)dx (1) cos(B— V) + S(21) dx (1) cos ¥
+ S(12) dx (2) cos(B— W) + S(11) dx (2) cos ¥ ,
(30)

S (¢n) dn = S(22) dx (1) sin (B— ¥) — S (21) dx (1) sin ¥
+ 8(12)dx (2)sin(B— ¥) — S(11) dx (2) sin ¥ .

31

Analog erhilt man fiir einen Schnitt parallel zur £-Achse
(Bild 5) die Transformationsbeziehungen

\
Y

B-v
\ e
S22 dxt)
Bild 5

Kriftegleichgewicht fiir einen Schnitt 17 = konst.

S(m) d& = S(22)dx (1) sin(B— ¥) — S(21) ux (1) sin ¥

—8(12)dx(2)sin(B—¥) + S(11) dx(2)sin¥, (32)
S(nk) & = S(22)dx (1) cos(B—¥)+ S(21) dx (1) cos ¥
~ S(12)dx(2) cos (B—¥) —S(11) dx (2) cos ¥ .  (33)

Nach kurzer Zwischenrechnung ergeben sich die Span-
nungen im gedrehten orthogonalen Koordinatensystem

1
S(k) = Tonp

+ 25(12)[cos+ cos(B—29)1} , -

{S(ll)[l +cos 291+ S(22)[1+cos2(B—¥)]

(34)

§(m) = 5 1 {S(u)[l—cos2\I/]+S(22)[1—cos2([3—x[/)]

sinf

+ 2S(12)[c0sﬁ—cos(ﬁ—2tll)]} , (35)

S(kn) = S(n§) = 2—;‘—3 { —S(11)sin2y + S(22)sin2(8— V)

+ 25(12)sin (6 - 2¥) (36)

Die Extremwerte der Normalspannungen folgen aus den

Gln. (34), (35) und haben die GroBen

Sui = 1 (_S%ﬂ?}) +5(12) cos

sin 8

34

+ {[—S(Ll)zis(ﬂ 1245 (12)2 +S(12) [S (1) + S (22)] cos

+S(11)S(22)cos2ﬁ} 1/2) . (37)

wobei Sy mit der x1-Achse einen Winkel ¥, einschliebit,
der sich aus

SysinB — [S(11) + S (22)cos? B + 2 S (12) cosf]

tany) = S(22)sin 28 + 25 (12) sinf

_1 S(22)sin 28 + 28 (12)sinf (38)
2 §;sinB — S(22)sin?B

bestimmen lifit. Die Schubspannung verschwindet fiir

diese Richtung. Sie nimmt ihren Extremwert

r -+ |31 Su

2
_. L [fsap- 5(22)} 2 15(12)2 + 5(12) [S(11)
sin 8 2

+8(22)]cosB + S(11) S (22) cos? ﬁ} 12 (39)

lings einer Geraden an, fiir deren Normalenwinkel die
Beziehung

S(11) + S(22) cos 28 + 2S(12) cosp
S(22)sin2p + 25(12)sinf

an 2y - (40)
gilt.

Mit den Gln. (37) bis (40) sind die Hauptspannungen an
jedem Punkt des Schalenraumes festgelegt. Es sei noch
einmal daraufhingewiesen, dai die Spannungen nach den

Gln. (12), (15), (28) und (29) von x!, x2 und z abhin-

gen, wihrend fiir die Winkelfunktionen die Beziehungen

(8) gewiihlt werden.

5. Zusammenfassung

Die Berechnung der Spannungen einer doppelt ge-
kriimmten elastischen Schale in allgemeinen Koordina-
ten erfordert Uberlegungen hinsichtlich der positiven
Richtungen der einzelnen Spannungskomponenten. Es
wird gezeigt, dafi mit ausreichender Genauigkeit auch
die im Schalenraum wirkenden Spannungen im Koordi-
natenzweibein der Schalenmittelfliche dargestellt wer-
den konnen. Fiir unverwundene Tragwerke ist diese An-
nahme exakt. Ausgehend von den Transformationsbe-
dingungen an einem schiefwinkligen Flichenteilchen er-
hilt man Beziehungen zur Ermittlung von Grofe und
Richtung der Hauptspannungen. Diese gehen bei ortho-
gonalen Koordinaten in die bekannten Formeln iiber.
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