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Uber die mathematische Modellierung eines Vibrorheometers fiir den
Fall nichtlinearen Materialverhaltens am Beispiel der rheologischen

Zustandsgleichung 3. Ordnung

Christian Friedrich

1. Einleitung

Der Rheometrie kommt im Rahmen der rheologischen
Forschung eine immer grofere Bedeutung zu. Das ist
nicht nur eine Folge der Anwendung (Transport, Verar-
beitung) immer komplizierterer Stoffsysteme (Polymer-
l6sungen, Schmelzen, Suspensionen), sondern ist auch
mit den stindig steigenden Forderungen beziiglich einer
starker differenzierenden Charakterisierung der Fluid-
eigenschaften verbunden. Das fiihrt dazu, daf die zu be-
stimmenden Matenalfunktlonen wie zum Beispiel die
dynamische Viskositit 1 (w 7) fiir den sich ausdehnen-
den Frequenz- und Deformationsbereich (w, v) und sol-
che Parameter, wie Druck und Temperatur, mit immer
hoherer Genauigkeit bestimmt werden miissen.

Grobe Bedeutung kommt den rheologischen Eigenschaf-
ten bei kieinen Deformationsgeschwindigkeiten 7 zu.
Diese spielen eine Rolle bei der Betrachtung von Prozes-
sen mit freier Cherfliche (Stabilitiisuntersuchungen)
sowie bei der Korrelation der rheologischen Eigenschaf-
ten mit molekaiaren Daten der Fluide.

Unter solchen kinematischen Bedingungen (kleine
7-Werte) lassen sich viele Fluide (Newtonsche Anfangs-
viskositit ng ist bei ¥ = 0 endlich) mit einer rheologi-
schen Zustandsgleichung vom rate-Typ ausreichend gut
beschreiben.

In dieser Arbeit soll gezeigt werden, wie fiir die rheolo-
gische Zustandsgleichung 3. Ordnung die Koeffizienten
dieser Gleichung aus einem Experiment, bei dem eine
periodische Deformation mit iiberkritischer Amplitude
realisiert wird, bestimmt werden kénnen.

2. Theorie

2.1. Die harmonische Scherstrémung und die entspre-
chenden Materialfunktionen fiir ein Fluid 3. Ord-

nung

Von einer harmonischen Scherstromun.g spricht man in
dem Fall, wenn auf ein Fluid eine sich mit der Fre-
quenz w dndernde cosinus- oder sinusférmige Deforma-
tion 7 mit der Deformationsamplitude 7y, einwirkt. In
Analogie zur stationiren Scherstrémung (vgl. z. B. [1])
werden die Materialfunktionen der harmonischen Scher-
stromungen durch Einfﬁhrung der komplexen Scherspan-
nungsamplitude 7] (hochgestellte Sterne weisen auf
komplexe Grofen hin), der komplexen Deformationsge-
schwindigkeitsamplitude 7 und der komplexen Ampli-
tuden der ersten und zwelten Normalsnannungsdifferenz
Nj /2 definiert.
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Dabei sind ' (w) und " (w) der Real- bzw. Imaginir-
teil der (komplexen) dynamischen Viskositit, die die
Fihigkeit des Fluids zur Energiedissipation bzw. Energie-
akkumulation zum Ausdruck bringen. ¥ ¥ sind die
(komplexen) dynamischen Koeffizienten der ersten bzw.
4 bzw. lli 1/24
der Real- bzw. Imaginirteil des rein dynamischen Anteils
von l"1/2 und ‘1’19/20
steht, weil die Normalspannungen im dynamischen Fall

zweiten Normalspannungsdifferenz, ¥’
der konstante Anteil, der ent-

schwingen. Da
sich die erste und zweite Normalspannungsdifferenz bei
harmonischer Beanspruchung nur dufierst schwierig mes-
sen lassen, wird oft nur Gleichung (1) zur rheologischen
Charakterisierung von Fluiden herangezogen.

um einen stationiren Mittelwert N]%

Es mub erwihnt werden, dab die Gleichung (1) nur fiir
eine Deformationsamplitude gilt, die kleiner als der kri-
tische Wert 7} ist, der den Ubergang vom linearen zum
nichtlinearen viskoelastischen Materialverhalten kenn-
zeichnei. Fir die sich anschlieSenden Deformations-
amplitudenbereiche 7 ;i < 7o < Tpi (Ubergangsbe-
reich) und v, > v, (Bereich des ausgeprigten nicht-
linearen Materialverhaltens) ergeben sich fiir Gleichung
(1) die Beziehungen (1') und (1")

N (W, V) = 0 (W,7) —in (W, 7,) (1)
7" (R,%) 1 1) (@,7), 13 Bw,7) - (")

Die Gleichung (1') deutet auf die Deformationsabhingig-
keit der komplexen Viskositit im Ubergangsbereich hin.
Fiir den nichtlinearen Deformationsbereich existiert
keine weitere Verallgemeinerung der Gleichungen (1)
oder (1'). Die Beziehung (1'") deutet vielmehr auf die
Tatsache hin, daf bei monofrequenter Erregung des
Flu1ds mit einer Kreisfrequenz w und einer Deforma-
tlonsamplltude Yo > Tn) die Antwortschwingung ein
Frequenzspektrum §2 aufweist und deformationsabhin-
gig ist. Im weiteren sollen nun die Folgerungen fiir eine
Fliissigkeit 3. Ordnung, wie sie sich fiir die Bezichungen
(1), (1) und (1"") ergeben, betrachtet werden.

Die Fliissigkeit n-ter Ordnung (im speziellen 3.er) stellt
die Entwicklung des Funktionals der Deformationsge-
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schichte als allgemeinste Formulierung einer rheologi-
schen Zustandsgleichung nach einer retardierten Defor-
mationsgeschichte  (eigentiich die Deformationsge-
schichte der Ruhe) mit dem Retardationsparameter r
dar. Jenachdem Grad der Entwicklung (z. B. n) nimmt
der Reibungsspannungstensor T die folgende Form an

[2]:
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Fiir n = 3 erhilt man die rheologische Zustandsgleichung
3. Ordnung mit folgenden T;-Ausdriicken:

I = 2”02(1) (4)
Ly = 20 D + 40 [P ®)
Ty = 28 D+ 84, (s5p D) DM

#4583 @ D + DD ©)

Dabei sind 710, oy, az, Bl By, 8 % die rheologischen Kon-
stanten D( bzw. D{ und D

schmndlgkeltstensor und seine hohere Ableitung, die
folgendermafien zu bilden sind [1]:

der Deformationsge-

1, .
2(1):§%+£T);L: EY )
D(n+1) D(n)L

V ist der Geschwindigkeitsvektor und 7 der Nablaopera-
tor. Der Punkt iiber den Grofibuchstaben deutet auf die
partielle Zeitableitung hin und das hochgestellte T zeigt
den transponierten Vektor oder Tensor an. Die Bezeich-
nung Sp erklirt die Uperation der Spurbildung eines
Tensors. Legt man eine eindimensionale Scherstromung
in dem Koordinatensystem x, y, z (vgl. Bild 1) zujgrunde.,
bei der als dufiere Erregung eine Verschiebung Kk, (es sei
nochmals vermerkt, dafi die physikalisch mefibaren Gré-
Ben als Realteil Reder entsprechend komplex eingefiih:-
ten und mit einem Stern versehenen Grofen zu verste-
hen sind)

* * .
ks ¥ elwt
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beiy =0

angreift, so wird sich im Fluid ein im allgemeinen nicht-
lineares Verzerrungs- und damit Deformations- und Ge-
schwindigkeitsfeld aufbauen. Beriicksichtigt man dabei
die 1. und 3. Harmonische (die geradzahligen Harmoni-
schen verschwinden auf Grund der Isotropiebedingung),

K= kT () = ay () 6+ ag (y) Bt ©)

so ergibt sich fiir die Deformationsgeschwindigkeit iiber
die Beziehungen

V* = — y ¥ = ____

x a0 T T Vs (10)
die Gleichung (11).

¥ = ,Y*l‘ eiWt +94 editwt (11

Q(n) -v+LT. D(n) + E{ﬂ) -L (8)

¥ g, cos Wl

Bid 1
Schematische Darstellung der Stromungsgeometrie mit ange-
deuteten Umrissen eines Schwingungsrheometers

Die Scherspannungsantwort ist entsprechend zu formu-
lieren.

# _* iwt * 3iwt
T —Tle‘ +Tse' (12)

Setzt man nun die Gleichungen (10) und (11) in die
rheologische Zustandsgleichung (Gleichungen (4) bis
(8)) ein und vergleicht die dabei erhaltene Scherspan-
nung mit Gleichung (12}, so ergeben sich fiir ein 3. Ord-
nungs-Modell folgende Ausdriicke fiir die Materialfunk-
tion (1'):

, 2 3 . o
(0, 76) =g — By ¥ + 5 By +By) 7, WP Him @ (13)

Fir die Beziehung (1") lassen sich keine dem 3. Ord-
nungs-Modell entsprechenden Gleichungen angeben, da
kein einheitliches, iiberzeugendes Konzept existiert, wie
mit den hoheren Harmonischen zu verfahren ist. Es gibt
einzelne Ansitze [3] bis [7], die zu unterschiedlichen
Formulierungen von materialspezifischen Funktionen
fithren. Deshalb ist es sinnvoll, die Materialkonstanten
der betrachteten rheologischen Zustandsgleichung durch
Anpassung der fiir eine bestimmte Geritekonfiguration
theoretisch berechneten Schwingung an’die experimen-
tell dafiir aufgenommene Antwortschwingung vorzu-
nehmen. Dieses mathematische Modell soll im folgenden
dargestellt werden.

2.2. Mathematisches Modell eines Vibrorheometers

Bei der Entwicklung des mathematischen Modells eines
Vibrorheometers soll von einer Geritekonfiguration aus-
gegangen werden, wie sie in Bild 1 schematisch darge-
stellt ist. Es befindet sich eine elastisch aufgehingte
Platte bei y = yp = h in einem mit dem zu untersuchen-
den Fluid gefiillten Behilter, von dem die eine Wand bei
y = yg = 0 harmonisch erregt wird. Diese Erregung wird
durch das Fluid auf die Platte iibertragen, die dann ihrer-
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seits entsprechend der Fluideigenschaften schwingt.
Demzufolge muf das mathematische Modell aus der Be-
wegungsgleichung fiir das Fluid und der Bewegungsglei-
chung fiir das Platte-Feder-System bestehen. Es soll da-
von ausgegangen werden, daf sich zwischen Platte und
Behilterwand eine Viskosimeterstromung ausbildet, wo-
bei folgende Annahmen zugrunde liegen:

1.
2.
3.

die Haftbedingung zwischen Fluid und Wand
Randeffekte sind vernachlissigbar

die Bewegung ist von den Anfangsbedingungen un-
abhiingig

V() = Vi (t+2nw-l

Die Bewegung des Fluids wird durch die Impulsbilanz in
Bewegungsrichtung in der Form, wie sie schon von
Landau, Lifschitz [8] und Schlichting [9] als mathema-
tisches Modell einer oszillierenden Scherstromung ver-
wendet wurde, beschrieben.

0Vy 07y

at 2 y-

Die Grobe p stellt die Dichte des Fluids dar.
Fiir die Bewegung der Platte xp wird die Gleichung des

linearen Oszillators angesetzt, der durch die spezifische
Scherkraft fgy zur Schwingung angeregt wird.

o

(14)

xp+28,%, + w2 x, = fsch (15)
Die Groben 6, und w, sind die Dimpfung bzw. die
Eigenfrequenz des Platte-Feder-Systems und die Punkte
iiber x, zeigen die Zeitableitungen an. Die spezifische
Scherkraft ergibt sich aus der an der gesamten Platten-
fliche PF angreifenden Scherspannung Txy und der
Masse m des Platte-Feder-Systems wie folgt:

PF
fscn = —Txy | _ (16)

y=h

Da die Scherspannung entsprechend Gleichung (12) aas
der Grundharmonischen und der 3. Harmonischen be-

steht, kann man als Losung fiir die Bewegungsgleichung
(15) den Ansatz

X ¥ eiwt

* 3iwt
pl ¢

+
xp3

X (17)
verwenden. Die Amplitudenwerte der Harmonischen in

den Gleichungen (17) und (9) lassen sich wie folgt dar-
stellen:

* *

X = Xp10 * ixpn ;X = Xp30 * ixp31 (18)
pl p3

* . # .

al = a0 + 13y . 33 S ago + lag, (19)

Setzt man die Gleichungen (16), (17) und (18) in Glei-
chung (15) ein, so erhilt man nach Koeffizientenver-
gleich 4 Gleichungen fiir xpl()’ Xpllv Xp30 und Xp31.
Das die Bewegung des Fluids beschreibende Rechenmo-
dell ergibt sich, wenn die aus den Gleichungen (3) — (8)
erhaltene Scherspannungskomponente 7, in Gleichung
(14) unter Beriicksichtigung von (9) und (10) substitu-
iert wird. Da die Amplitudenwerte im Ansatz (9) ortsab-
hiingig sind, erhilt man ebenfalls nach Koeffizientenver-
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gleich ein System von 4 gewdhnlichen nichtlinearen Dif-
ferentialgleichungen 2. Ordnung fiir die GroBen a; g, a1,
agg und agy. Bei der Berechnung des nichtlinearen
Scherspannungsanteils (entspricht ¥3) wurde von der Be-
ziehung

REZ, - REZ, - REZ; = iRE (212973 + 7212974
+ZyZyZ3 + ZyZZ3)

Gebrauch gemacht, wobei Z, Zy, Zg beiiebige kom-
plexe Zahlen und Zl’ Zz, 23 die entsprechenden kom-
plex konjugierten Zahlen sind. Die Koeffizienten des so
erhaltenen Gleichungs- bzw. Differentialgleichungssy-
stems sind Funktionen der Frequenz, Dimpfung, Eigen-
frequenz sowie der zu bestimmenden rheologischen Pa-
rameter (vgl. Anhang A 1).

In dhnlicher Weise wurde von Walters bei der Berech-
nung der oszillierenden Platte-Platte-Torsionsstrémung
vorgegangen, jedoch fiihrte dort der nichtlineare Ansatz
zu 4 einfachen linearen, homogenen Differentialglei-
chungen 2. Ordnung, fiir die eine analytische Losung
angegeben werden kann [1].

Das hier erhaltene System von 4 Differentialgleichungen
2. Ordnung wird auf ein System von 8 Gleichungen
1. Ordnung zuriickgefiihrt und lifit sich zusammen mit
den Bewegungsgleichungen fiir die Platte in allgemeiner
Form folgendermaben darstellen (f; — fg sind nicht-
lineare Funktionen — vgl. Anhang A 2):

4o T ou2

w = fy (ug,u9,u3,uy,u)

Yo Ty

u, = fy (ug, up,ug,uy, wy) (20)
U T Y [

u = {5 (ul,u2,u3,u4,u5,u7,ui)

2o T

uy = f4 (uy, ug,ug,uy, us, uz, uy) J

xp10 = f5 (ugn,ugp) ]

xp11 = fg (ugp, ugp) 21
xp30 = f7 (g, ugp, ugh, ugy) [

xp31 = fg (ugp,ugp, Ugh, ugh)

Dabei sind die uy, die Werte der Funktionen u; an der
Stelle y = h. Die Randbedingungen fiir die 8 Differential-
gleichungen erhilt man iiber die Haftbedingung aus den
Beziehungen

= a;(O) exp(iwt) + 33(0) exp(31wt) = K; = K;;
= al(h) exp(iwt) + a3(h) exp(3iwt) = X =X
X *3 exp (3iwt). Spaltet man diese Beziehungen in Real-

und Imaginiirteil auf, so ergeben sich
up(0) = Re(a, (0)) = «pg
u(0) =

uz(0) = Im(a (0)) = 0

uy(h) = xp19
U2(h) = u2h

ug(h) = x;94 (22)

o exp(iwt) und

exp(iwt) +



u(0) = Ay uy (h) = uyp
u5(0) = Re(ag(0)) =0 ug(h) = xp30
ug(0) = A3 ug (h) = ugp,
u7(0) = Tm(ay (0)) = 0 uz(h) = up3;
ug(0) = A4 ug (h) = ugp

Den A\-Werten entsprechen die unbekannten Deforma-
tionen. Die Funktionen u; an der Stelle y = h sind eben-
falls unbekannt. Damit macht es sich notwendig, diese
Randwertaufgabe auf eine Anfangswertaufgabe zuriick-
zufithren. Mittels der sogenannten SchieBmethode (vgl.
z. B. [10]) werden die A\-Werte so bestimmt, daf die
Funktionen y;

prA) = wp—xp10= 0
93 (A) = wgp—xp1;3= 0
o5 (A) = usp — xp39= 0
7 (A) = uzn— xp31= 0

im Laufe der A-Iteration gegen Null gehen.

Zur Losung der Anfangswertaufgabe und damit zur Be-
stimmung der uyy-, ugp-, usy- und ugy-Werte wird ein
Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren 5. Ordnung eingesetzt.
Die Bestimmung des AN"*1).Vektors, fiir die das Glei-
chungssystem (23) ¢ (1) = 0 (die Unterstreichung deutet
auf die entsprechenden Vektoren hin) mit einer vorge-
gebenen Fehlerschranke erfiillt wird, basiert auf dem von
Schmidt [11] vorgeschlagenen Regula-falsi-Verfahren
MR 2 (siehe Gleichung (24)).

f(_)ﬁ(n)) + §F - (A(n’rl) _ A(n)) =0 (24)

F ist dabei eine Matrix, die nach der in [11] angegebe-

nen Vorgehensweise zu bilden ist. Als Startwerte sind
3 Vektoren A(O), )L(l) und A(z) vorzugeben. In diesem
Fall hat das Verfahren MR 2 den héchsten Wirkungs-
grad (vgl. [11]).

Die Losung des linearen Gleichungssystems (24) mit den
bekannten Standardmethoden liefert dann die gesuchte
ntl-te Niherung fiir den A-Vektor. Damit wird es mog-
lich, bei gegebenen rheologischen und apperativen Kon-
stanten das Strémungsproblem (direkte Aufgabe) zu 16-
sen. Da die Aufgabe der Rheometrie in der Losung der
inversen Aufgabe besteht, mufi aus der Bewegung der
Platte auf die rheologischen Parameter geschlossen wer-
den. Dies geschieht wie folgt.

Geht man davon aus, daf die aufgezeichnete (experi-
mentell bestimmte) Bewegung der Platte xpp nach reel-
ler Fourieranalyse folgendermafen

xpg = Ag coswt + Bg sin wt + Cg cos 3wt + D sin 3wt (25)

dargestellt werden kann, besteht eine Moglichkeit der
Bestimmung des Parametervektors der rheologischen
Konstanten a = (ng, @y, a9, By, By, B3) darin, dak man,
wie schon erwihnt, das modellmifig erhaltene Aus-
gangssignal (Gleichungssystem (21)) an Gleichung (25)
durch Minimierung des Differenzsignals nach der MKQ-

Methode anpaBit. Das dabei entstehende Giitekriterium
®, ist in Gleichung (26) dargestellt.

@1 (2)= 2 (Xp (4) — Xpp ())? — min (26)
1

Eine weitere Moglichkeit der Parameterbestimmung be-
ruht auf der Abwandlung von Gleichung (26) in eine an-
dere Form. Wenn man davon ausgeht, dab die Differenz
zwischen den gemessenen (siehe Gleichung (25) und den
modellmiBig gegebenen und vom gesuchten Parameter-
vektor o abhingigen Fourier-Koeffizienten A, B, C und
D Null werden soll, so kann man das Gleichungssystem
(27) formulieren.

P93(a) = Ag ~A =0
Py99(a) = Bg — B =0
Py3(a) = Cg —C =0 (29)
P4(2) = Dg - D=0

Mit anderen Worten, es wird der Parametervektor o (m)
gesucht, fiir den ®9 (a) Nullist. Auf diese Art und Weise
lassen sich nur 4 Elemente von o bestimmen. Dies ist
jedoch ausreichend, da thermodynamische Gesichts-
punkte (Forderung nach positiver Dissipationsfunktion)
die Beziehung

a +tap =0 (28)
fordern, die Parameter 85 und 3 immer als Summe auf-
tauchen und zu einem Parameter

Be * B3 = By (29)

zusammengefafit werden konnen. Im weiteren soll die
rechentechnische Realisierung der vorgestellten Algo-
rithmen und die Ergebnisse beschrieben werden.

3. Numerische Realisierung und Diskussion der
Ergebnisse

Die numerische Realisierung der vorher vorgestellten
Methoden basiert auf dem erwihnten Runge-Kutta-Fehl-
berg-Integrationsverfahren 5. Ordnung zur Losung des
Differentialgleichungssystems (20). Fiir die hier gewihlte
Variante des Schiefverfahrens sind 3 Startvektoren
A(O), A(l) und A(2) notwendig, die nach numerischen
Experimenten wie folgt formuliert werden kénnen:

A = (kpo b1 0; 0; 0)
AD = 05 (kgo h=1;10-4;10-4;10-%)
A2) = 051

Bei dieser Wahl der Startvektoren wird im allgemeinen
im n=6ten oder n=7ten Schritt das Abbruchkriterium

¢ (AM)

Uih

< 0,01 firi=1,3,57

erfiillt. Die zur Berechnung eines neuen A-Vektors not-
wendige Losung des linearen Gleichungssystems (24)
wird auf der Basis des im VOPP Numerik enthaltenen
Programmes GELG (GauBalgorithmus mit vollstindiger
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Pivotisierung) berechnet. Hier sei noch erwithnt, dafi das
Programm ab dem n=5ten Schritt mit der doppeltge-
nauen Version DGELG arbeitet. Damit ist die numeri-
sche Realisierung des Funktionsprogrammes gegeben,
das zur Berechnung des Parametervekiors a gebraucht
wird.

Die Minimierung des Giitefunktionals der Gleichung
(26) wird mit Hilfe der Subroutine OPSN 12 durchge-
fiithrt. Diese Subroutine realisiert das Simplexverfahren
nach Nelder und Mead, wobei ein Startvektor sowie eine
untere und obere Schranke fiir den Parametervektor a
verzugeben sind.

Bei der Bestimmung von o mit Hilfe des Gleichungs-
systems (27) kann wie im Falle der A-lteration auf das
schon erwihnte Verfahren MR 2 zuriickgegriffen wer-
den, es wird aber mit den minimal moglichen 2 Start-
vektoren gestartet und dann zu der mit maximalem Wir-
kungsgrad arbeitenden Variante iibergegangen [11]. Als
Abbruchkriterium wird die Erfiillung folgender Bezie-
hung

o (M

a.(n+l) _
1 1

a‘(n+l)
i

I < 001 i=1,2 3,4
angenommen.

Beide Varianten werden nun bei der Diskussion eines
Modellbeispiels verglichen. Die erforderlichen Gerite-
und Fluidparameter sind folgende:

w=01s"1;

PF = 17,5 cm?; kgo = lmm; h =2 mm.

In einer direkten Hinrechnung wurden fiir ein Modell-
fluid mit den durch die Beziehungen (28) und (29) redu-
zierten Parametervektor apyp = (My5 o135 Bup B1) =
(2; — 15; — 210; 25) die folgenden Fourierkoeffizienten
Ag = — 1.077 - 10—5, By = — 7,628 - 10-6, Cp =
8,486 - 10-8 und Dy = — 2,1407 - 10~ bestimmt.
Diese Parameter dienen nun als Ausgangspunkt fiir die
Losung der inversen Aufgabe zur Uberpriifung der Lei-
stungsfihigkeit und fiir den Vergleich beider Verfahren.

Fiir das auf der Losung von (27) basierende Verfahren
kann generell festgestellt werden, dafi die Newtonsche
Losung als einer der zwei Startvektoren ungeeignet ist,
da in diesem Falle das Verfahren divergiert. Da jedoch
auf der Basis der Viskosititsfunktion fiir das zu unter-
suchende Fluid relativ einfache Angaben iiber die GroBe
von 7, und die GroBenordnung von ;) gemacht werden
kénnen und die Vorzeichen der Werte physikalisch de-
terminiert sind, sind folgende beide Startvektoren relativ
einfach zu erstellen:

ol = (195 -10; —200; 20)
oD = (21; —20; —2000; 30)
=R -4y ) )

Das mit diesen Vektoren gestartete Verfahren bricht im
Sten Schritt ab und liefert als Losung
o = (2,69; —1499; —2124; 86,16).

40

wWo=35571;8,=1s"1; p=10% kgm=3;

(s34

2R

Dazu sind 25 Funktionsaufrufe (Lésungen des Differen-
tialgleichungssystems) notwendig. Eine Verbesserung des
Losungsvektors kann durch wiederholte Abarbeitung des
Aié{)réthmus erzielt werden, wenn mit gé’ und gil) =
ol?) gestartet wird.

£in anderes Paar von Startvektoren g(;} = (1,5; - 10;
~ 170 30) und o)) = (2.0; - 15; - 200; 50) fiihrt nach
21 Berechnungen des Differentialgleichangssystems zu
dem Losungsvektor ol®) = (1,79; —14,99; —2108;
—5,66). Diese zwei Beispiele und andere, nicht ange-
filhrte Rechnungen zeigen, daf die Bestimmung der er-
sten 3 Komponenten von « von der Wahl der Startvek-
toren relativ unabhingig ist. Die Gréfie §; hingt dem-
gegeniiber sehr stark von den Startvektoren ab und ist
auch fir die starke Empfindlichkeit des Fourierkoeffi-
zienten C gegeniiber den Ausgangswerten verantwort-
lich. Wihrend bei allen Rechnungen die Fourierkoef-
fizienten A, B und D mit einem relativen Fehler kleiner
1 Prozent Yestimmt werden konnten, schwankt dieser

Fehler fiir C in groBen Grenzen (100 % bis 300 %).

Anhang

Anhang A 1:
Parameter des Differentialgleichungssystems (20)
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Bild 2

Graphische Darstellung der Plattenschwingung x_ (t) in Ab-
hingigkeit von verschiedenen Parametervektoren. Dabei ent-
spricht der Parametervektor

omRr = (1 —15; —210; 25) dem Modellfluid und die
Parametervektoren g(oR) = (1,5, —100; — 100 ; — 100),

Qgg) = (1,58 ; —14,91; —134; 5,76) und

PP = (188 ~14.98; —2103 ; 2.63), der Startnihe-
rung, der Losung nach einmaliger Anwendung des Simplexver-
fahrens und der Losung nach wiederholter Anwendung des
Simplexverfahrens, wobei 9(89) als Startvektor diente.

Auch fiir das auf Gleichung (26) beruhende Verfahren
kann festgestellt werden, dafi der Startvektor, der der
Newtonschen Niherung entspricht (g(rg) =(2,0,0,0)
zur Divergenz des Verfahrens fiihrt. Es zeigt sich aber,
daBf eine sehr grobe Schitzung der Parameter, die fiir
das nicht-Newtonsche Materialverhalten verantwortlich
zeichnen, zu einer verniinftigen Niherung fiihrt. Mit
g(;) = (1,5; —100; —100; — 100) gelangt man nach
89 Funktionsaufrufen (Losungen des Differentialglei-
chungssystems) zu o - (1,58; — 14,91; — 134, 5,76).
Benutzt man diesen Vektor als Startvektor, so erhilt

(53) = (1,88; — 15,98; — 210,3; 2,63). Die den

man ap 98
89) 14459
Parametervektoren oy g , @ r  undap ™’ entsprechende

A2:
Darstellung der Funktionen f; — fg

2 2
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= 2, 2
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f4 = —L31 ug —L30 ll7+l.lé (K31 (112 —u4)+2K30 uy ll4) +
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2, 2
f5 = Myg ugp —Myy ugp +(ug, +uy, ) (Nyg ugp —Nyp ugp)
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_ 2
f6 = My ugn + My ugp, + (ud, +uj )(Njg ugp +Nyj ugp)

- 2 a2
f7 = Mag ugn —My; ugy +N3g uzp (ug), — 3u; )~ N3y ugp (u3, +3u2,)

N 2 L2
fg = Mo ugn + M3 ugp + Nao ugp (ugy +3ug,) + Naj ugy, (u2, — 3uj,)

Un = Ui(h); i=2,4,6,8

Schwingung der Platte x,, ist im Bild 2 graphisch darge-
stellt. Es ist zu erkennen, daf zwischen x; (amR, t) und
Xp (g(lfs), t) kaum noch ein Unterschied besteht, wohin-
gegen sich die anderen Schwingungen deutlich von
Xp (AMR,t) abheben. Auch hier (und an weiteren Test-
beispielen) zeigt es sich, daf besonders der Parameter §;
stark von der Wahl der Ausgangsniiherung abhingt und
zu starken Schwankungen des Fourierkoeffizienten C
fiihrt.

Der Vergleich beider Vorgehensweisen zeigt, daf das mit
einem Vektor zu startende Verfahren zu besseren Losun-
gen im Sinne kleinerer mittlerer relativer Fehler des Para-
metervektors fiihrt, obwohl weniger Information iiber
die Anfangsniherungen erbracht werden muf. Dieser
Vorteil wird durch eine 3 bis 4fach hihere Rechenzeit
erkauft. Fiir das auf der Losung des Gleichungssystems
(27) beruhende Verfahren wurde je nach Wahl der Start-
vektoren 70 — 90 Sekunden CPU-Zeit auf der IBM-An-
lage 370 benétigt, wohingegen fiir das andere Verfahren
250 — 300 Sekunden benétigt werden. Da Rechenzeiten
in dieser GréBenordnung akzeptabel sind, wird dem Ver-
fahren, das nur einen Startvektor benétigt, der Vorrang
gegeben.

Der Autor méchte hiermit Frau G. Palm vom ORZ der
Technischen Hochschule Leuna-Merseburg fiir die Unter-
stiitzung bei den umfangreichen Programmierarbeiten
Dank sagen.
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