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Zur Untersuchung diinner Platten im elastisch-plastischen Bereich

Hans-Georg Recke
0. Einleitung

Beim Erreichen der elastischen Grenzlast in einer Platte
ist deren Tragfihigkeit fiir verformungsfihige Werkstoffe
noch nicht ausgeschépft. Ahnlich wie beim Balken ist
der Spannungsverlauf iiber die Plattendicke im elasti-
schen Bereich linear, so daB sich die maximalen Ver-
gleichsspannungen an der Ober- bzw. Unterseite erge-
ben. Dagegen treten in der Plattenmittelfliche bei der
fir diinne Platten iiblichen Vernachlissigung der Quer-
kraftschubverformungen keine Spannungen auf. Somit
kénnen sich Spannungsspitzen durch ortliches Fliefen
abbauen. Stellen die dabei entstehenden plastischen Ver-
formungen fiir die Funktionstiichtigkeit der Konstruk-
tion kein Hindernis dar und besteht keine Gefahr des
Sprodbruches, diirfen plastische Deformationen bei der
Bemessung der Platte zugelassen werden. Damit kann
man eine bessere Ausnutzung des Werkstoffes erreichen.
Die Spannungsumlagerungen durch ortliches FlieGen
sind mittels der Plastizititstheorie [2], [3] darstellbar.
Analytische Losungen fiir derartig stofflich nichtlineare
Randwertaufgaben sind nur in Ausnahmefillen zu fin-
den. Dagegen gestatten numerische Verfahren, wie auch
die Methode der finiten Elemente, eine Untersuchung
komplizierterer Probleme.

In der vorliegenden Arbeit wird iiber ein FEM-Pro-
gramm zur Untersuchung diinner Platten im elastisch-
plastischen Bereich berichtet. Nach einer zusammen-
fassenden Darstellung der theoretischen Grundlagen und
des programmtechnischen Ablaufs werden einige Bei-
spiele angegeben. Hier ist deutlich zu erkennen, wie sich
mit wachsender Belastung die plastischen Gebiete an
der Ober- bzw. Unterseite und auch in Richtung zur
Plattenmittelfliche ausbreiten.

1. Spannungs-Dehnungsbheziehungen im elastisch-
plastischen Bereich

Im Folgenden wird homogenes, isotropes Werkstoffver-
halten vorausgesetzt. Die Dehnungen setzen sich aus
elastischen, thermischen und plastischen Anteilen zu-
sammen. In inkrementeller Schreibweise lautet dieser
Zusammenhang, wobei als Schreibweise d( ) = ( )
gelten soll,

& = 4@ + 4O + @ . (L1

Mittels des Schubmoduls G und der Querdehnungs-
zahl u ldBt sich das Hookesche Gesetz in der Form

s _ 1 . [
& =55 Gy— e 835 k) (1.2)

schreiben. Daraus ergeben sich die Beziehungen zwi-
schen den Zuwiichsen des Dehnungsdeviators (i'ij(e) und
des Spannungsdeviators §; zu

v (€) _ 3 (e) 1 3 (e) _ 1 . 1 . - 1 ..
di " =dy == 8 dy = 55 G 3% %) T 56 S
und die elastische Volumendilatation zu (1.3)

i ) - 1-2p

Fiir die thermischen Dehnungsinkremente gilt

d5® = 8;(BT) = 8 do, (1.5)

wobei T die Temperaturdifferenz zur spannungsfreien
Ausgangstemperatur und $ der Temperaturdehnungs-
koeffizient ist. Fiir die phinomenologische Beschreibung
des plastischen Verhaltens werden die Fliefbedingung,
die Verfestigungsregel und die Fliefregel benotigt.

Die FlieBbedingung liefert eine Grenze, die angibt, bei
welchem Spannungszustand bleibende Verformungen
eintreten konnen. Aufgrund ihres einfachen Aufbaus hat
sich die FlieBbedingung nach von Mises in verallgemei-
nerter Fassung

F = %(s{j — a) 5 —aﬁ)—%k2 =0 (1.6)
fir eine numerische Behandlung als besonders vorteil-
haft erwiesen. Die FlieBbedingung (1.6) erfat sowohl
isotrope als auch kinematische Verfestigung des Werk-
stoffes. Die isotrope Verfestigung wird durch eine affine
Aufweitung der FlieBhyperfliche im Spannungsraum er-
fafit, die kinematische Verfestigung durch eine trans-
latorische Verschiebung der FlieBfliche im Spannungs-
raum beschrieben. Die Ortskoordinaten der Lageinde-
rung sind die Mittelpunktspannungen aj;.

Die Verfestigungsregel bestimmt die Anderung der Flieb-
fliche in Abhingigkeit von der Belastungsgeschichte. Fiir
die kinematische Verfestigung wird die lineare Prager-
sche Regel

aj = &5 = 3o b d;® (17

verwendet. Dabei sind sy die FlieBspannung des unbe-
lasteten, spannungsfreien Materials und b eine skalare
dimensionslose Grobe, die der Koodinate der Mittel-
punktspannung im eindimensionalen Vergleichszustand
proportional ist. Die isotrope Verfestigungsregel wird
cinem Vorschlag von Landgraf [5] folgend in der Form

k = SF [__li—oc___ ((cl + dv(P))1+02 —C11+c2)—bd£p) + 1]
2

(1.8)
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angenommen. Die freien Konstanten c,, ¢;, ¢y gestat-
ten eine Anpassung an die im eindimensionalen Versuch
aufgenommene Spannungs-Dehnungs-Kennlinie. Die Ab-
leitung
k
dv(p)

= TP =spc (19)

wird als Tangentenmodul bezeichnet. Fiir den dimen-
sionslosen Faktor ¢ findet man aus Gl. (1.8)

e=cy(cy +d,®)°2 _p (1.10)

Dabei ist das Inkrement der einachsigen plastischen Ver-
gleichsdehnung durch

@ - (240 5 0)2
dy®) = (§ dj; dij(p)) (1.11)
definiert.
Die FlieBregel
: oF _
1

geht wiederum auf von Mises zuriick und besagt, da ein
plastisches Fliefien im Spannungsraum normal zur Flief-
fliche erfolgt. Der in dieser Annahme enthaltene skalare
Faktor A wird mittels der Konsistenzbedingung F = 0 be-
stimmt. Damit wird ein Verlassen der Fiieffliche fiir die
mit einem Belastungszuwachs verbundenen Spannungs-
inderungen ausgeschlossen. Aus dieser Forderung folgt

. 9 .
A s — (- ak]) 8k - (1.13)
4k%sp (b+c)

Mit Hilfe der Abkiirzung

Sp
N=1+ —(b+c) (1.14)
und des Tensors 4. Stufe

3
Ty = SZN (s — a55) (8] — ) (1.15)
last sich Gl. (1.12) in der Form
: () _ 3N s A
d; 2sp(b+e) Tijki (1.16)
schreiben.

Der Gesamtdehnungszuwachs (1.1) ergibt sich durch
Addition der Gln. (1.2), (1.5) und (1.16) zu

& =

i(s'.,__“__ 3N Toor s g
b 2GYY 1+u 2sp (b * C) ijk1 51

(1.17)

Sij skk) + 5ij ‘._io +

woraus man als Spannungszuwachs
_ . u . 1+ u . .
& = 2G[d; * - 8jj dyy — =M 855 do — Tijk1dia]
(1.18)
erhilt.

Die Untersuchung diinner Platten im Rahmen der Kirch-
hoffschen Theorie setzt den ebenen Spannungszustand
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0, i =1,2,3 fiilhrt auf

voraus. Die Forderung 83; =

(a$ Ba )\y M= 1,2)

.26 }
S0 = = [(1_”)60(7\6[3[1 +ﬂ5aﬁ 5)\“ - NI ((]—_#)zTaﬁ)\u

—H(-m)(Tap3zdny * 605 Tazaw

+ 1280880 T3333) 1 (dry — Sy do) (1.19)
sowie
. _2spb
a5 = 3N [a- ”)Tlﬂ\u “T1]335)\u](d)\u“6)\ud)
(1.20)
und
d,® - kNN (=1 Gy ~ap,) —n (53 a33) 3,1
(@Au—8pds),  wobei (1.21)
=(I-m-(1-2pTy333 ist. (1.22)

2. Grundgleichungen

Im Hinblick auf eine Niherungslésung mittels der FEM
[1] wird im folgenden die Matrizenschreibweise benutzt.
Dazu werden definiert:

u = (uv, w)T . Vektor der Verschiebunger
s = (sxx,syy,sxy)T . Vektor der Spannungen
m = (mxx,myy,mxy)T . Vektor der Momente
q = (qx,qy)T . Vektor der Querkrifte
d = (dxx,dyy,2dxy)T ... Vektor der Dehnungen
k = —(Wlxx,W|yy,2Wlxy)T. .. Vektor der Kriimmungen
d, = (I,I,O)TE(BAT) . Vektor der Temperatur~
1 dehnung
ko = (LLO)" £ (BAT)
T
_ll = (Sxx’syy7sxy’axx’ayy’axy’dv(p))
. Zustandsvektor
1 n 0
c® - 12G M 1 0 . Elastizitatsmatrix
A —u 1
0 0 =(1-
5 (1-1)
ax 0 ay| T

D = . Differentiations«

L 0 ay x operator

Dabei sind z die Koordinate senkrecht auf der x, y-
Ebene, w(x,y) die Verschiebung der Plattenmittelfliche
in Richtung der z-Achse, h die Plattendicke und AT die

Temperaturdifferenz zwxschen Plattenoberseite (z = —)
und -unterseite (z = — —) Der Verschiebungszustand
in der Platte ist durch

u = (—2dy, —23y, )T w (2.1)



besummt, daraus list sich der Vektor der Dehnungen
d=1zk 2.2)

berechnen. Die Momente und Querkrifte
m = [sede, q=[(s3,, s,)" dz (2.3)
— h A

geniigen den Gleichgewichtshedingungen

T
D'm + =

(Ox,0y) g +p =0 (2.5)

(2.4)

=}

k=)

In denen p(x,y) eine bhekannte Flichenbelastung dar-
stellt. Ist B ein am Randstiick ¢, vorgegebenes Biegemo-
ment und Q eine ebenfalls auf ¢, vorgeschriebene Er-
satzquerkraft, dann lautet das Prinzip der virtuellen Ar-
beit fiir eine inkrementelle Laststeigerung

51 = [ (T 6k—pow)dA — f (0% 8w — B8 (3, w))ds=0.
AT T c

q
(2.6)
Das Stoffgesetz im elastischen Bereich
3 . X . .
=1 0O (K~ ko) =B (k - K) @7)

und im elastisch-plastischen Bereich (F = 0, dv(p) >0)
mo= [(C©@+ P2 da(k - ko)
2 A K=K

= B9 BTk - k) (28)
kann man gemi6 Gl. (2.3) unter Verwendung von Gl.

(1.19) berechnen. Fiir die inkrementelle Anderung des
Zustandsvektors h [6] ergibt sich

h=C(k-ko), 2.9)
wobei die Koeffizienten der Matrix C mittels der Gln.

(1.19) bis (1.21) zu bestimmen sind. Der Zustandsvek-
tor wird zur Darstellung der Fliebbedingung in der Form

hWTFh-kZ =0 (2.10)
mit
1 —05 0 —-15 0 0 0]
1 0 0 -150 0
3 0 0 -3 0
L 3 -15 0 o @Y
3 0
0

symm. §

L

benutzt. Durch Einsetzen der Beziehungen (2.7) bzw.
(2.8) in die Variationsgleichung (2.6) folgt

oIl = [ (K —ko)T Bk dA+ (K —k,)TBP 5K dA
4 X7 %e) B0k
. -p
—AfF&ivdA_f((S*Bv'v——BB(anW))ds:O. (2.12)
(4
p

Das erste Integral enthilt die infolge elastischen Werk-
stoffverhaltens in der Platte gespeicherte Energie, im

zweiten steht derjenige Anteil davon, der dissipiert und
somit in Wirme iibergeht, wenn im Teilbereich Ap plasti-
sche Deformationen erfolgen. Die restlichen Summanden
sind die Arbeit der dufieren verallgemeinerten Krifte.

3. Niherungslosung

Ausgangspunkt fiir eine Niherungslosung mittels der
FEM ist die Variationsgleichung (2.12). Als eine im Sin-
ne der Variationsrechnung zulissige Vergleichsfunktion
fiir einen Verschiebungszuwachs Aw wird das bekannte
Polynom 5. Grades mit 18 Freiwerten [8] benutzt.

Sind

_ Toyo::
vy = (W w1 W2 Wi W22, Wi 12) 1= gk (B

der Knotenvektor in den Eckpunkten eines Dreieck-
elementes und

Ve vyt -2)

—i
der Elementknotenvektor des Elementes e sowie wyq ein

Vektor, der alle Glieder eines Polynoms 5. Grades ent-
hilt, kann fiir ein Verschiebungsinkrement

A% = oy THT AV (33)

angegeben werden. Damit lassen sich

Ak = —W'L Ay (3.4)
und
3y AW = wy5 TDLHT A¥ (3.5)

berechnen. Das Einsetzen der Gln. (3.3) bis (3.5) in die
Variationsgleichung (2.12) fiihrt auf das algebraische
System

e e() € € E
+L [ WB® Ak, dA —H [wy) Ap dA
e [

A

D A

e £
—H J wy AQ"ds+ HD, f w5 aBds) = 0.
€ [
c c

q q
(3.6)

Die Berechnung der Matrix B(P) ist vom vorliegenden
Spannungszustand und dem Belastun§sinkrement selbst
abhingig. Fir eine Entlastung (Ad(vp < 0) verschwin-

den die Koeffizienten dieser Matrix. Die Integration des
zweiten und vierten Summanden in Gl. (3.6) muB nu-
merisch erfolgen [4], [1].
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Fiir die Bestimmung von

K® = AL (ZcgW B P WH LT (3.7)
q

bzw

e ee

P = AL Zeg W B, Ak, (3.8)

ist die in den Stiitzstellen bendtigte Matrix ]ei ®) ent.
sprechend Gl. (2.8) ebenfalls durch numerische Integra-
tion

(4 ( ) _ 2 €
Bq P = hq %cr Zr (_:.qr (39)
zu ermitteln. Addiert man die Beitréige aus Temperaiur-
dehnung, Flichenlast und Randiasten zum Vektor Ar,

folgt aus Gl. (3.6) das lineare Gleichungssystem fiir jeden
‘Lastschritt

(3.10)

A
Da zu Beginn eines Lastschrittes A die Matrix K(P) nicht
bekannt ist, wird in einer Voraussetzung mit einer gewis-
sen Teillast € Ar, 0 <« <1, zunichst

A1

AY =K aAr (3.11)

A

und damit ein Zustandsvektorinkrement A h bestimmt,

A A
das zur Berechnung von B(®) bzw. K(P) verwendet wird.

4. Anwendungen des Programms NLP 80

Die in Bild 1 gezeigte Rechteckplatte mit dem Seitenver-
hiltnis 2 : 1 ist allseitig freiaufliegend gelagert und durch

eine konstante Flichenkraft p = 2 p,| belastet. Fiir ela-

| — Fmmmmms | E =2110°MPa
I | | sp =680MPo
| :
o %_ L Py =225MPa
! N | AB=01p,
{ . | & =05
s e — I | =80cm
21 h = 6cm
y 8 Elemente y 32 Elemente
9 Knoten 25 Knoten
M M
X X

S
Y k=s_(1+10% )

VE

elostlsch plastisch

Sv k=s_= konst.

de

elastisch ~ idealplastisch

Bild 1
Allseitig freiaufliegende Rechteckplatte
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stisch-idealplastisches und elastisch-plastisches, linear
verfestigendes Materialverhalten sowie zwei Vernetzun-
gen wurde eine Berechnung bis in die Nihe der Traglast
durchgefiihrt. Die Vernetzung kann wegen der Symme-
trie auf ein Viertel der Platte beschrinkt bleiben.

Den Verlauf der Verschiebung in der Plattenmitte zei-

gen Tabelle 1 und Bild 2.

Tabelle 1
Verschiebung in der Plattenmitte
wyy lem]
2 k=sp k = sp (1+1024,P))
Pel
8 El. 32 EL 8 El. 32 EL

1,0 0,758 0,765 0,758 0,765
1,2 0,919 0,925 0,916 0,923
1,4 1,126 1,132 1,101 1.110
1,6 1,440 1,448 1,340 1,352
1,8 2,029 2,074 1,639 1,656
2,0 3,713 3,842 2,034 2,056

L3

R k=s, (1:10 d,")

2 -

/’)'V""'
k= Se
1
1 w
2 3 4 5 W
el

Bild 2

Bezogene Verschiebung . in der Plattenmitte
Wel

elastisch - idealplastisch elastisch —plastisch

Bild 3 —

p
Plastische Zonen bei steigender Belastung —
Pel




Der Einflub der Verfestigung des Materials auf den Ver-
schiebungszustand ist deutlich zu erkennen. Die Unter-
schiede zwischen beiden Vernetzungsvarianten sind
kleiner als 4 %, so dak die relativ grobe Vernetzung fiir
technische Zwecke ausreichend genau ist.

In Bild 3 sind die Grenzlinien der plastischen Zonen an
der Plattenoberfliche (z = * 0,5 h) und im Inneren
(z = £ 0,34 h) in Abhingigkeit vom Belastungszustand

p .
—— gezeigt.
Pel
i Schnitt B-B
i Variante 1 _
2a R | EEEEEEEEREEY
T g 1 ez R
B %\ B [ Variante 2
1 ’ o* 5
2a HIEEEREERNN!
B A g
h b_ i Variante 3
a 01 , a 0,2 5 5
|
r h _ HIRERRERRRERN
;=Q1 ' T_l-—O,S H}: ; > : ’
L
.o
Bild 4 a J
Allseitig eingespannte !
Quadratplatte
- 4
p
(Py),
3 |_Var. 1,3
——"__
%4"— Var. 2
2 =
=
1
(o}
(W),
Bild 5

w
Bezogene Verschiebung—— nahe der Plattenmitte

Wel

FlieBgelen

Bild 6

k 28

FlieBgelenk 2.8

Plastische Zonen bei steigender Belastung r

Pel

(2]

Die plastische Verformung beginnt in den Ecken der
Platte, etwas spiter auch in der Plattenmitte. Von hier
aus breiten sich die plastischen Gebiete an der Oberfli-
che und zur Plattenmittelfliche hin aus. Wihrend an den
Plattenlaibungen nur geringfiigige Unterschiede zwischen
den beiden verschiedenen Materialgesetzen sichtbar wer-
den, findet man fiir z = * 0,34 h deutliche Abweichun-
gen voneinander. Die lineare Verfestigung des Werkstof-
fes bewirkt, dafi die Plastizierung in Richtung zur Mit-
telfliche langsamer fortschreitet. Dies wird an den Li-

nien P . 1,8 sehr deutlich sichtbar. Sie sind im Falle
Pel

des elastisch-idealplastischen Verhaltens bereits zusam-
mengewachsen, und es ist zu vermuten, daf sich etwa
entlang der gestrichelten Linie ein Fliefgelenk ausbildet.
Ein zweites Beispiel soll den Einfluf einer Bohrung auf
das Tragvermogen einer Platte zeigen. Dabei wurde
elastisch-idealplastisches Materialverhalten angenommen.
Als Variante 1 wird die ungelochte Quadratplatte unter
konstanter Flichenbelastung untersucht. Die Varianten
2 und 3 enthalten ein Loch in der Plattenmitte. In
Variante 3 wurde die Platte in der Mitte verstirkt. Das
zusitzlich aufgebrachte Material entspricht gerade dem
Volumen der Bohrung, d. h. die beiden Platten nach
Variante 1 und 3 besitzen das gleiche Volumen. Um
auch die Belastung vergleichen zu kénnen, werden die
beiden gelochten Platten zusitzlich zur konstanten Fli-
chenlast am Lochrand mit einer Randkraft Q = 0,5 pr
belastet (Bild 4). Die Durchbiegung eines Punktes in der
Nihe der Bohrung ist in Bild 5 dargestellt. Wihrend die
Varianten 1 und 3 etwa gleiches Tragverhalten aufwei-
sen, ergibt sich fiir Variante 2 eine verminderte Traglast.
Die fiir Variante 1 ermittelten plastischen Zonen in der
Platte (Bild 6) stimmen mit den von Kiesewetter [7] an-
gegebenen Ergebnissen sehr gut iiberein.
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