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Grundlagen der nichtlinearen Festkérpermechanik - eine

methodische Einfihrung

C. ReiBmann

0. Einleitung

Die Beschiftigung mit nichtlinearen Problemen der Fest-
kérpermechanik hat in den zuriickliegenden Jahren inter-
national bedeutend zugenommen. Diese Entwicklung
wird durch folgende Faktoren beeinflufit: a) der aus
materialokonomischen Forderungen immer gezielter be-
triebene Leichtbau bei moglichst voller Ausschdpfung
der Tragreserven, b) die Verwendung neuer Werkstoffe
mit grofem Verformungsvermdgen und besonderen
rtheologischen Eigenschaften, ¢) der erreichte Entwick-
lungsstand der auf phinomenologischer Betrachtungs-
weise beruhenden Kontinuumstheorie, d) der Stand der
elektronischen Datenverarbeitung auf der Grundlage
einer sehr leistungsfihigen Computertechnik.

Durch die bereits erzielten Ergebnisse wird das Interesse
der Ingenieure an den theoretischen Grundlagen der
nichtlinearen Kontinuumsmechanik spiirbar stirker. Da
jedoch im Rahmen der traditionellen Ausbildung auf
den Gebieten der Technischen Mechanik kaum noch
Raum hierfiir vorhanden ist, bleibt hiufig nur die Mog-
lichkeit einer postgradualen, nicht selten autodidakti-
schen Einarbeitung in diese Problematik. Dabei sind
neben dem Tensorkalkiil als notwendige Arbeitsgrund-
lage neue Betrachtungsweisen, Begriffe und Beziehun-
gen zur Behandlung von Kérpern mit endlichen Defor-
mationen und komplizierterem Werkstoffverhalten

sowie auch besondere numerische Lésungsmethoden er-
forderlich.
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In der vorliegenden Arbeit wird der Versuch unternom-
men, die nicht ganz einfache Theorie der nichtlinearen
Verzerrungen im Lichte ihrer Anwendung auf elastische
Stabprobleme in methodisch einfacher Weise darzustel-
len.

1. Die grundlegenden
raumlichen Problem

Beziehungen beim

1.1. Problemdarstellung und Schreibweise

Es wird ein elastischer Korper in einem dreidimensiona-
len kartesischen Koordinatensystem in der Konfigura-
tion 0 (unbelastet) und in der Konfiguration M (bela-
stet) betrachtet, Bild 1.

Zur Darstellung des Ortsvektors, der Verschiebungen,
Krifte, Verzerrungen und Spannungen wird die Index-
schreibweise verwendet: x;, u;, €j» Tij» - - - [1].

Als Koordinatenindizes werden zugelassen: i, j, k, 1, m,
n, p, q. Diese kdnnen unabhiingig voneinander die Werte
1, 2 oder 3 annehmen (freie Indizes).

Das Kronecker-Symbol 8;; nimmt den Wert 1 fiir i=j und
den Wert O fiiri% jan,z.B.:859=1,83; =0.

Uber zweifach auftretende Indizes wird summiert von 1
bis 3 (stumme Indizes), z. B.: 0y} = 097 + 099 + 033 =

Oy + 0y +0,,8;=3

Ein und derselbe materielle Punkt des Kérpers habe in
der 0-Konfiguration, die Bezeichnung P\ und seine Lage
wird mit den Lagrangeschen Koordinaten x(; angegeben.

Bild 1
Kérper mit endlichen Verschiebungen und Verzerrungen
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In der MKonfiguration habe er die Bezeichnung P und
seine Lage wird durch die Eulerschen Koordinaten x; be-
schrieben. Zwischen diesen Koordinaten bestehen stets
eindeutig umkehrbare Beziehungen:

© %; = x;(Xo1 X02 X03) = X0i * v(X01,%02,X03) » (1a)
xg; = X0i(x]1,X2,X3) = x;—uj(x],Xg,X3) - (1b)

Hierbei sind u; die Koordinaten der Verschiebung P—O—I-’-
Die Darstellung dieser FeldgroGen als Funktionen von
xg; innerhalb des Volumens Vj der 0-Konfiguration
heifit Lagrangesche Darstellung (LD), wihrend die Be-
schreibung u; = u; (x1,x3,x3) im Gebiet V der M-Kon-
figuration als Eulersche Darstellung (ED) bezeichnet
wird.

Fiir die drei Verschiebungen u; werden in ein und dem-
selben materiellen Punkt in den Konfigurationen ,,0”
und ,,M” gleiche Werte

u; (xg1 %02, X03) = uj(x1,%2,X3)

gemessen.

Es ist leicht einzusehen, dab z.B. die ersten Ableitun-
gen dieser Funktionen a) nach den Lagrangeschen Koor-
dinaten in V) und b) nach den Eulerschen Koordinaten
in V veschieden voneinander sind, z. B.:

du;(xg7 ,X02,X03)
a XOJ

Ou;(x1,x9,%3)

axj )
Deshalb werden die in der Konfiguration O gemessenen
(die in der LD beschriebenen) Zustandsgrofen mit dem
Index 0 vor den Koordinatenindizes i, j, k, . . . geschrie-
ben, wihrend die in der aktuellen Konfiguration M ge-
messenen (die in der ED beschriebenen) Zustandsgrofien
lediglich mit den Koordinatenindizes geschrieben wer-
den, siehe Bild 1.
Uber die in Betracht kommenden Grofen gibt Tabelle 1
Auskunft. Zur Umrechnung dieser GroBen (z. B. der
Spannungen) von einer Konfiguration in die andere sind
eindeutige Beziehungen zwischen ihnen erforderlich.

=U0ij #Uij =

Tabelle 1
Zeile  Name der geometrischen und Bezeichnung
Nr. Zustandsgrofen LD ED
1 Koordinate, Linge X0 Loi  Xp Ll
2 Fliche Agi A
3 Volumen Vo v
4 Dichte Py P
5 Elastizititsmodul, EOijkl Eijkl
6 Verschiebung y w
7 Verformung €ij &j
8 Spannung ] 0
9 Schnittkraft Soi 5
10 AusBere Einzelkraft (FOi) Fi
11 AuBere Flichenlast (tg) t
12 AuSBere Volumenkraft (pg;) p;
13 Temperatur, -differenz T,,0 T,0
14  Temperatur-Spannungs-K oeffiz. ﬁOij ﬁij
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1.2. Transformationsbeziehungen zwischen den Gréfen
der LD und ED

Eine wichtige Grundlage zur Herleitung von eindeutigen
Beziehungen zwischen den GroBen der LD und der ED,
[2], [3], sind die Gleichungen (1), mit denen sich fiir in-
finitesimale geometrische Elemente folgende Transfor-
mationen ergeben:

0x; oy
dx; = dxom = (Bim * é"—“ ) dxom (2a)
X0m X0m
0x(); ou;
dxg; = -52‘_ dxy = (6, — ) dxy, - (2b)
xm a m

Fiir ein Volumenelement dV, das von der Konfiguration
0 in die Konfiguration M transportiert worden ist, gilt

(21

dvV =]JdV, (3a)
1
dvgy = T dv (3b)
mit der Jacobi-Determinante
axl/ax01 ax2/8x01 BX3/3x01
J = det 3x1/8x02 axz/aXO2 aX3/axO2 (4)
axl/ax03 ax2/6x03 8x3/8x03
Die Massebilanzgleichung
pdV = podVy (5)
liefert mit (3) die Beziehung
p
j =22, (6)
p
Ebenfalls aus (5) folgt mit
aXOm
pdV = pdA;dx; = pgdVo = pgdAg; dxo; = po dAgm ——
1
die Transformationsbeziehung fiir die Flichenkoordinaten
a
aa = 20 Zom gy (7a)
P aXi )
und analog
p Oxpy,
dAg;= — dA,, . (7b)
Py 0xg;

Fiir die Transformation eines Oberflichenelementes dA
folgt unter Beachtung von (7)

2
2 Po 9%Xom OXop
dAZ = dA.dA. =f D0 TOm
! Al (p ) ox 3xi
und daraus mit den Koordinaten des Normaleinheitsvek-
tors auf der Oberfliche der Ausgangskonfiguration

dAOm dAOn

i

dAn:

0i _ Yoi (8)
dAg
die Beziehung

dx;



_ PO aXO aXO ~
T = = Yom Yon dAy =] dA, (%)

p axl 3xl

und analog
P 0x, Ox 1

dAg = — \/ = L ypvdA= —dA.  (9b)
Po V Oxgi 9xo; J

Bei einer Starrkdrperverschiebung gilt J = T= 1. Liegen
trotz grofier Verschiebungen nur kleine Verzerrungen
vor, so diirfen die Werte J, J gleich eins gesetzt werden.
Die Verformung an der Stelle eines materielien Punktes
kann durch verschiedene Verzerrungstensoren ausge-
driickt werden [2]. Bei einer Differenzenbildung der
Quadrate infinitesimaler Strecken nach und vor der

Belastung lassen sich folgende Verzerrungstensoren
definieren:

a) in der LD der Greensche Verzerrungstensor €0ij

dxk dxk — dek dek = 2€0ij dei dej

1 axk Bxk
€pii = — — — 6 = 10
0ij 2 <ax0i' axoj U> (102)
S (e B

b) in der ED der Almansische Verzerrungstensor €
dxk dxk - dek dek = 2eij dxi de

1< gk dxgk
6=\ &i— - — —— )= 10b
1) 2 1) axi aXJ ) ( )
(G uy
2 aXJ aXi axi aXJ /

Aus

aXO aXO
€jj dx; dx; = €g;; dxo; dxgj = €opp ax.n ax‘" dx; dx;

i i

folgen die Transformationsbeziehungen fiir die Verzer-
rungen eij

ox 0x,

6= — —ep, (11a)
axi aXJ

und analog
ox ox

€0ij= —— —— €mn - (11b)
a‘XOi aXOj

Unter der Voraussetzung infinitesimal kleiner Verschie-
bungen u; kénnen die Quadrate der Ableitungen der
Verschiebungen in (10) vernachlissigt werden. Der Un-
terschied zwischen x; und xg; verschwindet und somit
auch der Unterschied zwischen Almansischem und
Greenschem Verzerrungstensor:

1 (3ui . auj i
e.. :e e = — —— .
Y 01“ 2 axj aXi ) ( )

Die wahren Spannungen 0;; in einem PunktP der ver-
formten Konfiguration M Leiﬁen Eulersche oder Cau-
chysche Spannungen. Da bei endlichen Verschiebungen
und Verformungen in beiden Konfigurationen verschie-
dene Verzerrungen €;; und € jj gemessen werden, werden

sich i. a. auch verschiedene Spannungstensoren in der ED
und in der LD ergeben [2].

Ein plausibler Spannungstensor im entsprechenden
Punkt Py der Ausgangskonfiguration ergibt sich, wenn
zusiitzlich zur Massegleichheit auch die Gleichheit der
Deformationsenergie W in beiden Konfigurationen ge-
fordert wird:

1 1
dW = -2- ij eij dV = -2— OOij eOij dVO = dWO . (]3)

Aus (13) folgt mit (11b), (3b) und (6)

1 1 ox;  Ox; P
—0:€:4dY = — - ] €:: (.__ dV)
und somit die Transformationsbeziehung zwischen den
Spannungen zu

_— O'Om no (14-3)

und analog, unter Verwendung von (1la), (3a), (6) in
(13),
Py Oxg; 9xg;

Ojj = (14b)

o Oxy, Oxy mn*
Die Spannungskoordinaten 0p;; stellen den 2. Piola-
Kirchhoff-Spannungstensor dar. Er ist ebenso wie der
Cauchysche Spannungstensor symmetrisch.

Die Tatsache, daf er die Energiedquivalenz (13) gewihr-
leistet, ist fiir die Anwendung des Prinzips der virtuellen
Arbeit von Bedeutung.

Werden ferner die Spannungen iiber das Stoffgesetz

in der ED, (15a)
in der LD (15b)

o5 = Ejki e
99i; = Eoijk1 €0kl
durch die Verzerrungen ausgedriickt, so folgt ebenfalls

aus der Energieiquivalenz (13) die Transformationsbe-
ziehung fiir die Koordinaten des Elastizititstensors:

p  0x; ox; ox,  0xp

E.. = — J E 163

l]kl Po aXOm aXOn onp aXOq Omnpq ’( )
Po Oxg; Oxgj Oxg 0xg

Eoijki — 5— 5~ 5 >— Emnpq- (16b)
p Oxp 0xy, axp axq

Liegt ein quasistatisches Temperaturspannungsproblem -
vor, soist es sinnvoll, die Aquivalenz der freien Energie F
in beiden Konfigurationen zu fordern. Nach [4] gilt:

(Lg 0 0 g?)qy
=\ 3 Poijk1 €ox1 €oij — Boij €05 © — 5T, 0>
wobei die absolute Temperatur T, sowie die Tempera-
turinderung © =T — T, in den zugeordneten materiel-
len Punkten der beiden Konfigurationen gleichwertig
sind. Unter Beachtung von (5) und (11) ergeben sich
aus (17) als Transformationsbeziehungen

— fiir die Temperaturspannungskoeffizienten §;;
P axl aX'

B = — - Bomn » (18a)
Y pg Oxom Oxgn "
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P 9xo; Oxg;

N 18b
BO“ P Oxy, 0x, s (18b)
— fiir die spezifische Wirmekapazitit c,

p

Ce = — Ce0> (19a)
Po

Ceo = fo Ce - (19b)
p

Diese Transformationen gewihrleisten ebenfalls die
Gleichwertigkeit der Entropie in beiden Konfigurationen

(C] C)
dS = <3ij €j * ce T—>dV = <ﬁoij €0ij * Ce0 ,—I,——> dvy.
o o

Die Frage, welchen Transformationen Krifte unterwor-
fen sind, kann an Hand der Gleichgewichtsbedingungen
in den Punkten der Oberfliche eines beliebigen Teilvo-
lumens des Kérpers untersucht werden. Es wird lediglich
verlangt, daf die Gleichgewichtsbedingungen in beiden
Konfigurationen erfiillt sind:

dFj = dAl aij (203)
dFO} = dAOi aOij . (20b)

Die Transformationsbeziehungen (7a) und (14a) in (20a)
eingesetzt,

_ Py 9xg p 0x; Ox;
dFj‘dAi"ij:(— —mdAOm)<— — )00np
P 0x Py dxpn Oxgp
an aXJ
= 6mn 8_ d*AOm O0np = r dA()m %0mp =
Xop XOp
ox: x.
= 31 dF i - N
Op- liefert dF;, = dF
axOp p i dxom om (2la)
und analog
axm
dFg; = > dr,, . (21b)
Xm

Ein Vergleich mit (2) zeigt, dafi die Krifte den gleichen
Transformationen unterliegen wie die geometrischen
Elemente dx;, dxg;. Diese Transformation ist im Hin-
blick auf die Ubertragung von Schnittkriften S;, Sp; von
einer Konfiguration in die andere von Bedeutung.

Bei der Anwendung des Prinzips der virtuellen Arbeit ist
keine Transformation der duBieren, am verformten Bau-
teil angreifenden Krifte erforderlich, wenn beachtet
wird, daf auch das Gesamtpotential II des Systems
idquivalent sein soll. :

Fiir den Fall, daf z. B. nur Einzelkrifte F(ia) an einem

Korper angreifen, gilt beispielsweise

1
I §f 0y €5 AV — ZFga)uga)
\
(@ 22)
1
) f %0ij €03y 4Vo —Z F{ u®.
Vo (@
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Treten Volumenkrifte p; und Oberflichenkrifte t; auf,
so kann das Potential dieser Krifte

U=/ pwdv+ [ tudA (23a)
v A

mittels der Beziehungen (3) und (9) durch Integrationen
iiber Vo und Ay der Ausgangskonfiguration 0 wie folgt
ermittelt werden:

U =f inuidvo+f}quidA0 (23b)
Vo Ag

Dabei werden die Intensititen p;, t; einfach in den zuge-

ordneten materiellen Punkten der Ausgangskonfigura-

tion wirkend gedacht (Parallelverschiebung, Bild 2).

Im folgenden wird U symbolisch durch ein skalares Pro-
dukt von Kriften F und Verschiebungen D dargestellt:

U=FD-D'F. (24)

Es werden nur mechanische Probleme betrachtet.

Bild 2
Oberflichenkrifte

1.3. Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen

Wegen der Energiedquivalenz (13) kann das Prinzip der
virtuellen Arbeit in der Form

an:f 8 €y 0g;j dVo — 8D F =0 (25)
Vo

geschrieben werden. Diese Arbeitsgleichung stellt die
Gleichgewichtsbedingung fiir die Konfiguration M unter
der Wirkung der vollen Belastung F dar. Berechnungsver-
fahren, die von dicser Gleichung ausgehen, werden als
,»Vollastverfahren™ auf der Grundlage der ,,Totalen La-
grangeschen Darstellung” (TLD) bezeichnet.

Die Gleichgewichtsbedingung fiir den Zustand M kann
aber auch mittels der Lagrangeschen Darstellung in einer

beliebigen Referenzkonfiguration R formuliert werden
[5], Bild 3a. Sie lautet:

f Seg;; op;j dVg =6D F. (26)
Vr



Dabei werden die Elemente von D, F im Koordinaten-

system xp ; gemessen.

oR; sind die in der Konfiguration M wirkenden, aber in

der Referenzkonfiguration R gemessenen, — oder auch

die von der Konfiguration 0 in die Konfiguration R

transformierten, — Zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungen
P ale aXRJ

op :: — _— = o— -
Rij =~ R axm dx, mn

(27)

€Rjj sind die von R aus gemessenen Greenschen Verzer-
rungen

Lo o oW,
ER“ = 5

(28)

beJ ale ale aXRJ

mit der Variation

Sew. = 1(65?{1 + 66’1\1"J + aﬁﬁk BTik + Bﬁ'ﬁ'k B’Ek \
Rl'] aij axRi 6xRi aij aij aXRi}
(29)

Damit und unter Beriicksichtigung der Symmetrieeigen-
schaft des Spannungstensors, opj = ORjj, lautet die
Glelchgewmhtsbedmgung (26) nun

a6u; 0u
+ uk uk

f (BxR- OXR; axR-) orjj dVr = 8D F (30)
VR ) i J
mit
ORijj = ERijmn €Rmn =
lemn aan 2 ame aan> )
und
oo o PR OXRi Oxpi Oxpy Oxg) |
Rkl Po Oxom Oxgp 9xqp 9xpp Ompd
(32)

Ein auf Gl. (30) aufbauendes Berechnungsverfahren ist
ebenfalls ein Vollastverfahren.

Die beliebig wihlbare Referenzkonfiguration R splelt
aber vor allem im Zusammenhang mit einer schrittweisen
Aufbringung der Belastung durch sog. Lastinkremente
AF und der laufenden Verlegung der Referenzkonfigura-
tion in die nach jedem Lastschritt neu berechnete Konfi-
guration eine grofe Rolle. Fiir diese stiindige Aktualisie-
rung hat sich der Begriff ,,updating” eingebiirgert.

Aus praktischen Griinden wird dabei oft die Referenz-
konfiguration R nicht genau gleich der Konfiguration M
nach dem m-ten Lastschritt gewihlt, sondern eine fiir die
Beschreibung besser geeignete, aber nur niherungsweise
mit M zusammenfallende. Eine gerne praktizierte Mog-
lichkeit ist in Bild 3b dargestellt, wo als Referenzkonfi-
guration R die an den Ort von M starrkdrperverschobene
Ausgangskonfiguration 0 dient.

Aus diesem Grunde soll das Gleichgewicht bei inkremen-
teller Belastung in einer zunichst beliebig gewzhlten Re-
ferenzkonfiguration R untersucht werden.

a)

B

b)

Bild 3

Lagrangesche Darstellung in verschiedenen Konfigurationen
a) beliebige Referenzkonfiguration R

b) R durch Starrkérperverschiebung von 0

Es sei nach dem m-ten Lastschritt die Konfiguration M
bekannt. Die Gleichgewichtsbedingung (30) werde als
erfiillt betrachtet. Infolge einer erneuten Lastzunahme
AE stellt sich eine der Konfiguration M benachbarte

neue Konfiguration N ein. Fiir diesen Zustand N lautet
die Gleichgewichtsbedingung

f 8(erij + Aegjj) (g + Aogj) dVR = 6(D
VR

. (33)
+AD)" (F + AF).
mit dem Verzerrungstensor
o(d: + AU (. + AU.
eRij+ AeRij - _[ (lll lll) n (llj AUJ)
2 aXRJ aXRi
ATy + AT) (T + ATL)]
, 9wy + Auy) A(uy uk)J (34)
OXR; aij
- epy l(aA?ii N aATij N ouy AT
2 aij OxR; OxR; aij

0T 04T 24T, aAﬁk>

aij Oxp;  Oxg; aij

In der Literatur sind bei der Variation des Verschie-

bungs- und Verzerrungsfeldes verschiedene Argumenta-
tionen und Vorgehensweisen zu verzeichnen:
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a) es wird nur die Verschiebung im Zustand M variiert

(6],
5(D+aD) =D, (aD-0)

1 /06T, 0AT,
b(epjj* Aegj) = degjit —(

2 aXRi aij

8%, dAW,
+
aij aXRi >

b) es wird nur der Verschiebungszuwachs variiert [7],

s(D+aD) - saD, (sD-0)

8(u; + ATy - 5A%,, (5%;=0)

8(epy; + Aeyj) = B Aeg; = 1(% , 2847,
2 aij OxR;

08AT Oy DBAT, ATy
aXRi aij aij aXRi

+

D5AT) AT, 5AW), AT,
+
axRi aij aXRJ axRi >

c) es ist natiirlich auch maoglich, gleichzeitig die
Verschiebung des Zustandes M wie auch den Ver-
schiebungszuwachs unabhiingig voneinander zu variie-
ren. Als Sonderfall ist damit auch die Gleichheit
dieser Variationen zuléssig:

8D =5AD, 5%, = AT, (35)

womit sich fiir die Verzerrungen aus der Summe von a)
und b) ergibt:

35 AT, AT,
(egjj + Aegjj) = 20€eg+ ——

aXRi aij
, Q04T 24T (36)
aXRJ ale ’

Unter Beachtung der Gleichgewichtsbedingung (30) fiir
M und Beriicksichtigung der Symmetrie des Spannungs-
tensors folgt mit (35) und (36) aus (33):

[36A%. 95AW, (¥, + AT

* k 9(uy + Auy)

f o Lt . > 1 Aog;; dVg
Vi L 9%R; XRi XR; |

(37

38 Ay 0 Auy ~T ~
+ ORIJ dVR =86 AD AF.

aXRi aXR~ - -
VR !
In dieser Gleichung sind og;; wie auch u; bekannte
Grofien des Zustandes M. Fiir den Spannungszuwachs
ist der Verzerrungszuwachs vermittels des Hookeschen
Gesetzes

Aorij = ERijki Aegy

AT, AW, 0AW, 1 dAW, JAW,
= Egijki * t =
OxR] OxXR) 9XR]

2 Oxgi 9xg]
24

)(38)

einzusetzen (hierbei sind die Symmetrieeigenschaften
des Elastizitiitstensors beriicksichtigt worden).

Das zweite Integral auf der linken Seite von (37) liefert
beim Ubergang zur FEM-Formulierung die sog. ,,geome-
trische Steifigkeitsmatrix” oder ,,Anfangsspannungs-
matrix” K.

Werden die AD und D = £ AD als Knotenverschiebun-
(m)

gen in einem FEM-Netz betrachtet, so kann mit Hilfe

von (37) das FEM-Gleichungssystem in der Form

[K(D, AD) + K¢ (og )] AD = AF (39)

hergeleitet werden. Die Losung AD fithrt vom Zustand
M zum Zustand N.

Je nachdem, ob nun die Referenzkonfiguration R in die
Ausgangskonfiguration 0 oder in die nach dem m-ten
Lastschritt gefundene Konfiguration M verlegt wird,
handelt es sich um eine

a) Inkrementelle Methode auf der Grundlage der Tota-
len Lagrangeschen Darstellung (IMTLD) bzw.

b) Inkrementelle Methode auf der Grundlage der Upda-
ted Lagrangeschen Darstellung (IMULD).

Zu a) die IMTLD:
R fillt mit O zusammen, Bild 3, es gilt:

T, A%, = Ay, 5AT; =84y, 5AD=5AD,

l:u

19
ORij = Ogjj » AORjj = Adgj;, AF=AF,

alle GréBen werden im Koordinatensystem x(; gemes-
sen. Die Gleichgewichtsbedingung lautet

(88A11i+ 06 Auy, duy, N 08 Auy, 0Auy,

Agg;; dV
axoj 0x; 3x0j 0xg; axoj ) 0ij =70

mit

Adg;; = Egjjk1 A€ok

0Au Ou, aAun+£aAun aAun> a1)

+
axm aka axm

Oljkl 2 aka axm

Zu b) die IMULD:

Liegt R sehr dicht bei M (z. B. starrkdrperverschobene
0-Konfiguration), so kann (37) bereits als Ausgangsglei-
chung zur Formulierung der FEM-Gleichungen auf der
Grundlage der ULD betrachtet werden.

Fiir den Fall, daf R genau mit M zusammenfillt, gilt:

=0

i keine Anfangsverschiebungen

ORij = Oj Cauchy-Spannungen in der Konfigu-
ration M
Aogj; = Aoy 2. PiolaKirchhoff-Spannungen  der

Konfiguration N, gemessen in M.



Ebenso werden die Inkremente Auj, AD, AF im upda-
ted lokalen Koordinatensystem x; der verformten Kon-
figuration M gemessen. Aeg;j; = Aeyy; sind die in M
gemessenen Greenschen Verzerrungsinkremente

1 (0ATW; 0AY; 0JAT, AT
ey = — < Ik B ). @
2 \ox 0x; ax; 0x;
Die Gleichgewichtsbedingung lautet
38 AT; 08AT,, AT
f< 5y 2 m u"‘> Aoy; dV
(43)

AT, AT
+ / oij
aXi aXJ

m 4V -5AD AF
s
mit
AT, 1 AT, 0AT,

ijkl t s
\ax 2 ax  ax .

Aoy = Ejjig Aemy = E

(44)

Im folgenden soll die Anwendung auf Stabprobleme
dargestellt werden.

Anwendungsbeispiele

2.1. Fachwerke mit endlichen Knotenverschiebungen,
einschlieflich Diskussion zu einigen Lésungsalgo-
rithmen

Bild 4 zeigt ein Fachwerk mit groBen Knotenverschie-
bungen D unter der Wirkung von &ufieren Knotenkrif-
ten F. Zur Anwendung des Formalismus der allgemeinen
Kontinuumsgleichungen kann man sich den Einzelstab
in eine fiktive, sich mitverformende Scheibe eingebettet
denken.
Mit den in Bild 5 gewihlten Koordinatensystemen lauten
die Beziehungen zwischen den Koordinaten eines mate-
riellen Punktes Py (xg, yg) bzw. P(x,y) dieser Scheibe.
= + dy sin Y +

x = d cos' Y +dysin ¥ + A xg 45)
y = —dlsm\P+dzcos¢/+7\y0.
Die sich mit Hilfe dieser Gleichungen ergebenden Trans-
formationsbeziehungen der fiir den Fachwerkstab ma6-
gebenden GroBen sind in Tabelle 2 wiedergegcben:

Tabelle 2:

Allgemeine Beziehungen Fachwerkstab
axi
dxi = dxom L = )\Lo
Om
O S = AS
dF, = —— dF =
i axOm Om 0
PO Fxom Py, 1
dA; = — dA A = —+ —A
p Ox Ox P 2
g; = — O0mn o6 =— X o
y Po Oxom Oxon Po

~m

NN

-

AN\

Bild 4
Fachwerk mit endlichen Knotenverschiebungen

Bild 5
Beziehungen zwischen Lagrangeschen und Eulerschen Koordi-
naten bei einem Fachwerkstab

§ = €0mn € =5 %

Eijkl = EOmnpq

p
E-— By

Po

Zur Herleitung der FEM-Gleichungen wird eine beliebige
Referenzkonfiguration R, Bild 6, zugrunde gelegt, die
ja, falls gewiinscht, in die Konfiguration 0 oder M iiber-
fiihrt werden kann. Die im Koordinatensystem (xg , yR)
gemessenen Elementknotenverschiebungen und -krifte
sind

d =[dydydzdy], £ =[f; fyf31,] (46)

und fiir die von R aus gemessenen Verschiebungen u, v’
kénnen folgende Funktionen verwendet werden:

T=(-9d+5dy, V=(1-Hdprtdy, (47)
(- R (48)
LR
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X
Bild 6

Elementknotenverschiebungen und krifte eines Fachwerk-
stabes beziiglich einer beliebigen Referenzkonfiguration R

Fiir die Greensche Verzerrung beziiglich R gilt

o (83)2 1(67 )2 (49)
€R = —*t — + = —
B g 2Voxg/ 2 \oxg
1 1
=?+§?2+§?’2

Hierbei sind

1 o~
= ——(da—dl)——ﬂ‘ d, (50a)

R

1 Loy

& - ——(d4—d2)— — g1 (50b)
LR -

mit den Hilfsvektoren

a'=[-1010], pT=[0-101]. (51)

Werden diese in (49) eingefiihrt, so folgt

1L [/ €\ ¢ T o]~
€R = — 1+ —ja +— d 52
R 1k K 2)— 2EJ— ©2)

deg =8€(1+€)+8T T

~n 1 1 ‘ ~ (53)
=5d" — [«.w —(«yfwﬁ'f)g] :
Lpg |~ Ly -
Fiir die in R gemessene Stabkraft gilt
SR = AR OR = ER Ag eg
E A / ~ ~
St [ Ty, P G4
LR 2/~ 2 -

Die Anwendung des Prinzips der virtuellen Arbeit ent-
sprechend G1. (26),

6€R OR VRZBGR SR LRZBETZ, (55)
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liefert die FEM-Gleichung fiir das Vollastverfahren.
Fir den Fall, daf R mit der Ausgangslage 0 identisch

ist, folgt:

EnA EqnA

0Ao aal+ 20 0(eaaT+raﬁT)

LO 2 0 - -

S (56)
+ —O(go_tT+BBT)} d=f

. Ll
oder ‘

ki +ky) +5§5£} -k d=1. 57)

ky, ist die lineare Steifigkeitsmatrix des elastischen Fach-
werkstabes bei unendlich kleinen Knotenverschiebun-

gen.
(1) (2 )

kNL’ k

zusammen den nichtlinearen Anteil an der Sekantenstei-

sind mit e, r, Sg von d abhiingig und bilden

figkeitsmatrix k. Wegen aBT in k(l) ist diese Matrix
und somit die Gesamtmatrix ky unsymmetnsch k( )
stellt die geometrische Stelflgkeltsmatrlx dar.

Die Aufstellung des FEM-Gleichungssystems fiir das ge-
samte Fachwerk mit den dufieren Knotenkriften F und
den unbekannten Knotenverschiebungen D zum System

K,D=F, K=K+ K+ k) (59)
erfolgt in iiblicher Weise:
— Transformation der Elementmatrizen d, f, kg vom

lokalen Koordinatensystem (xq, yg) in das globale
Koordinatensystem (X, Y).

— Erfiillung der Vertriglichkeits- und Gleichgewichtsbe-
dingungen an jedem Fachwerkknoten

— Einarbeitung der kinematischen Randbedingungen.

Zur Losung des Gleichungssystems kann ein iteratives
Verfahren Verwendung finden, bei dem die Sekanten-
steifigkeitsmatrix nach jeder Losung neu berechnet wird.
Die Konvergenz ist im allgemeinen nicht gesichert,
Bild 7.

m————
S}

br.x-"

Bild 7
Loésungsschema mittels Sekantensteifigkeitsmatrix
a) Konvergente Einschachtelung b) Divergenz



Zur Herleitung der gegeniiber dem Vollastverfahren be-
vorzugten inkrementellen Methoden werden die Ver-
schiebungs- und Verformungszuwichse

AV =(1—§) Ady +£Ady, AV=(1—§)Ady+£Ad,

- . . AT? AT2
AeR=(l+?)Ae+rAr +T+

(59)

mit
1 ~ Ay 1 ~
AT= 0=~ oTAT, AT= Y- gTAd
- aXR LR— -
(60)
benétigt. Aus (37) folgt damit
{ SAT[(1 +?+A’€')+8A?’(?’+A?)]AOR
+(BATAT + AT AT) og }ARLR_aAETAZ
=6Ad {[(1+€)a+TB]ASR + ————
R
T T T Tl
(aa” +BB )AQ—AL}—O (61)
Nach Einsetzen von
Eg Ag

ASR = ER AR AER = L
R

[a+2)aT +767 ;a7 az?, ot ©
+ + + +
[[( e)a r J 2 9 |

4

in (61) ergibt sich die Elementgleichgewichtsbedingung
in folgender Form:

~ ~ ~
| -~ —
I;TAQJr:Ar_(i) = Af . (63)

L
Hierbei ist

~ Erp A ~~
- ROR (+%) 2 aa +(1+7) T (@6 + pa’)
T LR —_ = e

7206T] ¢ R (aa + g7 (64)

[ Ran

die symmetrische Tangentensteifigkeitsmatrix, die zwar
vom erreichten Verformungszustand, nicht aber von den
noch unbekannten Inkrementen Ad abhingt. Das zweite
Glied auf der rechten Seite von (64) ist die Anfangsspan-
nungsmatrix (geometrische Steifigkeitsmatrix).

Der in gestrichelten Rechteckklammern stehende Kraft-
vektor auf der linken Seite von (63)

Ep A
AT, = ‘;1: AT+ ATH (14 7) a7
AS ~ (65)
+ .__f_{(aaT +53T) A_d_
LR - -

ist ein von den zu ermittelnden Inkrementen Ad nicht-
linear abhingiges Restglied der inneren Krifte.

Der Zusammenbau des Gleichungssystems fiir die Ge-
samtstruktur liefert schlieflich:

roooq
K AD+ E—AB(i)J: =AF (66)

Wird das Gleichgewichtskorrekturglied AR(;) vernach-
lassigt, so driftet, — in Abhingigkeit von der Stirke der
Nichtlinearitit und der GréBe der Lastschritte AF — die
Niherungslosung von der wahren Lésung ab, Bild 8a.
Zur Vermeidung dieser Abdrift ist nach jedem Last-
schritt (oder auch jeweils nach einigen Lastschritten)
eine Gleichgewichtskorrektur sinnvoll, Bild 8b.

Uber weitere Losungsstrategien siehe [8], [9]. '

a) b)
F F 40
Noherung 45 ab L
: 1
: ‘ AR .
5 i R (1)
3 AR
aD | .
A 4F] | 4%
! | '} kraD
(FD)
00,00, i D ag (0+a)
Bild 8

Losungsalgorithmus mittels Tangentensteifigkeitsmatrix
a) ohne und b) mit Gleichgewichtskorrektur

Aus den Gln. (61) bis (65) konnen leicht die entspre-
chenden Gleichungen fiir die IMTLD und fiir die IMULD
hergeleitet werden.

Bei der IMTLD, (40), geht R in 0 und damit

(d,%,%, Ad, AT, AT, AT) in (d, e, 1, Ad, Ae, Ar, Af)

iiber.
Bei der IMULD, (43), geht R in M iiber, und deshalb ver-

schwinden wegen d = 0 auch €'und T

Damit vereinfachen sich die Matrizen auf der linken
Seite von (62):

k.= —aa + — (@xa + 67
=T L — L (—— EE ) (67)
AS ~

o= —— (AT AT Y ar —Maa+ppT) Ad
=(@) = L — =7 -
(68)

mit :

EA 7 ~ EA o

ASM:TQ Ag+?(Ae + AT 7). (69)

Das Aktualisieren (updating) der GroBen E, A, 1, S er-
folgt entsprechend den Transformationsbeziehungen der
Tabelle 2. Treten trotz groBer Knotenverschiebimgen
nur sehr kleine Verzerrungen auf, so konnen die o. g.
Groben in den Konfigurationen 0 und M als gleichwertig
betrachtet werden. Insbesondere verschwindet dann
auch der Unterschied zwischen S( und S bzw. 0 und 0.

2.2. Biegetriger mit Lingskraft

Es sei vorausgesetzt, dab die Bernoullische Hypothese
gilt und daf der Abstand z eines Punktes P zur Schwer-
punktschicht wihrend der Verformung des Triiges kon-

stant bleibt, Bild 9.
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& 0, T %
" Iy
a1+
021 ——u(x,)
03 .
SnPx,
0,4 // ? 0)
0511 — o)
u
L, W (Xp)
n
Ly
Bild 9

Biegetriger mit groen Verschiebungen
a) Verformungsgeometrie b) LD der Verschiebungsgrofien

Fiir die Verschiebung up,, Wy, ergibt sich damit
up =u—zgysing, Wp =W —zg (1 —cosy) (70)

Hierbei sind u = u(xg) und w = w(x) die Verschiebun-
gen des zu Py(xg,zg) gehodrigen Punktes Qg in der
Schwerpunktfliche der Ausgangskonfiguration.

¢ =9¢(xg) ist der Neigungswinkel der verformten
Schwerpunktslinie an der Steile Q.

Mit
a ow 0
_L,:u'7 ——:W’, —So—:gp’ (71)
0xg 9 0x
und mit
du du,
——p=u'—z0¢'cos¢, —1=—sincp
axO azO (72)
owp , , . wp
— =W —zg9¢ sing, — =—(1—cosyp)
axO aZO
ergeben sich die Greenschen Verzerrungen wie folgt

. :iiﬁ,-+l(aup>2+_l_<awp>2

ML 3xg 2 \oxg 2 \ ox,
BRI O S T
9 =u + 5 (Wotw otz ¢
—2,¢ [(1+1) cosp+w'sin] (73)
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€ = .a_“.’_p-l'_]_-.(ai 2+ l(awP 2:0
037 329 2\ 3z 2\ 9z
P

z
1 /0u ow ou, Ou
_ _ P P P
6(113-6031-§<—-+ Tt

azO aXO aXO aZO

a
ﬁﬂ_@):o

“ dxy 0z
Wegen
, Ow 0Ox ,
w=—* —-=tangp(l+u) (74)
9x aXO

ergibt sich fiir die Verzerrung €j1; = ¢, die Beziehung

1 ! 7 ! ’ w,
€0=u'+—(u2+w2+z(2)<p2)—z0sp e (75)
2 siny
Ferner gilt:
, 0s dy 1 , 0s 0w
=— —=A—, wW=—— —=Asing. (76)
aXO 0s Py aXO Js

Hierbei sind s die natiirliche Koordinate der Schwer-
punktslinie, A = A(x() die Streckung der Schwerpunkts-
linie und py = py (x¢) ihr Krimmungsradius.

Mit (76) folgt aus (75)

eOZu'+l[u'2+w'2+(?\ z_")z} 2R
2 PK Pk

Wegen der Kompliziertheit dieses Ausdruckes ist das
Vollastverfahren bei grofien Verbiegungen von Stiben
kaum geeignet.

Der Ausdruck vereinfacht sich wesentlich, wenn fol-
gende Voraussetzungen erfiillt werden:

z0<pk, AR 1. (78)
Die vereinfachte Beziehung fiir die Greensche Verzer-
rung lautet dann

! 1 I2 !
Tut oW~y

1 ’
u<w ,

(¢ =w"). (79)

Ein Zuwachs von €; entsprechend (79) lautet

1
Aeg = Au'+ wAW'+ (Aw)2 25 Ay. (80)

Die IMTLD kann aber mit diesem Dehnungsinkrement
wegen der einschrinkenden Voraussetzungen (78) nicht
fiir beliebig grofie Verbiegungen angewendet werden.
Wenn jedoch nach jedem Lastschritt die Referenzkonfi-
guration aktualisiert wird, kann der Ausdruck (80) in
der Form

]
Ae = A+ F'AV s D (AT - 20AF, (@)

fiir die IMULD verwendet werden. Dabei bedeutet z. B.
u" die Ableitung von U nach xj.

Im Gegensatz zum vorhergehenden Beispiel des Fach-
werkstabes, wo bei der IMULD die aktuelle Konfigura-
tion M direkt als Referenzkonfiguration fiir den neuen
Lastschritt verwendet wurde, ist es hier sinnvoll, fiir ein
finites Trigerelement nicht die verbogene Konfiguration
M zu wihlen, sondern einen geraden Stab, der so anzu-



ordnen ist, daBi die von seinen Punkten aus gemessenen
Verschiebungen u, W, 51_ moglichst kleine Werte anneh-
men.

Wird z.B. die starrkorperverschobene 0-Konfiguration
eines finiten Elementes entsprechend Bild 10 verwendet,
so gilt fiir die Anfangsknotenverschiebungen

a7 - (33, d;3d, d5 dg)=[007,5, 05,1  (82)
mit
5b= L—Lo, $a=Dk—¢, (pb-:Dn—ll/. (83)

Bild 10
Elementenknotenverschiebungen und krifte bei der IMULD

Die Lage dieses Referenzelementes im globalen Koordi-
natensystem (X, Y) ist gekennzeichnet durch seinen An-
fangspunkt R, und seinen Richtungswinkel ©

Zb+Dm—Za—DJ
X, + D — X, — D
(84)

R,(X,*Dj, Z,+Dj), tan®=

Die Arbeitsgleichung (37) liefert mit
dVR = dAR dXR N LR = LO N ER = EO
(85)
Aog =EgAeg = Eg [AT+W'AW"+ = (A’“’) ]

nach Integration iiber den Querschnitt Ag = A, folgen-
de Ausgangsgleichung fiir die FEM-Formulierung:

Es%e_/[«SAE’(Au +WIATY) AW (WIAY + W' 2AW ) dxg
LO )

*Eoly [ 8AF'A7 dxg + Sy [ 8AF AT dxy - sad AT

Lo Lo
r - AW:2 ,
— [EgAg / 8 AT +EAW AW (AT'+ W AW
L LO )
~12
A 1
+ b )de; ,  mit IO=A/ 22

die nach Einfiihrung geeigneter Koordinatenfunktionen
h; fiir die Verschiebungen,

AT =[hy hy][Ady Ags)T

AW = [hz h3 hs h6] [AE2 A’(T3 A’(Ts AE6 ]T

T
W =lhgh3hshg][0 ¢, 0 ¢}]

zu folgenden FEM-Gleichungssystem fiir ein Stabelele-
ment fiihrt

| VR
| ~ ~
—uu : Kuww Ailu Aju ;( AfRu :
_.___T_____._.___._-l —_ -ﬁ______|
l_(wwu i ]_fwwww + kww +1‘8J Adw A_t;w {l A_Rw:
= = = )l

Hierbei ist k., =K .\

—uww °’
Ein analoger Aufbau der FEM-Gleichungen ergibt sich
fiir das Plattenproblem [10].

Der beschriebene Algorithmus wurde an Hand einfacher
Fachwerke sowie eines Kragtrigers mit Endmoment
erfolgreich erprobt [10].
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