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Die Grundgleichungen einer linearen Theorie fiir diinne, elastische
Platten und Scheiben mit inhomogenen Materialeigenschaften

in Dickenrichtung
Holm Altenbach

0. Einleitung

Konstruktionen mit inhomogenen Materialeigenschaften
in Dickenrichtung werden seit ca. 50 Jahren erfolgreich
in der Technik angewendet. Der verstirkte Einsatz dieser
Materialien in letzter Zeit erfordert eine kritische Durch-
sicht der bisher geschaffenen Theorien fiir Platten und
Scheiben. Die verwendeten Berechnungsmodelle fiihr-
ten teilweise auf ungenaue Losungen bzw. auf Lésungen,
die mit erheblichem Rechenaufwand verbunden sind. In
dieser Arbeit wird ein Berechnungsmodell vorgestellt,
welches aus der Theorie einfacher Schalen von P.A. Shi-
lin abgeleitet ist [1], [2].

Dabei werden jedem Punkt einer zweidimensionalen
Fliche mechanisch sinnvolle Freiheitsgrade zugeordnet.
Eine solche ,,direkte” Vorgehensweise bei der Formu-
lierung der Grundgln. stiitzt sich auf die Theorie der
Cosserat-Flichen [3]. Die spezifischen Elastizititsmo-
duli in den konstitutiven Gln. bestimmt man durch
Vergleich mit einfachen Testaufgaben einer dreidimen-
sionalen Theorie. In der Arbeit wird die lineare Elastizi-
titstheorie als Grundlage genommen, wobei der Span-
nungstensor 7 symmetrisch sein soll. Magliche Testauf-
gaben zur Ermittlung der spezifischen Elastizititsmo-
duli sind z. B. in [4] beschrieben. Die dort gewonnenen
Aussagen lassen sich leicht auf beliebiges inhomogenes
Material erweitern.

Die hier gewihlte Vorgehensweise unterscheidet sich
wesentlich von den von Grigoljuk, Bolotin, Ambar-
cumjan u. a. vorgeschlagenen Losungswegen [5], [6],
[7]. Die ,,direkte” Ableitung der Grundgln. ist einfacher.
Die Ordnung der zu losenden Gleichungssysteme bei
mehrschichtigen Konstruktionen ist wesentlich niedri-
ger, fordert jedoch eine genauere Bestimmung der
spezifischen Elastizititsmoduli. Neben der Herleitung
der Grundgin. enthilt die Arbeit eine Reihe von Bei-
spielen. Dabei werden ausschlieBlich dreischichtige
Platten mit symmetrischer Querschnittsstruktur be-
trachtet, da diese in der Literatur ausfiihrlich beschrie-
ben werden und somit die Mdglichkeit zum Vergleich
gegeben ist.

1. Die kinematischen und dynamischen Glei-
chungen

Als Modell der Platte oder Scheibe wird eine zweidi-
mensionale, ebene Cosseratfliche betrachtet. Da bei der
Formulierung der Grundgin. die Platten- und Scheiben-
wirkung gleichzeitig beriicksichtigt werden, wird im
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weiteren nur noch von einer Platte gesprochen. Die
Bewegungen der Cosseratfliche werden durch den Ver-
schiebungsvektor

u = ug *veg + wn (1.1)
und den Verdrehungsvektor
a'9=9 = —yre; * ¢ e (1.2)

beschrieben. Die Komponenten beider Vektoren sind
auf Bild1 fir ein x,y,z-Koordinatensystem an einer
Rechteckplatte gezeigt. u und v sind die Verschiebun-
gen in der Cosseratfliche, w ist die normal zur Cosserat-
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fliche gerichtete Verschiebung, ¢; und g, sind die Ver-
drehwinkel um die Einheitsvektoren e und ey, nist
der Einheitsvektor in Richtung der Normalen zur Cos-
seratfliche. Mit ¢ wird der ebene Anteil des Verdre-
hungsvektors ¢ bezeichnet, a = e} e + eg e ist dererste
Metriktensor der Cosseratfliche. Damit besitzt jeder
Punkt der Cosseratfliche 5 Freiheitsgrade und die hier
vorgestellte Theorie entspricht der Timoschenko-Reiss-
ner-Theorie [8] fiir homogene und inhomogene in Dik-
kenrichtung Platten.

Der Spannungszustand wird durch zwei KraftgroBen-
tensoren beschrieben

Tie161 * Tige1ea + Toree; + Toeoea + Tygey n+ Togean
b

Myeiea + Mpyeaep —Maege; —Mypere; - (1.3)
Dabei sind T;, Ty die Zug/Druckkrifte in der Ebene,
Ty, Tg; die Scherkrifte in der Ebene, Ty3, To3 die
Querkrifte, M;, My die Biegemomente und M; 5, My,
die Drillmomente. Die Komponenten des Kriftetensors
T und des Momententensors M stellen physikalisch ge-
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sehen Schnittkrifte und Schnittmomente dar. Auf
Grund der Transformationsformeln zwischen dem Span-
nungstensor 7 und den KraftgréGentensoren T und M

[21V B
(1.4)

mit ¢ = e eg — €9 € als Diskriminantentensor,

folgen die Symmetriebeziehungen Ty9=Tg;, M;s=
My;. Die Komponenten der Kraftgrobentensoren sind
auf Bild 1 gezeigt.

Wenn v der Vektor der Normalen zum Rand C des zwei-
dimensionalen Kontinuums ist, so gelten folgende Be-
ziehungen

Twy=v-T, Mp)=v-M. ’ (1.5)

Die Gln. (1.5) entsprechen den Cauchyschen Beziehun-
gen der Elastizititstheorie. Folgende Flichenbelastungen
werden eingefiihrt:

Flichenkrifte: q = qye; + qgep + q3n ,

(L6)

Flichenmomente: m = —mge; + myes .

Die Bewegungsgln. werden mit Hilfe des Impulserhal-
tungssatzes und des Drehimpulserhaltungssatzes formu-
Liert. Wenn p, die Dichte des dreidimensionalen Konti-
nuums ist, so liBt sich die Dichte der Cosseratfliche wie
folgt berechnen [2]

p = <P*> . (1.7)
Die Massenverteilung innerhalb jedes Punktes der Cosse-
ratfliche wird durch die Trigheitstensoren p® und

p© 2 gekennzeichnet

P81 = —<pez>c, pQ=<p>1.  (18)

Die Gln. (1.7) und (1.8) gelten fiir Platten konstanter
Dicke. Homogenitit des Querschnitts wird nicht gefor-
dert. Unter Beachtung der Gln. (1.7), (1.8) und der ein-
gefithrten kinematischen Gréfen (1.1), (1.2) lautet die
vollstindige kinematische Energie (die Punkte iiber den
kinematischen GroBen bezeichnen die Ableitungen nach
der Zeit)

K= [fp(Gi-a+p 0 u+2p- 0y p)dA (L9)

DO =

Fiir den Impuls und den Drehimpuls erhilt man entspre-
chend [2]

Ky = [fo(a+@) - )dA,

(1.10)
Jfplex(i+ @] - )+ @) +0y-pldA.

Ky

Unter Beachtung der Gln. (1.10) und der Flichen- und
Randbelastungen (1.5), (1.6) erhilt man den Impuls-
und den Drehimpulserhaltungssatz in folgender Form

H
1) Unter <>ist das Integral [( )dz iiber die Plattendicke
2H zu verstehen. —H
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K1 = I qaA ¢ ST ds,

p (1.11)

at—lﬁz = ff('ﬂ+lxg)dA+f(M_(v)+£xI(v)) ds.

Dabei ist r der Radiusvektor der Cosseratfliche. Die
Kurvenintegrale in den Gln. (1.11) lassen sich nach dem
Satz von Green in die entsprechenden Flichenintegrale
umformen [9]

STpyds=fp-Tds = [V-TdA, (112)

SMpy+rxTp))ds = fl-M - (2-T)xrlds =
JJI7-M+(xx7-T) + T,]14dA.
Dabeiist T, =Tyj3e;xn+Tozepgxn=—Ty3ep +Toz ey,

o (@=1,2).

Da der Flichenausschnitt der betrachteten Cosserat-
fliche beliebig ist, lassen sich die Bewegungsgln. in der
lokalen Form aus den Gln. (1.11) unter Beachtung von
(1.12) ableiten

.. T .
v-l-}—q— = p(l—l+91 02)
(1.13)
V:M+T,+m = p(@*i+83°9).

2. Ableitung der Grundgleichungen fiir Recht-
eckplatten

Die GlIn. (1.13) beschreiben die Bewegungen beliebiger
in Dickenrichtung homogener und inhomogener Platten.
Die Bewegungsgln. lassen sich fiir den Fall, daf die geo-
metrische Mittelfliche mit der Symmetrieebene der
Platte zusammenfillt, entkoppeln. In diesem Fall wird
der Trigheitstensor p®; = 0. Im weiteren werden nur
solche Platten betrachtet.

Fiir Rechteckplatten werden die Gln. (1.13) zu2)

Tyx + Tigyt q;=Pﬁ ,
Tiox+tToytae=pv ,
Ti3xtTagytaz=pw, (2.1)
Mygx + Mgy +mg —To3 =<pu 22>y, '
My x Mgy +my —Tyg=<puz?>ip; .

In der Arbeit soll nur isotropes Material betrachtet wer-

den. Entsprechend [2], [4] gelten dann folgende konsti-
tutive Gln.

2) () xund( ) bezeichnen die Ableitungen nach x und y.



“Tlortw)=<pei2>¢y

11 22 11 22
= (1 Py u vl -2y

11 22 11 22
Ty = (G -G )u’x+(C1 +C) vy

22
T12 = Cl (u,y + V,x) )
Tyz= T+ wy) :
(2.2)
Toz= T(pg*+wy) ,
33 | ~44 33 44
Ml = (C3 +C3 )‘pl,x+(c3 -C3 )‘p2,y’

33 44 33 44

My = (G537 =G e x +(C37 + C37) gy,
44

Mo = C3 (‘pl,y +“’2,1{) )

wobei die spezifischen Elastizititsmoduli Cil, sz,
Cgs, CgA, T fiir jedes isotrope Material gelten. Nach

Einsetzen der konstitutiven Gln. (2.2) in die Bewe-
gungsgln. (2.1) erhdlt man zwei Gleichungssysteme

11 22 11 22 22 .
(cl +C]_ )u,xx+(C1 _Cl )v,yx+C1 (u,yy+v,xy)+q1:Pu N

11 22 11 22 22 .
(C1 -I~C1 )v,yy+(C1 —C1 )u,xy+C1 (“,xy+v,xx)+q2:PV ,

(2.3)

Tlorxtoaytwaxtwyy)tag=pw,

33 44 33 44 44
(C3 +C3 )‘pl,xx+(c3 ’“C3 )‘p2,yx+C3 (‘pl,yy+‘p2,xy)+ml

(2.4)

33 44 33, 44 44
(€37 =C3)01,xy * (C37 +C37) 0 5y + €37 (91,35 + 0 1) Ty

—l"(&p2+w,y) = <,D* 22 >\02

Die GlIn. (2.3) beschreiben die Bewegungen in der Ebene
oder den sogenannten verallgemeinerten ebenen Span-
nungszustand. Die Gln. (2.4) kennzeichnen die Trans-
versalbewegungen, wobei die Biege- und die Schub-

schwingungen gekoppelt sind. Damit sind die GIn. fiir
die Rechteckplatte bekannt.

3. Differentialgln. der Transversalschwingungen
fiir Rechteckplatten

Bei Einfiihrung des Laplaceoperators

A=V-V =(),xx+(),yy
und einer Hilfsfunktion

$=v1x * v2y

folgt aus den Gln. (2.4)

C3* A + 32 0y —T (o +wy) +my =<pe22>¢y,
C3* A0y +C32 9 —T(pg+w ) +my=<pu22>5,,

F(p+Aw)+qz=pw . 3.1

Diese fallen fiir homogene (einschichtige) Platten mit
den aus der Literatur bekannten Gln. [8] zusammen,
wobei die Gln. (3.1) zusitzlich Flichenmomente ent-
halten. Fiir in Dickenrichtung inhomogene Platten ha-
ben die Gln. (3.1) die gleiche Struktur. Der Unterschied
tritt in den konkreten Ausdriicken fiir die spezifischen
Elastizititsmoduli, die Dichtefunktion und den Trig-
heitstensor auf.

Nach einfachen Umformungen lassen sich aus (3.1) die
Verdrehungen' eliminieren. Mit Einfiihrung der Hilfs-
funktion

M = ml’x + mz,y

erhilt man die allgemeine Gl. fiir die Transversalschwin-
gungen

p 92 . 33 44 92 2w
A —_ + - 2> " lw+p—or-
( T 3 )[(C3 C3)A—<psz 52 Iw patg
33 44
C.°+C <p.e 22> 32
-a- 2 x 3 A+ "‘;f 3_2)q3+M.
ot 3.2)
Hieraus lassen sich wichtige Sonderfille ableiten:
— Vernachlissigung der Drehtriigheit (<p«22>=0)
p 3. 33 a4 3w
A—— —)(C7+C +p—o
A-F 52)C G Aw LW
033, o4 (3.3)
=1- 2 _3 4
22 Mg+
— Vernachlissigung des Querschubs (" - co)
33, 44 9 02 2w
A[(C3 +C3 VA —<pyz >ﬁ]w+p Fye) =q3 +M,
. (3.4)
— klassische Gl. nach der Kirchhoff-Theorie
(<ps 22>=0,T'>o0)
33, 44 2w _
C7+C7)AAw+p 32 q3 +M, 3.5)
t
— Eigenschwingungen (Transversalschwingungen):
q3 =0,m; =my =0
p 32 33 44 32 3w
A—= —)[(C7+CHA-<pe22> —Jwtp—-=0
@r 521G o2 12
(3.6)

— statische Biegegleichung nach der Reissnertheorie
(Unabhingigkeit von der Zeit) :
C33 + C44

(C§3+Cg4)AAw = (1_3—1_‘3~ A) q3 +M. (37)

4. Die allseitig gelagerte Rechteckplatte

Zuniichst sollen die Transversalschwingungen einer all-
seitig gelenkig gelagerten Rechteckplatte (0<x<a,
0<y<b) untersucht werden, wobei von der GI. (3.6)
ausgegangen wird. Wenn » die Normale zum Rand C der
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Platte kennzeichnet, so miissén am Plattenrand C fol-
gende Randbedingungen erfiillt sein

wl =0 , v M | =
C = |C
Folgende Funktion erfiillt offensichtlich die Gl. (3.6)
und die erste Randbedingung
w(x,y,t) = W(x,y) et = % Wpnn SNy, X sing,y e mnt,
e (4.1)
m

wobei wp, | die Eigenfrequenz ist. Ferner gilt A, = —,
a

My = lbq (m,n=1,2,..,00). Man kann leicht iiberpriifen,

dafi bei geeigneter Wahl der Funktionen ¢ und yq die
Funktion (4.1) gemeinsam mit diesen die zweite Rand-
bedingung erfiillt.

Im Falle der Kirchhoff-Theorie (Vernachlissigung von
Querschub und Drehtrigheit) erhilt man nach Einsetzen
von Gl. (4.1) in die modifizierte G1. (3.6) oder (3.5) fol-
gende Eigenfrequenz fiir die Transversalschwingungen

C33 + CgA

K _ 3 2 2
Wpp =W, = — ()\m ). 4.2)

Diese und die nachfolgenden Ergebnisse sind fiir homo-
gene und inhomogene Platten giiltig. Bei alleiniger Ver-
nachlissigung des Querschubs erhilt man folgende Eigen-
frequenz

K 1
Wpp =W, / 5 (4.3)

R
1+ Bon
mit
2 _ <p*22> 2 2
mn "~ p M ), (4.4)

bei alleiniger Vernachlissigung der Drehtrigheit ergibt
gich die Eigenfrequenz mit

K 1 .
pn = K L, (45)

Q
1+ﬂmn

wobei -

33 4

33t
Q2 ™3 3 .2, 2
ﬁmn——__[‘—_——(xm+”n)
ist.

Im allgemeinen Fall erhilt man nach dem Einsetzen der
Durchbiegungen (4.1) in die Gl. (3.6) bei Beachtung der

Ausdriicke fir die Korrekturfaktoren p“ und 69

mn
(4.4), (4.6) folgende Bestimmungsgl. fiir dle Eigenfre-
quenzen

K2 Q2 4 <pez2>
W —wl (L 5“ *Bpg) Gy o =
, @7
Bei Beachtung der Identitit
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R2

<psz2> B
T B K2 502
mn mn

ergibt sich die Losung der Gl. (4.7) mit

W, = K 1
mrll “mn NG 6 BQ 4.9)

mn mn

/ L

2 QZ .

n ﬁmn # 0 ist. Wenn
diese Bedingung nicht erfiillt ist, so ist statt der biqua-
dratischen Gl. (4.7) die entsprechende quadratische Gl.
zu betrachten. Die Losung der quadratischen Gl. fiihrt
dann in Abhingigkeit vom betrachteten Sonderfall auf
die bereits angefiihrten Eigenfrequenzen (4.3) und (4.5).

Die Losung ist giltig, wenn ﬁi

Fiir den Ingenieur ist es wichtig zu wissen, welche Gro-
Benordnung die Korrekturfaktoren (4.4) und (4.6) ha-
ben. Zunichst wird der Fall homogener (einschichtiger)
Platten betrachtet. Wenn L ein charakteristisches Lin-
genmaB der Platte ist, so sind 7\l2n und #121 L-2 propor-

tional. Ist 2H die Dicke der Platte, dann folgt
p=<ps>=2Hpy,

<p*Z2>=§p*H3 i e

Die spezifischen Elastizititsmoduli erhilt man entspre-
chend [1], [2] mit

3
C33 C44 2 EH

1-2
2
m
r=_—-_
6 GH
wobei E, G = E v Elastizitits-, Schubmodul und

2(1+v)°’
Querkontraktionszahl des Plattenmaterials sind. Damit
haben die Korrekturfaktoren (4.4), (4.6) folgende Gro-
Benordnung

2 H2 H2
Bon ~ 35 = 0()

mn 312 L
2 2 2
50 ~_—8H = o(H_
noa21-p) L2

Die beiden Korrekturfaktoren haben die gleiche Gro-
Berordnung, wobei analog wie bei der Analyse von

Balken Bgm dreimal so grof ist wie BR (bei v=0)
2
[8]. Im Falle diinner, homogener Platten ( % <1)

sind beide Korrekturfaktoren fiir die ersten Eigenfre-
quenzen vernachlissigbar. Damit geniigt es, die Eigen-

frequenzen entsprechend der klassischen Kirchhoff-
Theorie nach Gl. (4.2) zu berechnen.
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Im Falle inhomogener Platten erhilt man bereits fiir
2 2

H—— < 1 ein anderes Bild. Fiir BR kann man zeigen,

L2 mn

dab dieser Korrekturfaktor die gleiche2 Grobenordnung
wie fir homogene Platten besitzt. ﬁgm kann dagegen
die GroBenordnung 0(1) haben. Entsprechend [4] ist

2
Damit erhilt man fiir Bn?m folgende Abschitzung der
Grofienordnung
H2
1212

B ~ o

72 kann fiir inhomogen Plattgn sehr klein werden,
womit der Korrekturfaktor ﬁgn die GroBenordnung

0(1) z. B. fir reale Sandwichkonstruktionen haben
kann. Auf Bild 2 sind die Werte fiir v in Abhingigkeit

vom Verhiltnis der Schichtdicken a = h und vom Ver-

hiltnis der Schubmoduli u = fiir den auf Bild 3

gezeigten symmetrischen Sandwichquerschnitt darge-
stellt.

Auf Grund der getroffenen Abschitzungen kann gesagt
werden, daf die ersten Eigenfrequenzen bei Platten mit
stark inhomogenen Querschnitt nach der Gl. (4.5) be-
rechnet werden konnen. In diesem Fall darf die Quer-
schubsteifigkeit in den Rechnungen nicht vernachlissigt
werden. Diese Einschitzung wird auch in der Literatur
bestitigt.

5. Der verallgemeinerte ebene Spannungszustand

Im Rahmen der hier betrachteten linearen Theorie fiihrt
die Einbeziehung von Drehtrigheit und Querschub bei
der Analyse des verallgemeinerten ebenen Spannungs-
zustandes zu keinen von der klassischen Theorie abwei-
chenden Ergebnissen. Hier soll gezeigt werden, daB auch
im Rahmen einer direkt formulierten Theorie das Ein-

fiihren einer Spannungsfunktion méglich ist, wobei der
Begriff Spannung nicht wortlich zu nehmen ist. In den
Gln. (2.3) werden die dynamischen Glieder Null ge-
setzt. Wenn q; = qg = 0 ist, so kann man folgende Funk-
tionen einfiihren

Tl = G’

y ,T12:—G’x ’ T2:—H,x y T21=H,y.

Die Funktionen G und H erfiillen die ersten beiden
Gln. (2.1). Entsprechend der Symmetriebeziehung T 5 =
Ty gilt -G 4 = H’y. Diese Beziehung wird von folgen-
der Spannungsfunktion F erfiillt

G=F, , H=—F,.

Im Falle konstanter Flichenkrifte erfiillt die gleiche

Spannungsfunktion die  Gleichgewichtsbeziehungen,
wobei fiir

Tyo= _F,xy —q1y —9q2%
gesetzt werden muf.

Ausgehend von den Vertriglichkeitsbedingungen
v.{g-[v.(g.g)]}:o

mit € = —;— [Vu+ (7 u)T] als Deformationstensor

erhilt man im betrachteten Fall der Rechteckscheibe
bei Beachtung der konstitutiven Gln. [4] dann folgende
Gl. fiir die Spannungsfunktion F

F +2F F 0

JXXXX xxyy T ¥ yyyy =

oder bei Verwendung des Laplaceoperator
AAF=0.

Fir in Dickenrichtung homogene und inhomogene
Scheiben erhilt man somit die bekannte Bipotentialgl.
der klassischen Scheibentheorie. Es treten also im Rah-
men der linearen Theorie keine neuen Effekte auf, so
daB hier auf weitere Ausfiihrungen verzichtet werden

kann.
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6. Plattenbiegung

In diesem Abschnitt wird folgender Sonderfall der Gl
(3.7) betrachtet: M = 0. Die Belastung q3 = q # 0 wird

in eine Fourierreihe entwickelt

9= 2

m,n=1

Omp SINAy, X sing,y (6.1)

mit
4 ab

dmn == J [ q(xy)sin) x sinu,y dx dy .
ab o o

Fiir die Durchbiegungen enthilt man entsprechend ciner
Arbeit von Reissner [11]

_ 1 < 9mn

= z
33, 4 pn=1 22, 2,2
C3 +C3 ()\m +/,¢n)

33, ~44 -
GG 2 2o . 6
[1+———F ()\m+un)]51n7\,nxsmuny (6.2)

Die Losung (6.2) geht bei I' > oo (Vernachléssigung der
Querschubsteifigkeit) gegen die klassische Losung nach
der Kirchhoff-Theorie. Die entsprechenden Verdreh-
winkel sind

S ,
e e T M B R L
C3 +C3 ,n ()\m+‘un)
(6.3)
g9 = 1 b5} dmn Fn sind;, X COSMLY -

T 33, A4 _ 2 2.2
Cy7 +Cy7 mn=l (N +u)

Die entsprechenden Krifte und Momente erhilt man
mit Hilfe der konstitutiven Gln. (2.2). Die Losungen fiir
die anderen Sonderfille q3 = 0, M # 0 lassen sich analog
ableiten.

Tabelle 1

7. Beispiele

7.1. Ermittlung der ersten Frequenz der Transversal-
schwingungen

Betrachtet wird eine dreischichtige quadratische Platte
mit dem auf Bild 3 gezeigten Querschnittsaufbau. Die
entsprechenden Elastizititsmoduli werden in der in
[1], [4] beschriebenen Form verwendet:

’ 3_13 3
33,42 (Bp7 -0 Eyh
3 3 3 2 : 2
L—vy 1—vy

Ep (H3 —h3) , Bk h3

1/ H2
3(L+vp) 3(1+vg)

I‘:'y2[

mit 2 als kleinster positiver Wurzel folgender Gl.

Gp siny(1 —a) sinya — Gk cosy (1 —a) cosya = 0.

Im betrachteten Beispiel seivp =vg = 0,3, a= % =0,8,
(T2 2T - 002n2.
a

In der Tabelle 1 sind die Ergebnisse nach Gl. (4.2) und
Gl. (4.7) mit den Ergebnissen einer Theorie hoherer Ord-

E
ED' Vp. GD:T“P-V-;
|78 |4
EK I
Ek. VK'GK=—_] 1
2(1+v)
%‘_5 S k! _“_
| | | =
V al /

Bild 3

Erste Eigenfrequenz (Transversalschwingungen) einer quadratischen

3-Schicht-Rechteckplatte

D Gp Gl (4.2) [13]3D- [12] Theorie Gl. (4.5)

—;IE q Theorie héherer Ord-

nung
PK 4-H2

Ay =@/ o
1 1 0,09632 0,09315 0,09300 0,09368
1 2 0,11749 0,11248 0,11234 0,11311
1 5 0,16549 0,15384 0,15371 0,15461
1 15 0,26955 0,22958 0,22957 0,23623
2 15 0,24607  0,20947 0,20937 0,21017
3 15 0,22781 0,19385 0,19369 0,19458
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Tabelle 2 9
Grofe der Korrekturfaktoren B und 6(1}1

D Gp R2 2

5; Gk b1 ‘3?1
1 1 0,02350 0,05714
1 2 0,02350 0,07888
1 5 0,02350 0,14567
1 15 0,02350 0,37071
2 15 0,02914 0,37071
3 15 0,03317 0,37071

nung fiir mehrschichtige Platten [12] und der dreidimen-
sionalen Theorie [13] gegeniibergestellté In Tabelle 2 sind

2
die Werte der Korrekturfaktoren Blfl und 6?1 ange-
geben.

7.2.  Ermittlung der Durchbiegungen

Das zweite Beispiel illustriert die Berechnungen der
Durchbiegungen. Die quadratische Platte sei analog wie
im ersten Beispiel aufgebaut. Die Belastung q3 = q sei
eine konstante Flichenlast. In der Tabelle 3 werden die
Berechnungen nach Abschnitt 6 mit Berechnungen aus
der Literatur [14], [15] und experimentellen Resulta-
ten [15] verglichen.

Tabelle 3

8. AbschlieSende Bemerkungen

In der Arbeit wurde eine einheitliche Betrachtungsweise
fiir in Dickenrichtung homogene und inhomogene Schei-
ben und Platten vorgestellt. Fiir den Fall, daf die Platte
eine Inhomogenitit in Dickenrichtung (z. B. Mehrschich-
tigkeit) besitzt, erweist sich die vorgeschlagene direkte
Betrachtungsweise als effektiv. Wenn die spezifischen
Elastizititsmoduli richtig bestimmt sind, dann geniigt
es, die bekannten klassischen Losungen nach der Kirch-
hoff- oder Reissner-Timoschenko-Theorie fir homogene
Platten mit den entsprechenden spezifischen Elastizitits-
moduli zu versehen. Die richtige Bestimmung der spezifi-
schen Elastizititsmoduli ist besonders wichtig bei inho-
mogenen Platten. Wenn sich der Elastizititsmodul des
Plattenmaterials iiber die Dicke stark iindert (stetig oder
unstetig), wird der Einflub der Querschubdeformation
fir die Einschitzung des mechanischen Gesamtverhal-
tens wesentlich. Auf Grund der Probleme bei der rich-
tigen Bestimmung der Querschubsteifigkeit kommen
viele Autoren zu einer skeptischen Einschitzung der
direkten Betrachtungsweise.

Im Gegensatz zu vielen Theorien hoherer Ordnung,
aber auch zur dreidimensionalen Elastizititstheorie
erhilt man bei einfachen Beispielen, von denen einige
in der Arbeit angefiihrt sind, bei der direkten Betrach-
tungsweise geschlossene Losungen. Weiterhin zeigten
die vorgestellten Ergebnisse eine gute Ubereinstimmung
mit den Ergebnissen nach Theorien héherer Ordnung,
nach der dreidimensionalen Elastizititstheorie und mit
dem Experiment. Damit haben die sogenannten zwei-
dimensionalen, direkt formulierten Theorien bei der
globalen Einschitzung des Verhaltens von Platten auch

Durchbiegungen von 3-Schicht-Rechteckplatten bei konstanter

Flichenbelastung

Kennwerte der Platte

H—h=0,081 cm

Ep = 6,87-100 N/cm?2 N/cm
- Gk =4,03-103 N/cm?2

Durchbiegung im Zentrum

der Platte

Experi- nach den GIn. nach
ment[15] aus Gl

(151 [14] (6.2)

Nr. h a=b

cm cm
1 0,959 112,3 04974 2,794 3,294 3,15 3,106
2 0,809 112,3 04974 4,013 4,426 4,25 4,209
3 0,954 96,6 04974 1,829 1,940 1,841 1,812
4 0,8025 96,6 04974 2,210 2,597 2,46 2451
5 0,995 814 04974 1,041 1,069 0,993 0,981
6 0,8025 81,4 04974 1,372 1,418 1,34 1,326
7 0,9565 71,2 04974 0,684 0,684 0,64 0,623
8 0,804 71,2 04974 0,762 0,898 0,83 0,829
9 0,8075 55,8 1,491 0,935 1,210 1,12 1,099

[a—
=]

0,9575 55,8 1,991

0,993 1,260 — 1,126
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in Zukunft grobe Bedeutung, zumal sich in Dickenrich-
tung homogene und inhomogene Objekte gleichartig
behandeln lassen. Bei der Betrachtung lokaler Effekte
versagt die Theorie wie jede andere zweidimensionale
Theorie, da die lokalen Effekte vielfach dreidimensio-
nalen Charakter besitzen.

In dem Artikel wurde teils die allgemeine Tensorschreib-
weise (vgl. z. B. [9)), teils die Komponentenschreibweise
verwendet. Das Problem der Bestimmung der Material-
konstanten ist in [4] beschrieben und wird in einer fol-
genden Arbeit in verallgemeinerter Form dargestellt
werden. Es wurde daher hier auf eine ausfiihrliche Dar-
stellung verzichtet.
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