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0. Einleitung

Bei dem Bau von Lampen mit hohen Qualititsparame-
tern sind die Dimensionierung der Elektroden, d. h.
Anode und Katode, sowie die optimale Stromversor-
gung von grofier Bedeutung. Da es nicht méglich ist, die
Bestimmung geeigneter Parameter allein durch experi-
mentelle Untersuchungen zu erhalten, wird es erforder-
lich, ein mathematisches Modell fiir die Lampe oder
einen Teil davon aufzustellen und auszuwerten. Ein Mo-
dell fiir die gesamte Lampe aufzustellen, erweist sich als
sehr kompliziert. Es hat sich gezeigt, daf die Modellie-
rung der Energiebilanz einer Elektrode der Lampe wich-
tige Hinweise fiir den Lampenbau liefern kann (vgl. da-
zu [1] und [2]).

In der vorliegenden Arbeit, die einige Ergebnisse der
mehrjihrigen Zusammenarbeit der Autoren zusammen-
fait, soll die Energiebilanz einer Elektrode aufgestellt
werden.” Des weiteren wird ein numerisches Verfahren
zur Bestimmung der Temperaturverteilung iiber der Elek-
trode und damit zur Auswertung des mathematischen
Modells entwickelt.

Fir in der Entwicklung befindliche Lampen werden
Beispielrechnungen durchgefiihrt. Aufgrund der Rech-
nungen konnten Schlufifolgerungen hinsichtlich des Ein-
flusses von geometrischen und elektrischen Parametern
auf die Temperaturfelder iiber den Elektroden der
interessierenden Lampen gezogen werden.

1. Mathematische Modellierung

Die einfachste Moglichkeit der Beschreibung der Energie-
verhiltnisse von Stabelektroden ist die eindimensionale
Modellierung, die im folgenden kurz beschrieben werden
soll. Es wird davon ausgegangen, daf die Elektrode an
der Spitze mit der Heizleistung q beheizt wird. Am
Schaft (Fubpunkt) sei eine konstante Temperatur Ty
bekannt. Als wichtige Voraussetzung fiir die eindimen-
sionale Modellierung wird 1 > d gefordert, wobei 1 die
Linge und d der Durchmesser der Elektrode sind. Damit
kann die Wirmeleitung in radialer Richtung vernachlis-
sigt werden. Eine wesentliche Modellkomponente ist die
Strahlung des Elektrodenmaterials nach dem Stefan-
Boltzmannschen Strahlungsgesetz

g% = 0TV, 1)

v hat in der Regel den Wert 4. Untersuchungen an ver-
schiedenen Materialien zeigten jedoch, daf es Metalle
gibt, bei denen die Abstrahlung durch das Gesetz (1) mit

v = 5 besser erfabt wird (vgl. dazu [1]). 0}, ist die Stefan-
Boltzmannsche Konstante, die fiir das jeweilige v ange-
paBit werden mu6. Fiir » = 5 findet man in [1] 0y, =
6,27 + 10~16 W/(cm2K5). Auf Bild 1 ist die Wirme-

Bild 1

bilanz eines Volumenelementes skizziert. Q ist der ab-
gestrahlte Wirmestrom iiber die Mantelfliche. Q, ist der
in das Volumenelement eintretende Wirmestrom iiber
die Eintrittsfliche. Q, ist der aus dem Volumenelement
austretende Wirmestrom (in achsialer Richtung). Q,
steht fiir die Wirmestromiinderung im Inneren der Elek-
trode (z. B. Ohmsches Gesetz). Als Wirmestrombilanz
ergibt sich

Qs = Qe — Q — Q- )

Die Beriicksichtigung des Fourierschen Gesetzes ergibt
mit T als Temperatur und A als Wirmeleitzahl

—Aa)‘%:—Ae)‘%_Amqs_Av‘IV' 3
A,, A, und A, sind die Grund-, Deck- bzw. Mantelfla-
che des Volumenelements und A, ist das Volumen.
Fiihrt man den Grenziibergang Al —> 0 durch, ergibt sich
schliefilich unter Beriicksichtigung des Stefan-Boltz-
mannschen Gesetzes

d . dT, 20
_&(Ad_x +r_VTV = —q- 4)

Mit der Differentialgleichung (4) liegt eine Bilanzglei-
chung fiir die Energieverhiltnisse eines Stabes fiir
x€(0,L) vor. Mit der Randbedingung (Heizung)

dT

= =N = 5
= -2 (5)
an der Spitze des Stabes (x =L) und der Bedingung

am FuBpunkt (x =0) liegt ein eindimensionales mathe-
matisches Modell einer Stabelektrode vor. In [3] wurde
fiir (4), (5), (6) ein Differenzenverfahren zur Lésung
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konstruiert und begriindet. Das eindimensionale Modell
erwies sich fiir eine Reihe von Aufgabenstellungen als
ausreichend. Bei der Herleitung der Gleichung (4) kann
man auch Stibe (Elektroden) beriicksichtigen, bei denen
der Radius in Abhingigkeit von x veriinderlich ist. Wenn
r(x) eine stetig-differenzierbare Funktion ist, dann er-

gibt sich statt (4) die Differentialgleichung

d dT
- = 257 v _
Ix (Ar dx)+2r0VT _r2qv. %)
T
\
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Bild 2 zeigt den berechneten Temperaturverlauf einer
,,diinnen” Wolframelektrode auf der Basis des eben dar-
gestellten eindimensionalen Modells. Bei komplizierter
gestalteten Elektroden, wie sie im Bild 3 zu sehen sind,
und bei der Verletzung der Bedingung 1 > d mufi man
zur riumlichen Betrachtung iibergehen. Im folgenden
soll ein raumliches Modell entwickelt werden. Die oben
bei der eindimensionalen Modellierung praktizierte Vor-
gehensweise fithrt im Inneren der Elektrode (2 C R3)
zur Wirmeleitungsgleichung fiir einen festen Kérper.
Wenn f(T) ein Glied zur Beschreibung von Wirmestrom-
inderungen im Inneren ist (z..B. die Beriicksichtigung
des Ohmschen Gesetzes, vgl. dazu [2]), hat die Wirme-
leitungsgleichung die Form

—div(AgradT) = £(T). ®)

Die Abstrahlung von der Oberfliche, die im eindimensio-
nalen Modell als Senkenglied in der Differentialgleichung
erscheint, wird im raumlichen Fall als Randbedingung

- A aT . o, TV )

al’l

auf der Mantelfliche (I';) formuliert. An der Elektro-
denspitze (Randfliche T',) liegt die Heizleistung q an, so
daf sich die Randbedingung
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Bild 2

Bild 3

Bild 4

auf T, ergibt. An der Elektrodengrundfliche Iy wird
von einem gegebenen Temperaturfeld

T =Ty (10)

ausgegangen. Das Bild 4 zeigt das Beispiel einer realen
Elektrode und die Position von 2, 'y, I'; und I'y. Mit
dem Randwertproblem (8) — (11) liegt ein riumliches
Modell zur Beschreibung der stationiiren Energieverhilt-
nisse einer Elektrode vor. Da im wesentlichen rotations-
symmetrische Elektroden beschrieben werden sollen,
wird die Aufgabe (8) bis (11) im folgenden quasieben in
Zylinderkoordinaten betrachtet. Da sich das Randwert-
problem nicht geschlossen losen liBt, ist es erforderlich,
ein numerisches Verfahren zur Losung zu konstruieren.

2. Numerische Losung der riaumlichen Rand-
wertaufgabe

Fiir die Aufgabe (8) bis (11) soll ein Galerkin-Differen-
zenverfahren konstruiert werden. Dabei wird wie in [4]
vorgegangen. Grundlage fiir die Herleitung des Differen-
zenverfahrens ist die sogenannte schwache oder funktio-
nalanalytische Formulierung der Randwertaufgabe. Als
Voraussetzung fiir dieses Vorgehen ist die Homogenisie-
rung der Aufgabe, d. h. die Einfilhrung einer geeigneten
Funktion T mit T' = T auf I'y, so dab die fiir T=T—T"
umformulierte Randwertaufgabe (8) bis (11) bzgl. der
wesentlichen Randbedingung (11) homogen wird, erfor-
derlich. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit und ohne
die Allgemeinheit einzuschriinken wird im weiteren mit
Ty = 0 und T’ = O gearbeitet. An der praktischen Her-
leitung des Differenzenverfahrens indert diese Annah-
me nichts. Aus (8) bis (11) ergibt sich wie in [4] die
schwache Aufgabenstellung in Zylinderkoordinaten

S AVTVhrdrdz+ fqhrdy,+ f0,Thrdm

M So S1

(12)

= [ £f(T)hrdrdz.

Siym
€ ist dabei die Schnittfliche von & und einer Meri-
dianfliche. S,, Sy und Sy sind Schnittlinien der Rand-
flichen T'y, I'y und T’y mit einer Meridianfliche. h ist
eine Testfunktion, die auf dem Rand Sy verschwindet.
Die theoretischen Grundlagen fiir die weitere Herlei-
tung des Galerkin-Differenzenverfahrens sind in [5] so-
wie in [4] fiir die vorliegende Aufgabe dargelegt. Grund-



Py () = 9

lage fiir die Diskretisierung ist die Zerlegung des R2 in
achsenparallele Rechtecke durch

2 :{ (r;, 2; |r-:§3 Arg firi>0
R'h D ]) i k-1 K )
-1
p=— 2 Arg firi <0,
k=1
%3 Azg firj>0
. = zy fiir ,
i k=1 K !
~1
zj=——k§jAzkfiirj<0, r,=24,=0,

i,j ganze Zahlen, Ar;, Azj > 0}

Die Diskretisierung des R2 sei dabei so gewihlt, daf fiir
_n2 2 2
S =Ry N8y, Sop =Ry NSy, S1p =Ry NSy,
2
Son =Ry NSy

gilt, dafi die Nachbarpunkte in r- oder z-Richtung eines
Netzpunktes aus ), entweder wieder aus ), sind oder
Elemente von Sjp, Sy}, oder S, sind. Diese Voraus-
setzung an die Diskretisierung kann bei den praktisch
relevanten Elektrodengeometrien immer realisiert wer-
den, ist aber nicht unbedingt erforderlich. Im Bild 5 ist
eine mogliche Diskretisierung des Gebietes dargestellt.

Ya

b= & —¢— b — - — —— —_— — e

Bild 5

Fiir die gesuchte Funktion T werden nun Reihenansitze
in der Form

u = z T, 13)
yEQ US US|

bzw

w = z T (14)
yEQhUSphuslh Y)\Y

gemacht. )

¢y und Ay sind spezielle Basisfunktionen des mehrbasi-

gen Galerkindifferenzenverfahrens (vgl. dazu [5]) und
wie folgt definiert,

(1 - lwy+wg |, falls wy wg =0 und lwy+wy I<1,
1—lwgl , falls wy wy <0 und lwy I< lwy I<1,
1—lwyl , falls wy wy <0 und Iwy 1< lwy <1,
0 , sonst

1 , falls 0 < le 1<1/2,j=1,2,

Ay (x) =
0

, sonst .

Fiir wy und wy gilt
(r—r)/ Aryyq firr >

w =

! (r—r;)/ Ary

(z——zj)/Asz fiir z > z

w2 = "
(z—2)/ Az fiir 2 <z

mit x = (r,z) € RZ2 und y = (x;, zj)E Ri .

Die Bilder 6 und 7 zeigen die Tréiger supp ¢, undsupp A,
der Basiselemente oy und )‘y

fiil'l'<ri N

RN
i \B S5
5?54},/ V6 S
S

supp @, - E,'SZyK supp Ay

Bild 6 ‘ Bild 7

Mit den Reihenansitzen (13) und (14) sowie den Basis-
elementen ¢y, und A wird ausgehend von (12) das Ga-
lerkin-Differenzenverfahren

S AV uv g, rdrdz + [ gqA, rdy

o Y J Ayrdy,
+ fo,wA,rdyy = [ f(W)A, rdrdz (15)
1 hrdn = ol h

fir y € Q}, U Sop Y Sqp- In [4] ist ausfithrlich auf die
Auswertung der Gleichung (15) eingegangen worden.
Hier soll die Gleichung (15) zur Demonstration fiir ei-
nen inneren Punkt y € ) und einen Randpunkt
YR € Sjp ausgewertet werden. Fiir den inneren Punkt
y € Q folgt aufgrund der Eigenschaften der Basisele-
mente aus (15)

S kVchpyrdrdz =

S f(w) Ay r drdz
supp ¢y

supp ?\y

bzw.

6
> [ AVuvVy,rdrdz = [ f(w)A rdrdz.
k=1 Qy, Y supp Ay Y

Die Auswertung der Integrale

f rdrdz , f r drdz
Qy supp )‘y

und die Eigenschaften der Basiselemente ergabei
schlieilich fiir eine konstante Wirmeleitzahl A
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1
—x_< 5Ty, fie1y3); i

Tyz

Azm

_ +2 -2
Tiob = G—bAG, T = 5+ (Ary g — A4,y = (5, 5541), ¥ =(53,2_1)

Qyswpey

1 T3 Aryg
Y2z 2 ?; 1 i i

LLoTicyye Ar

F Rum, 2( v 5421307 Ao

als Differenzengleichung fiir den inneren Punkt y. Dabei
wurden die Konventionen

T+2 T, . T, - T—y2 . Tyz _TYE
Az Yz Az ©Yag Azm

(Azj+ Azgyq)/2, Arm; = (Arj+ Ay, )/2, 15, =

verwendet. Die leferenzenableltungen in r-Richtung
werden analog gebildet.

Fiir den Randpunkt yg (vgl. Bild 6) ergibt sich aus der
Gleichung (15)

/ AVu Vpyp T drdz + i
Slﬂsupp)\yR

= J f(w) Ay, rdrdz ,
Qyeuppdy, R

und die weitere Auswertung der Integrale ergibt schlief-
lich

1 Az rN—1I3
2 AzmJ N

%1 IN-2/3
2 Asz N

Ty G
(17)

Ary —1/4 'N_1/3
=0, T +—(f(Ty) . BTy, rN/ ).

Es sei hier erwihnt, daf (16) und (17) Differenzenappro-
ximationen zweiter bzw. erster Ordnung der Gleichung

d .dT, 198 . aT.
3, %3 75 Ara) =D

und der Randbedingung
_ )\ﬂ =0, TV
n

sind. Die Auswertung der Gleichung (15), die in [4] fiir
ein Richtungs-iquidistantes Netz fiir alle anderen typi-
schen Randpunkte des diskreten Randes vorgenommen
wurde, ist zwar nicht sehr kompliziert, aber insgesamt
recht miihselig. Es hat sich als sinnvoll erwiesen, die
Implementierung des Galerkinverfahrens so auf dem
Rechner vorzunehmen, daf die Zusammenstellung der
Differenzengleichungen fiir einzelne Netzpunkte durch
die Bereitstellung von Baustein-Programmen von einem
geeigneten  Verfahrens-Generierungs-Programm  vorge-
nommen wird. Die Integration der Gleichung (15) fiir
alle y € ) U S U S}y ergibt schlie6lich ein algebrai-
sches Gleichungssystem, das durch die Hinzunahme der
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A
Iy =qy)
" e

ritadr, ),

o, w¥ )\YR rdy;

gegebenen Werte von T = Ty fiir y € Sy}, abgeschlossen
wird. Zur Berechnung der T, fiir y € Q) U S, U Sy
wird ein Iterationsverfahren nach [6] fiir nichtlineare
Differenzengleichungen verwendet. Bei dem Iterations-
verfahren wird pro Schritt eine Gauf-Seidel-Iteration mit
einer lokalen Newton-Korrektur ausgefiihrt.

3. Praktische Anwendung des numerischen Mo-
dells ,

Mit dem eben beschriebenen numerischen Modell
wurden eine Reihe von Variantenrechnungen fiir speziel-
le Elektroden (Wolfram) durchgefiihrt. Zum einen wur-
den die geometrischen Parameter der Elektrode variiert
und die Auswirkungen auf die Temperaturverhiltnisse
untersucht. Andererseits wurde der EinfluB der elektri-
schen Parameter auf die Ergebnisse untersucht. Dariiber
hinaus wurde die Relevanz einiger Komponenten des
mathematischen Modells gepriift und es zeigte sich, dafi
z. B. die Joule’sche Wirme nur einen sehr geringen Ein-
flu auf den Temperaturverlauf hat. Der Vergleich der
numerischen Ergebnisse mit einer analytischen Lésung
fiir eine spezielle Aufgabe (vgl. dazu [1]) fiel positiv aus.
Die Ubereinstimmung der berechneten Temperaturfelder
mit Messungen aus [2] war ebenfalls recht gut. Bei der
Vorgabe steiler Gradienten (grofe Heizleistungen) an der
Spitze der Elektrode wurde eine feine Diskretisierung in
Normalen-Richtung notwendig, um die Randbedingung
moglichst genau zu approximieren. Bei groben Diskreti-
sierungen an dieser Stelle zeigte sich eine merkbare Ab-
hingigkeit der Maximaltemperatur an der Spitze von der
jeweils gewihlten Diskretisierung. Fiir das beschriebene
numerische Verfahren wurde ein FORTRAN-Programm
entwickelt. Statt der Randbedingung (11) an der Elek-
troden-Grundfliche wurde auch mit einer Randbedin-
gung der Form

AL - T,)

(18)
gearbeitet. Dabei wurde der Koeffizient $ durch Vor-
wirtsrechnungen anhand eines gemessenen Temperatur-
verlaufs identifiziert. T ist eine Umgebungstemperatur.
Die Randbedingung (18) hat den Vorteil, daf keine
Temperaturwerte auf I'y vorgegeben werden miissen. Die
Verwendung von (18) statt (11) bedeutet fiir die Glei-
chung (15) die Hinzunahme eines Randintegrals iiber So,
das die Bedingung (18) realisiert. In den folgenden Ab-
bildungen sind die Ergebnisse der Testrechnungen zur
Losung der Randwertaufgabe (8) bis (11) dargelegt.

H

25=13 Netzpunkte

Bild 8
Gewihlte Diskretisierung
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Bild 9
Randtemperaturverlauf fiir verschiedene Durchmesser
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Bild 10
Randtemperaturverlauf fiir verschiedene Heizleistungen
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~
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Bild 11

Isothermenfeld in einem radialsymmetrischen Schnitt

e
FuBpunkt L[c

B2

Anode XBO 6500 W
r=10cm

g=476 Wfern? (s.a.[1])
analytische L&sung nach [1]
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Bild 12

Vergleich der Randtemperaturkurve einer ,,diinnen” Stabelektrode
mit konstantem Durchmesser mit einer analytischen Lésung aus [1]
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