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1. Einleitung

Die Arbeit soll einen Beitrag zur Charakterisierung des
deformationsmechanischen Verhaltens von Radialreifen-
giirteln liefern.

Der Radialgiirtelreifen wird beim Abrollprozef durch
Biegebeanspruchungen belastet. Dabei kénnen innerhalb
dieses Elements sowohl Zug- als auch Stauchdeformatio-
nen bzw. -Spannungen auftreten. Vor allem die Stauch-
deformationen beeinflussen das Ermiidungsverhalten
wesentlich. Die Berechnung dieser Verformungen stellt
ein komplexes Problem dar, welches umfangreiche Un-
tersuchungen voraussetzt. Zur Losung dieses Problems
sind wichtige Vorarbeiten vor allem beziiglich der Mo-
dellbildung fiir den Radialreifengiirtel notwendig. In den
Arbeiten [1], [2] und [3] wurden eine Reihe verschie-
dener Modelle zur Berechnung ebener giirtelihnlicher
Elemente aufgestellt bzw. herangezogen. Dabei wurde
auf die Beriicksichtigung der schichtférmigen Struktur
dieser Elemente, wobei die Schichten im allgemeinen
anisotrop sind, und die daraus resultierenden mechani-
schen Eigenschaften besonderer Wert gelegt. Ausgangs-
punkt der verschiedenen Modelle waren unterschiedliche
Ansitze fiir die Verschiebungen bzw. Scherspannungen
iiber den Querschnitt der Einzelschichten bzw. des Ver-
bundes, wobei insbesondere, wegen der konstruktions-
bedingten ,,weichen™ Schichten, Schereffekte beriick-
sichtigt wurden. Der Vergleich der Resultate der ver-
schiedenen Modelle hat fiir spezielle Biegebelastungen
ergeben, dab sich die Mikrostrukturtheorie wegen der
Beriicksichtigung lokaler Rotation und der Handhabbar-
keit des Modells am geeignetsten zur Erweiterung auf
die schalenférmige Geometrie des Giirtels erweist. Im
vorliegenden Beitrag erfolgt deshalb die Erweiterung der
Mikrostrukturtheorie auf krummlinige Koordinaten, um
so ein praktikables Modell fiir den Giirtel des Radialrei-
fens bereitzustellen.

2. Schalenelement im Euklidischen Raum

Zuniichst sollen einige der fiir die Berechnungen notwen-
digen Beziehungen fiir ein Schalenelement im Euklidi-
schen Raum zusammengestellt werden. Mit xi (i = 1,2,3)
werden die kartesischen Koordinaten und mit q® (a=
1,2) die krummlinigen Koordinaten auf der Bezugsfliche
(z = 0) (vgl. Bild 1) dargestellt. Der Ortsvektor der Be-
zugsfliche wird mit ™ bezeichnet. Im undeformierten
Zustand werden beliebige Punkte des Schalenelements
auBerhalb der Fliche z = 0 durch

R=pd +az0 (1)
beschrieben.
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In der Bezugsfliche gelten die Beziehungen der Flichen-
theorie im Euklidischen Raum [5]. Der Metriktensor
(auch Fundalmentalform erster Ordnung genannt) wird

mit 3,8 = x,(ix x,}; und die Lameschen Konstanten wer-
den mit A = \/a und B =\/a_22 bezeichnet. Weiterhin
gilt fir die Koeffizienten der Fundamentalform zweiter
Ordnung die Beziehung baﬂ = ﬁ)’qa 373 (ﬁ’ : Normalen-
einheitsvektor auf der Bezugsfliche) bzw. bg= bay a?h,
wobei fiir griechische Buchstaben die Summation von 1

bis 2 erfolgt.
Die Metrik aufierhalb dieser Bezugsfliche berechnet sich
nunmehr durch
> o

_oR dR @
550 o
wobei q3 =z gilt.
Wird der Vektor (1) eingesetzt und werden die Beziehun-
gen fiir die Fundamentalformen erster und zweiter Ord-
nung auf der Fliche beriicksichtigt, erhilt man: )

0
8ys = My “g g
3
g33=a33=1, 370
mit
&)
ug = (6'; - zb,y)
Wenn die Hauptkriimmungslinien mit den Koordinaten-
linien iibereinstimmen, bekommt man daraus:
gy = (1+2/R)%ay; . ggp = (1+3/Ry)*ayy
@

812~ 21250
bzw. durch die Umbenennungen @ =+/g;; , 8=Vgyy
1=Veg3» Vag = A,



Vagy = B (Lamesche Konstanten)

a = (1+z/R))A

B = (1+z/R,)B (5)
Yy =1

Werden Schalenelemente betrachtet, deren Dicke klein
gegeniiber dem Kriimmungsradius ist,

z/Ry < 1 (6)
folgt daraus:

811 7311> 8273,  £2-0 )
833 = 1, 8a3 =0

bzw.

a=A, B=B, v=1 (8)

Das bedeutet, daf sich die Metrik iiber den Querschnitt
des Schalenelements nicht iindert.

|
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3. Mikrostrukturtheorie fiir mehrschichtige
Schalen

3.1. Aligemeines

Es soll eine Verallgemeinerung der in [3] fiir ebene
Schichtverbunde abgeleiteten Mikrostrukturtheorie auf
krummlinige Koordinaten vorgenommen werden. Zum
Problem der Berechnung des Verformungsverhaltens von
drei bzw. mehrschichtigen Schalen gibt es eine Vielzahl
von Publikationen, welche die Aufgabe mit unterschied-
lichen Voraussetzungen von unterschiedlichen Ausgangs-
punkten bei verschiedenen Belastungen und unterschied-
lichen Lésungsmethoden behandeln.

Eine umfassende Zusammenstellung von grundlegenden
Arbeiten auf dem Gebiet dreischichtiger Schalen ist in
den Arbeiten von Duda [6] und Bert [7] bzw. in der
Monografie von Bolotin, Novickov [8] fiir mehrschich-
tige Schalen zu finden. Es soll an dieser Stelle deshalb
nur das hier verwendete Modell mit den Arbeiten vergli-
chen werden, welche vom selben Ausgangspunkt aus-
gehen. Im Unterschied zu einer interessanten Arbeit
von Altenbach, Shilin [9], wo eine nichtlineare Theorie
dreischichtiger Schalen auf der Grundlage der Theorie

einfacher Schalen abgeleitet wird, geht der vorliegende
Beitrag von Annahmen bzgl. der Verschiebungsvertei-
lung iiber den Querschnitt der Einzelschichten bzw. der
gesamten Schale aus. Diese Vorgehensweise entspricht
dem erstmals von Bolotin (vgl. [8]) verwendetem Modell
der gebrochenen Normalen.

In der Arbeit von Gerstein [10] werden Bewegungsglei-
chungen fiir vielschichtige Schalen unter Beriicksichti-
gung der geometrischen Nichtlinearitit abgeleitet. Je-
doch handelt es sich dabei um isotrope Schichten. Bei
der Berechnung der Deformationsenergie wird eine Inte-
gration iiber die Schichten ausgefiihrt, wobei die Ver-
schiebungsfunktionen der einzelnen Schichten ,,ver-
schmiert” werden, d. h. die urspriinglich diskreten Funk-
tionen bzw. Koordinaten (u(k). ) werden durch kon-
tinuierliche Variablen ersetzt. Um die Berechnung von
Schichtverbunden mit einer geringen Schichtanzahl zu-
zulassen, wird dieser Ubergang hier nicht vollzogen.

In einer Arbeit von Libresku [11] wurden Bewegungs-
gleichungen fir Schalenverbunde mit anisotropen
Schichten abgeleitet. Diese sind jedoch abhiingig von der
Anzahl der Schichten und somit fiir jede Aufbauvariante
neu zu lsen. In der Monografie von Bolotin, Novickov
[8] erfolgte die Ableitung der Grundgleichungen auf der
Grundlage des Modells der gebrochenen Normalen. Wie
im Falle des ebenen Verbundes wird von einer alternie-
renden Aufbauweise der Schalen ausgegangen. Es wech-
seln sich starre Schichten (Kirchhoffsche Hypothese)
und weiche Schichten (Rotationen) mit isotropen
Eigenschaften ab. Es wird sowohl geometrische Lineari-
tit als auch Nichtlinearitiit behandelt. Wie in der oben
genannten Arbeit sind die Bewegungsgleichungen von
der Anzahl der Schichten abhingig.

Zur Berechnung der Scherspannungen in anisotropen
mehrschichtigen Schalen wird in der Arbeit von Grigo-
renko u. Mitarb. [12] neben der Kirchhoffschen Nihe-
rung ein Ansatz fir die Einzelschicht angewandt, der
sowohl lokale Rotationen als auch Rotationen fiir den
Gesamtquerschnitt zuldBt. Unter Voraussetzung kleiner
Verformungen werden somit von der Schichtanzahl un-
abhiingige DGL-Systeme erhalten.

Im folgenden soll eine Theorie abgeleitet werden, deren
Resultate nicht von der Schichtanzahl (bei im allgemei-
nen beliebigem Schichtaufbau mit allgemein orthotropen
Eigenschaften) abhingen und wobei geometrische Nicht-
linearitit und Anfangsspannungen beriicksichtigt wer-
den.

Die allgemeine Ableitung erfolgt unter dem Gesichts-
punkt der Méglichkeit einer Einarbeitung in ein prakti-
kables Reifenmodell; d. h., es ist erforderlich, .neben
einer moglichst exakten physikalischen Beschreibung
den auftretenden analytischen bzw. numerischen Auf-
wand in vertretbaren Grenzen zu halten. Bisher ist den
Autoren in der Literatur keine Berechnung des Radial-
reifens unter nichtsymmetrischer Belastung (Abplattung)
bekannt geworden: Die dabei auftretenden numerischen
Schwierigkeiten sind nach [13] enorm. Eine Beriicksich-
tigung der realen Giirtelstruktur fiihrt zu einer weiteren
Komplizierung des Problems.
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3.2 Ableitung der Grundgleichungen fir mehr-
schichtige Schalen mit Anfangsspannungen

3.2.1. Geometrisches Modell und physikalische Vor-
aussetzungen

Fiir ein schichtférmiges Schalenelement, bestehend aus
k = n Schichten, wird ein geometrisches Modell entspre-
chend Bild 3 zugrunde gelegt. Dabei bedeuten ™ den

— ’r ~
" Bezugstlacte

Bild 3
Schichtférmiges Schalenelement im Querschnitt

Ortsvektor der Bezugsflichen (z = 0) des Gesamtverbun-
des und T0(k) den Ortsvektor der Mittelfliche (z’ = 0)
jeder einzelnen Schicht (k). Der Ort eines beliebigen
Punktes innerhalb des Verbundes lifit sich wie folgt
darstellen:

R =75 + 57 )
RO @, k%
2 2

Der Abstand der Mittelfliche (z’ = 0) einer beliebigen
Schicht zur Bezugsfliche (z = 0) wird mit z bezeichnet.
Somit erhilt man fiir den Vektor

() = + 4 0 (10)
Wird dies in (9) eingesetzt, ergibt sich fiir den undefor-
mierten Zustand des Schalenelements: '

RO =3+@+5)T (11)
In der Bezugsfliche (z = 0) gelten die in Abschnitt 2
aufgestellten Beziehungen fiir die Basis- bzw. Einheits-
vektoren und die Metrik. Fiir Flichen auBerhalb der Be-
zugsfliche gilt jetzt anstelle (2)

k) _ aR®)  HR(K)
& = 33 —_— (12)
ag  dg
Wird R(k) eingesetzt, folgt daraus:
k
o) = 1+2/B¥) A
) = 1+ B (13)
vy =1

In der weiteren Ableitung wird vorausgesetzt, dab es
sich um diinne Schalen handeln soll, wobei die Bezie-

hung (6) gilt. Aus (13) ergibt sich:
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a=A, B=B, v=1, (14)

d. h. die Metrik ist iiber den Querschnitt konstant. Die
Ableitung des Berechnungsmodells erfolgt fiir einen Ver-
bund mit einer beliebigen Anzahl von Schichten (n) mit
unterschiedlichen, im allgemeinen orthotropen elasti-
scheren Eigenschaften. Anschliebend erfolgt die Spezia-
lisierung auf einen dem Radialreifengiirtel entsprechen-
den Aufbau des Verbundes aus alternierenden Verstiir-
kungsschichten (Lagen) und weichen Zwischenschichten.
Fiir den Zusammenhang zwischen Spannungen und De-
formationen wird Linearitit vorausgesetzt, wohingegen
fir die Deformationen in Abhingigkeit von den Ver-
schiebungen nichtlineare Ausdriicke benutzt werden.

Analog zu [2] werden folgende drei Grundannahmen

fiir die weitere Ableitung getroffen:

1. Lineare Verschiebungsverteilung innerhalb der
Schichten

2. ebene Querschnitte, die vor der Deformation normal
zur Mittelfliche jeder Schicht verlaufen, bleiben nach
der Deformation eben, aber nicht normal zu dieser

3. ebener Spannungszustand

3.2.2. Hookesches Gesetz

Die Verstirkungsschichten (Lagen), welche aus Matrix-
material und unendlichen Fasern als Verstirkungsmate-
rial bestehen, weisen — bezogen auf das System der
Fasern — orthotrope Symmetrie auf. Wird der Span-

‘nungszustand auf ein dazu um den Winkel (©°) gedreh-

tes System betrachtet, tritt allgemeine Orthotropie auf.
Unter Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes
nimmt das Hookesche Gesetz folgende Gestalt an:

[0y ] Qu Q2 Qe €1
O | = | Q2 Qo Qg | €& 5)
76 | Q6 Q6 Q6| |
- - = =
Ta Ca Cas|| s

= = = (16)
75 ] 1G5 G55 | s

mit den Steifigkeiten Eij und den abgeleiteten Steifig-
keiten '

= = Gg

Ql] =Gy — 63‘; 63] ij=1.206 17

Der Querstrich bedeutet die Abhingigkeit von (©) in-
folge der Rotation des Koordinatensystems. Die Indizes
1, 2, 4, 5, 6 beziehen sich auf das krummlinige Koordi-
natensystem ql, q2, q3 bzw. x, y, z mit der Bedeutung:

1->xx, 2->yy, 4>yz, 5>xz, 6->xy (18)
Weiterhin gilt

% =76 " T12

€6 =76 = Y12 = 2612

Die Transformationsformeln fiir die Qj; und Cjj sind den
Arbeiten [14] bzw. [15] zu entnehmen.



3.23." Zusammenhang von Deformationen und Ver-
schiebungen

Werden physikalische Probleme in bezug auf ein krumm-
liniges Koordinatensystem untersucht, muf in mathema-
tischer Hinsicht eine Ersetzung der partiellen Ableitun-
gen durch die kovarianten bzw. kontravarianten Ablei-
tungen erfolgen. AuBerdem muB bei allen Vektoren und
Tensoren zu den ,,physikalischen Komponenten” iiberge-
gangen werden. Die Deformationen in Abhingigkeit von
den Verschiebungen lauten somit:

=5 (“1/) + LT + Up s U / (19)
g g g

wobei u;; dle kovariante Ableitung des Verschiebungs-

vektors eines Punktes in einer Fliche (Metrik gjj) auer-
halb der Bezugsfliche (z = 0) darstellt. Sie ist wie folgt
definiert:

(8)y
Uil = 205~ F i Uk (20)

I" : Christoffelsymbol

Werden die kovarianten Ableitungen unter Verwendung
der Ableitungen der Einheitsvektoren in (19) eingesetzt,
erhilt man den allgemeinen Zusammenhang zwischen
Deformationen und Verschiebungen (vgl. [16], S. 114).

Im vorliegenden Problem interessiert dieser Zusammen-

hang fiir eine Schalengeometrie mit den Kriimmungs-
gradien R(k) R(k) Unter Ausnutzung der Beziehung
(13) ergibt smh fiu' e(k)

1 1 (k)
e(k) = —_— — u’ik) + .v_ A’Y + we )
1+z/R) A AB ()
+ _;. 1 - [(1_ ’ik)’L‘l‘A»y (k)
1+z/RK) DA AB
k k 2
+w_(_.) + (1 ’(k)_ VQA’ +(‘2§
R, A AB Y A
u(k))z (21)
(k) ]
R

Auf die Angabe aller Komponenten wird aus Platzgriin-
den und aus Griinden der Ubersicht verzichtet. In glei-
cher Weise wird in der gesamten Arbeit verfahren. Die
ausfithrlichen Beziehungen kénnen in [20] nachgelesen
werden.

3.24. Verschicbungsansitze

Den Ausgangspunkt zur Beschreibung des Verformungs-
verhaltens von mehrschichtigen Schalen stellen die An-
gitze iiber den Verschiebungszustand dar. Dabei werden
jeder Schicht eigene Freiheitsgrade beziiglich der Ver-
schiebungen und Rotationen zugeordnet:

ugk) = u;)(k) +z ¢§k) » w = (w, v, W)

k k) (k) (k). (22)
- 9= @), 6, 61

wobei die uo(k) die Verschiebungen in der Mittelfliche
der k-ten Schlcht und die ¢(k) die Rotationen der

Querschnitte bei Blegebelastung darstellen.

Die Deformationen in z-Richtung werden vernachlissigt,
so daBi die Durchbiegungsfunktion (w) unabhingig von
der z-Koordinate wird, d. h.

#%) =0 (23)

Mittels der Beziehungen (21) erhilt man nach Einsetzen
von (22) unter Beriicksichtigung von (6) die folgenden
Ausdriicke fiir die Deformationen:

1 2
92 o) 00,2800 oy g

24
o) = 20K 4 g2 ) i=45

Die Tensorkomponenten eo(k) o(k) k, (k) k %) und

;k) sind im Anhang (A 1) durch die Angabe jeweils
einer Komponente angedeutet.

Werden die Deformationen in das Hookesche Gesetz (15,
16) eingesetzt, erhilt man den Spannungszustand inner-
halb der Schichten infolge der durch die dufiere Last ver-
ursachien Verschiebungen u, v, w. Es wird im weiteren
davon ausgegangen, daBi keine AblSseerscheinungen an
den Grenzflichen der Schichten auftreten. Unter dieser
Voraussetzung miissen folgende Stetigkeitsbedingungen
fiir die Verschiebungen erfiillt sein:

o (Cdigy) = oD (diy) (25)

Mittels der Ansitze (22) ergibt sich:
1

u;)(k+1)_ u;)(k) - 5 @, ¢(k) 4 dt ¢(k+1)) (26)

Mit der Erfiillung dieser Beziehungen ist eine Reduzie-

rung der Freiheitsgrade verbunden, da alle Mittelflichen-
verschiebungen auf die einer Schicht zuriickfiihrbar sind.

3.2.5. Das elastische Potential

Das geometrisch nichtlineare elastische Problem  kann
mittels einer Variationsaufgabe formuliert werden,
wozu die Kenntnis des elastischen Potentials erforder-
lich ist. In der Literatur [17] werden verschiedene For-
mulierungsmoglichkeiten der Variationsaufgabe angege-
ben. Diese unterscheiden sich in der Anzahl baw. der
Art der zu variierenden Funktionen. In einer verallge-
meinerten Form des Prinzips der stationdren poten-
tiellen Energie, welche in den Arbeiten [10], [11] und
[18] benutzt wurde, treten z.B. die Deformationen,
Verschiebungen, Spannungen und Kriifte auf dem Rand
als unabhingige Funktionen auf.

Praktisch ist es jedoch meistens so, dai man fiir ein be-
stimmtes Material der Schalen den Zusammenhang zwi-
schen Spannungen und Deformationen a priori kennt,
d. h., man kann die Krifte bzw. Momente aus den De-
formationen (15) berechnen. Des weiteren konnen die
Beziehungen zwischen Deformationen und Verschiebun-
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gen fiir Schalen vor der Losung der Variationsaufgabe
aufgeschrieben werden, welche sonst aus der Losung der
verallgemeinerten Variationsaufgaben folgen wiirden.
Somit ist eine Reduzierung der allgemeinen Form des
Prinzips der stationiren potentiellen Energie méglich.
Unter diesen Gesichtspunkten wird im folgenden der
Ausdruck fiir die potentielle Energie aufgeschrieben.
Unter Beriicksichtigung der Energie der Anfangsspan-
nungen Oy und Oy erhilt man folgende Form fiir die
Energiedichte:

dk/2
), (k) Uiy )y g0
) =nen® = 0 Gogrn®)aw,
-d
k/2 27
/ i=1,24,5,6 @
mit (k) Energie der Anfangsspannungen
Wie von Biot [19] gezeigt wurde, werden die Anfangs-
spannungen im Energieausdruck in folgender Form wirk-
sam:
dk/Z ) .
(k) = f @ ¢ _ot ei)(k)dz’
“dij2

wobei die e; die linearen Anteile der Deformationen dar-
stellen. Nach Einsetzen dieser Beziehung in (27) erhilt
man die Energiedichte der k-ten Schicht:

=12  (28)

A2 1 .. )
k)= f (= ol k) 4 5k)j (k) g0
27 ! (29)
Ay /o i=1,2,4,56

j=1.2

wobei die 'éj’ (k) die nichtlinearen Anteile der Deformatio-

nen bedeuten. Wie in [3] gezeigt werden konnte, haben
im Falle der Deformation von vielschichtigen Platten
mit Anfangsspannungen nur die nichtlinearen Anteile
beziiglich der Durchbiegung einen wesentlichen Einfluf
auf die Losung. Es wird angenommen, daf auch im vor-
liegenden Fall der Haupteinfluf von diesen Termen ge-

liefert wird. Somit gelten fir die Deformation € € & (k)

folgende Ausdriicke:
2o Wi W gy woly wo? (30)
1 2A2  2R? T2 2B2 2R§

Werden die Spannungen entsprechend dem Hookeschen
Gesetz und die Deformationen (30) in (29) eingesetzt,
berechnet sich die Energiedichte wie folgt:

dy /o

2n(k) = /

/o

— 9. = 9 .= = 2
[(Q1 €] *Qop€y +2Q 561 €5 + Qg€ +

+2Q6€166+ 2Q5 €266 + Cag 73 +2Cy5 7475
+ Cgg72) M)+ 30 (w9 2/A%+ wo?/RY)
+ 3 (w282 + wo?/RD)] do’ (31)
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Nach Einsetzen der Deformationen, Integration iiber z’
und anschliebender Summation der Energieanteile be-

kommt man folgende funktionelle Abhiingigkeit des
elastischen Potentials:

n
- (k)oK oE) o (k) (k)
n= D Ay iy A ) @D

Die flichenbezogene kinetische Energie berechnet sich
aus:

d

k/2 aul®) 5K)
(k) _ (k) %% 9y s
2T f o) — s da

Ay /o

mit der funktlonellen Abhingigkeit

k) _ k), o(k) o( ) W ok

- ZT"< AR R e
Die Energ:eausdrucke (32), (33) sind in dieser Form i.
allg. von f=4n+ 1 Funktionen abhiingig. Diese sind je-
doch nicht alle unabhiingig voneinander. Durch die
Stetigkeitsbedingungen (26) erfolgt eine Reduzierung
der Freiheitsgrade auf f=2n + 3. Die Energieausdriicke
weisen nun die folgende Abhiingigkeit auf:

olk) o(k) o (r) (r)
n n(u,() ,V’() ’w’()’¢x()’¢ ())

34)
o(k) o( ) o (r) (r) (
T T( % ’ ,t ’w’t, Xt’¢ )
Die ausfiihrlichen Darstellungen der Ausdriicke kénnen
in [20] nachgelesen werden.

3.2.6. Annahme iiber die Verschiebungen der Mittel-
fliche
3.2.6.1. Beliebiger Verbundaufbau

Die bisher abgeleiteten Beziehungen sind von der Anzahl
der Schichten im Verbund abhiingig. Dies bedeutet, daf
fiir jede Aufbauvariante neue Ausdriicke aufgestellt wer-
den miissen. Zum anderen ist die Erfiillung der Stetig-
keitsbedingungen infolge der umfangreichen Ausdriicke
in allgemeiner Form sehr aufwendig.

Zur Vereinfachung der Rechnung wird deshalb eine zu-
sitzliche Annahme iiber die Verteilung der Mittelfléichen-
verschiebungen der Einzelschichten iiber den Gesamt-
querschnitt getroffen:

(k) :
o =UGxy )ty ¥ (yt)  i=123 (35

U, : Verschiebungen der Bezugsfliche
Y, : Makrorotationen mit ¥, = 0

Diese Ansitze wurden bereits in der Arbeit [3] fiir viel-
schichtige Platten verwendet. Durch Vergleich der da-
mit erhaltenen Losungen fiir ein spezielles Randwert-
problem mit einer exakt elastischen Losung konnte ge-
zeigt werden, daB diese Ansitze eine brauchbare Nihe-
rung darstellen. Werden diese Ansitze in (24) eingesetzt,

0( ) o(k)

erhalt man die Deformationen €, *, v;  in folgender



olk _ 0 N 27 .
€ —ei'l'zkki'*'zkki i=1,2,6

36)
o o (
NI Ak -

. . o (1] . <o L
Die Deformationen € 'yj bzw. die Kriimmungen k;, ki’
K. bekommt man, wenn in den entsprechenden Ausdriik-

k k) 1oy 2
ken (e"i( ) 7‘;( ) k®), k‘j“), xj(k))— im Anhang (A 1)

angedeutet — die folgenden Ersetzungen ausgefiihrt

werden:

oK) ofk)

By oY 7 Uy Vo
(k) (k)

60,60 sy
bzw. gilt:

) = k00 o 00, 100060 400

l(k) Ly 2 2(k) -
ki =ki [Uj,wj], kizki [\pj]

Die Deformationen eines beliebigen Abschnitts im
Querschnitt der Schale nehmen mit (24) folgende Ge-
stalt an:

1 2
(k)_ o T 27
& =& Wil kM0, 4 1 kY )]
) (38)

1
+z’k§“)[ %y s

M1 42 k(k) (o)

0l

VRN LR ARTAA (AN BRI Urd

Anhand dieser Beziehungen ist ersichtlich, daB die De-
(k)

formationen €."’ noch von den Ableitungen der Ver-
schlebungskomponenten in den Mittelflichen der
Schichten (ugk)) abhingig sind. Diese Abhiingigkeit ent-
steht durch die Nichtlinearitit der Beziehungen.

Um die Deformationen als Funktion der Verschiebungs-
komponenten der Bezugsfliche (U,), der Makrorotatio-

nen (¥;) und der Mlkrorotatlonen (¢( )) zu erhalten,
mub der Ansatz (35) in k( ) eingesetzt werden. Dabei
erhilt man folgende Bez1ehung.

<k)_ ""[U

i() %0

wobei die Koeffizienten durch folgende Ersetzungen aus

1
den Beziehungen von (A 1) fiir ki(k) zu erhalten sind:
T
1

i

- Ui
1 (40)
(k) _ o (k)
k [Ul ) ¢1 0 ]

12
Die k; sind im Anhang (A 2) dargestellt.

¢(k)]+ (k)[ (k) wi’()] (39) ’

Durch den Ansatz (35) werden die Stetigkeitsbedingun-
gen modifiziert, diese lauten jetzt:

V= my ¢+ my ) oD (41)
mit
my =dy /(dytdp,y), my,y=1-my

Diese Beziehung liefert einen Zusammenhang von Mikro-
und Makrorotationen.

Werden die Stetigkeitsbedingungen in dieser Form unter
Beachtung von (35), (38) und (39) in den allgemeinen
Ausdruck fiir die Energie (32) eingesetzt, bekommt man
die Gesamtenergie in Abhiingigkeit von f = 7 unabhiingi-
gen Funktionen:

3 0 ) L0
n n(U,()’ V’()’“”()’ ‘llx’()’ wy’()7¢x’()7¢ () ) (42)

wobei der Indes (r) auf eine beliebige Schicht k = r hin-
weist. In diesem Energieausdruck werden sowohl die
Schereffekte (¥j, ¢;), als auch der Einfluf der Mikro-
struktur im Sinne der Schichtanordnung beriicksich-
tigt. Die zu lésende Variationsaufgabe ist nicht mehr
abhiingig von der Anzahl der Schichten (n).

3.2.6.2. Spezialisierung auf Schalenverbunde mit zwei
unterschiedlichen Schichtarten

Es wird angenommen, dafi der Verbund aus zwei unter-
schiedlichen Schichtarten aufgebaut ist; dies entspricht
dem Aufbau des Radialreifengiirtels. Dabei sollen sich
k=n3 Verstirkungsschichten (Index1) wund k=ng
Zwischenschichten (Index 2) abwechseln. Die Schicht-
arten 1 und 2 sollen die gleichen Dicken dj bzw. dg auf-
weisen. Unter diesen Voraussetzungen folgt aus den Ste-
tigkeitsbedingungen (41):

k 1 " .
¢§ - ¢§ ) k: Verstirkungsschichten
(k+1_ (2) . . (43)
¢i = ¢i k + 1: Zwischenschichten ,
d. h. die Rotationen der Querschnitte sind fiir die ein-
zelnen Schichtarten gleich.
Als Resultat dieser Bedingungen kann jetzt die Summa-
tion im Energieausdruck iiber die Schichten (k) unter-
teilt werden in die Summe iiber die Schichten 1 und 2.
Die allgemeine Form des Energieausdrucks (32) lautet
nunmehr unter Beriicksichtigung des Ansatzes (35)

n=> 1

k=1

k) o (1)
Gy Vi Wiy ¥x,00 V3,00 Py
Ny

(1)
“by,())Jr Z

k=1

(k) o
n (U)()’ Va()v W,(), ‘I/x’()’
&2 449
by 50 )

Infolge der Stetigkeitsbedingungen sind nicht alle Funk-
tionen unabhiingig voneinander.
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Fiir die getroffenen Voraussetzungen, die in den Bezie-
hungen (43) resultieren, lauten diese:

¥ =m, ¢§1)+m2 ¢§2)

(45)
ml=d1/(d1+d2), my=1-—m,
bzw. 1
(2) - 1)
i my ¢(1) (46)

Unter Verwendung der Beziehung (46) konnen die
Koeffizienten im Energieausdruck (44), die von der
Schichtart (2) abhingen, in folgender Weise dargestellt

werden:

1
1 - 11
“li(z) = — (k—m k{")
my

b 2 <1k2,w1 my D) @)

12
wobei k; [¥;] bedeutet, da in ki 2() (vel. A 2) die Mikro-

rotationen durch die entsprechenden Makrorotationen
zu ersetzen sind. Dabei erhiilt man durch Vergleich von
(A 2) und (A 1) unter Beriicksichtigung von (37) die Be-
ziehung

12 2
k [%;]= 2k, (49)

. . 2(2) (2)
Fir die Koeffizienten k;'“’ und K lassen sich infolge
der quadratischen Terme keine allgemeinen Beziehungen
angeben, dort mus jeweils ¢§2) eingesetzt werden.

Nach Ausfilhrung dieser Ersetzungen erhilt man den
Energieausdruck in folgender Abhiingigkeit:

_ o (1) (1)
=1 Uy Viys Wiy Y200 ¥y 00 Py By.)) - (49)

Somit kann nunmehr die Losung der Variationsaufgabe,
entweder unter Verwendung der Beziehung (44), wobei
die Stetigkeitsbedingungen durch die Methode der La-
angeschen. Parameter erfiillt werden miissen, oder die
Beziehung (49), die nur noch unabhingige Funktionen
enthilt, erfolgen. .

327. Zur Losungstheorie

Unter Ankniipfung an die Ausfiihrungen aus Kap. 3.2.4.
wird das zu loeende elastische Problem in Form einer
Variationsaufgabe formuliert. Zur Aufstellung der Be-
wegungsgleichungen wird das Hamiltonsche Variations-
prinzip verwandt:

t t
of Ladedydt+f n, dt=0 (50)
t, A t,
mit L=T -7

Mg bedeutet die Energie der dufieren Krifte, die auf der
Oberfliche A bzw. den Riindern 1 wirken. Den Aus-
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druck dafiir bekommt man durch Ersetzen von dy—>
Bdy, dx = adx im entsprechenden Ausdruck in der
Arbeit [3]. Die Losung ist auf prinzipiell unterschiedli-
chen Wegen moglich; entweder durch sog. ,direkte
Methoden”, wie z.B. das Ritzsche Verfahren und die
Galerkinsche Methode, die auf dem Energieausdruck
basieren, oder iiber ein partielles DGL-System, welches
aus den Eulerschen DGLen folgt. Dabei wird die inte-
grale Formulierung der Aufgabe (50) durch die iquiva-
lente differentielle ersetzt:

3
Z apl 2(_ a_qk_ (akpl)

o1 2(5) ke
q aqr
oL
=0 (51)
op;

mit q, : krummlinige Koordinaten x, y und t
Pt unabhiingige Funktionen u, v, w
1 : héchste Ordnung der Ableitungen in L

Zusitzlich miissen die Randbedingungen erfiillt werden,
die z. B. aus der partiellen Integration von (50) erhalten
werden kénnen. Auf Grund des betriichtlichen Umfangs
der entsprechenden Ableitungen der Lagrangefunktion
und des daraus resultierenden DGL-Systems wird auf die
Angabe verzichtet.

3.3. Spezialisierung der allgemeinen Theorie fiir Rota-
tionsschalen

Entsprechend der Zielstellung, die die deformationsme-
chanische Charakterisierung des Radialreifengiirtels be-
inhaltet, wird die allgemeine Theorie fiir reifenihnliche
Rotationsschalen spezialisiert.

Dazu wird das in Bild 4 dargestellte geometrische Modell
benutzt. Es bedeuten Rj und Ry die Kriimmungsradien
der Umfangs- bzw. Meridianrichtung; r stellt den Ab-
stand eines beliebigen Punktes zur Rotationsachse des
Reifens dar, © und ¢ bezeichnen die Koordinatenlinien
in Meridian- bzw. Umfangsrichtung. Anstelle der allge-
meinen krummlinigen Koordinaten (q!, g2, ¢3) von
Abschn. 2 stehen jetzt ©, p, z als Koordinatenlinien.

f

U/

Korkasse

Bild 4
Giirtelquerschnitt im Reifen



Damit erhilt man fiir die Lame’schen Konstanten mittels
der geometrischen Beziehungen aus Bild 4

A=R
' (52)

B=Ry, sin®=r

Wird die Bogenlinge eines Meridianabschnitts eingefiihrt

ds=R,d0 (53)

kann man die Ableitungen nach den Koordinaten (8, ¢)

wie folgt darstellen:

1 o 0 54)
— — T
A 00  9s

1 9 1 o

B P —

Werden die Beziehungen von Codazzi (vgl. [5]) ange-
wandt, bekommt man weiterhin:

1 0B
PN —>__ ® 55
iB 36 O () cos (55)
JA B
20

Nach Einsetzen der Beziehungen (52) — (55) in (21)
unter Beriicksichtigung von (6), ergeben sich die Defor-
mationen fiir Rotationsschalen.

Die weitere Ableitung erfolgt entsprechend der in den
Kap. 3.1. und 3.2. dargesteliten Methode. Dabei sind in
allen Gleichungen die Beziehungen (52) — (55) zu be-
riicksichtigen.

4. Zusammenfassung und Ausblick

In vorliegender Arbeit wurde eine Theorie zur Berech-
nung mehrschichtiger Schalen abgeleitet. Besonderes
Gewicht wurde auf die Beriicksichtigung von lokalen,
d. h. auf eine Schicht bezogenen, Einfliissen gelegt. Des-
weiteren wurden Schereffekte, die vor allem bei hohen
Modulunterschieden der Schichten von Bedeutung sind,
mittels der Mikro- bzw. Makrorotation beriicksichtigt.
Ausgangspunkt der Ableitung stellen lineare Verschie-
bungsansitze innerhalb der k = n Schichten dar, wobei
lokale Mittelflichenverschiebungen und Rotationen der
Querschnitte eingehen.

Diese Ansiitze werden in die nichtlinearen Beziehungen
fiir die Deformationen eingesetzt.

Das elastische Potential erhilt man unter Beriicksichti-
gung des Hookeschen Gesetzes und der Beziehungen fiir
die Deformationen. Im allgemeinen Fall ist es von f =
4n +1 (Funktionen) Freiheitsgraden abhingig. Durch
Erfiillung der Stetigkeitsbedingungen an den Grenzfli-
chen erfolgt eine Reduzierung der Freiheitsgrade auf
f=2n+ 3. Dabei ist das elastische Potential von der An-
zahl der Schichten abhiingig. Um eine von der Schich-
tenanzahl unabhiingige Darstellung zu erreichen, wird fiir
die Mittelflichenverschiebungen der Einzelschichten eine
lineare Verteilung iiber den Gesamtquerschnitt angenom-
men. Damit reduziert sich die Anzahl der Freiheitsgrade
auf £=7, d. h. auf die Verschlebungen der Bezugsﬂache
(U, V, wo), die Mikrorotationen (¢ ) ¢ ) und die
Makrorotatlonen (t[lx, V] )

Auf dieser Grundlage wurde die Berechnung der poten-
tiellen Energie fiir Schichtverbunde, bestehend aus zwei
Schichtarten, ausgefiihrt. Dieser Ausdruck stellt die
Grundlage zur Losung beliebiger Randwertprobleme dar.
Die Losung kann entweder iiber die aus den Eulerschen
DGLen folgenden Gleichgewichtsbedingungen oder iiber
direkte Methoden, die vom Energieausdruck ausgehen,
erfolgen. Zur Einschitzung der Giite des vorgeschlagenen
Modells bzw. zum Vergleich der Lésungen mit denen
anderer Arbeiten werden noch spezielle Randwertproble-
me erarbeitet werden miissen.

Insbesondere muf iiberpriift werden, inwieweit die An-
nahme bzgl. der Makrorotationen (35) im Bereich groer
Verformungen giiltig ist. Weitere Arbeiten miifiten auf
die Einbeziehung des abgeleiteten Energieausdrucks in
ein geeignetes Modell zur Berechnung von Radialreifen
gerichtet werden. Die Berechnungen miifiten das Ziel
verfolgen, neben rotationssymmetrischer Belastung (In-
nendruck, Zentrifugalkrifte) auch die unsymmetrische
Belastung beim Abrollvorgang zu behandeln.

Anhang
Anhang A 1
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