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Berechnung von Spannungsintensitatsfaktoren fiir Eckrisse

mit Hilfe von Verschiebungsansatzen

Joachim Nickel

1. Einleitung

In der linear-elastischen Bruchmechanik (LEBM) dient
der Spannungsintensititsfaktor als Beurteilungsgrofe
fir das stabile oder instabile Rifwachstum. Fiir ebene
Probleme ist eine Vielzahl von Spannungsintensitits-
faktoren bekannt. Weitaus grofere Schwierigkeiten be-
reitet die Bestimmung von Spannungsintensitiitsfak toren
fiir riumliche Probleme. Ihre praktische Bedeutung ist
jedoch sehr groB, und speziell Oberflichen- und Eck-
risse treten hiufig in Konstruktionen auf.

Im folgenden wird ein Verfahren zur niherungsweisen
Berechnung von Spannungsintensititsfaktoren fiir Eck-
risse mit kreisbogenférmiger Rififront und beliebigem
Winkel 2y, (Bild 1) vorgestellt. Hierbei wird von Ver-
schiebungsansitzen ausgegangen. Die so gewonnenen
Resultate stimmen gut mit Ergebnissen iiberein, die mit
anderen Methoden fiir spezielle Y, erhalten wurden.

2. Berechnungsmodell und Grundgleichungen
Als Berechnungsmodell dient ein Kérper, der durch zwei
ebene spannungsfreie Oberflichen begrenzt ist und der

an der Kante, an der sich diese Oberflichen treffen,
einen Eckrif in Form eines Kreissektors hat (Bild 1).

Bild 1

Die restlichen Abmessungen des Berechnungsmodells
werden als unendlich angenommen. Die Berechnungen
sind auf die Bestinmung des Spannungsintensititsfak-
tors fiir die Rifoffnungsart I beschriinkt, als Belastung
wird eine konstante Spannung 0, senkrecht zur Rif-
ebene benutzt. Auf die Giiltigkeitsgrenzen der Ergeb-
nisse, die sich aus diesen Annahmen ergeben, wird spiter
eingegangen .

In Bild 1 sind die Koordinaten r, ¢, ¥ dargestellt. Um
mit dimensionslosen GréBen zu rechnen, werden im
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weiteren die Koordinate r und die Verschiebungen auf
die Rifitiefe a bezogen
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3. Verschiebungsansiitze

Die verwendeten Verschiebungsansitze lauten
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Sie wurden unter folgenden Gesichtspunkten gewahit:
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1. In unmittelbarer Nihe der Rifispitze (singulires Glied *

fir die Komponenten des Spannungstensors) ergibt
sich die richtige Abhiingigkeit von p und ¢ (vgl. auch
[1).

2. Fiir p = o klingen in der Ebene ¢ = 0 die Spannungen
auf konstante Werte ab.

3. Die Ansitze (6) fiihren auf relativ einfache, aus (5)
folgende Differentialgleichungssysteme.

Es mub jedoch auch vermerkt werden, dafi die Ansitze

l
(6) dle eine p -Singularitﬁt fiir die Spannungen 0;, 0;:,

Oy T 00 ergeben und in denen eine Separation von p und
¥ vorgenommen wurde, in unmittelbarer Umgebung der
Rifispitze zu einem ebenen Verzerrungszustand fithren.
Das ist zwar an der Rifispitze im Innern eines Bauteils
richtig, filhrt aber zu Widerspriichen an der Stelle, an der
der Rif in die Oberfliche miindet. Das hat Konsequen-
zen fiir die Erfiillung der Randbedingungen fiir ¥ = £ y,,.

4. Differentialgleichungssystem zur Berechnung
der Verschiebungsfunktionen

Das Einsetzen von (6) in (3) liefert die Verzerrungen,

aus (4) folgen die Spannungen, und (5) fiihrt auf folgen-
den Differentialgleichungssystem
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Darin bedeuten ‘
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1-2v
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Die Gleichungen (7) . . . (9) haben zwei voneinander un-

abhingige Losungsgruppen
1. fiir geradzahlige k (k = 0, 2, 4, 6,...)
2. fiir ungeradzahligek (k= 1,3, 5, .. 2)-

37

k1

Z<{<2”>gkw*<§—l>gk+[3+ Sas ) fk,w} "
k

hd 1-X
*_ E 2, 2 - k k
Yo~ p=* (1+pcosy) g lp¥) (k=012,..) +{ [ —2(5 - 1)2+ A( 3 —2)] cosy g+ (k—3) (2+A) sing * k.o



Das weitere Vorgehen besteht darin, den Niherungslo-
sungen fiir den kreisférmigen Innenrif in einem unend-
lich ausgedehnten Korper eine zweite Losung zu iiber-
lagern, die es erlaubt, die Randbedingungen an den
freien Oberflichen niherungsweise zu erfiillen. Dabei
werden die Betrachtungen auf einen unendlich schma-
len Keil (¢ —> 0) beschriinkt.

5. Losung fir den kreisformigen Innenrif in
einem unendlich ausgedehnten Korper

Die exakte Losung fiir den kreisférmigen Innenrifs in
einem unendlich ausgedehnten Kérper ist bekannt [2].
Fiir den Spannungsintensitiitsfaktor erhilt man

2 ~ 0, Va (12)

Um mit dem Ansatz (6) den Spannungszustand nihe-
rungsweise zu beschreiben, werden die Reihenglieder
mit k = 0 und 2 bzw. mit k = 1, 3 und 5 beriicksichtigt.
Damit ist es moglich, das Dgl.-System (7). . . (9) fiir die
Ebene ¢ = 0 zu erfiillen. Die Bestimmung der Integra-
tionskonstanten erfolgt so, daB in Anlehnung an die Lé-
sung des ebenen Problems die geradzahligen k die Span-

(np 0)—0 0(#=0)=— 0: mda;o(¢=0)
=0 ergeben Das smgulare Glied (k = 1) wird der exak
ten Losung (12) angepaBt, und fiir p > werden o (cp-
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nungen 0,

Op—>°°) ow(xp 0,p—>o0) = Ound g («p Op->°°)-
+ 0 . Die Randbedingungen an den Rlﬁﬂachen (p=1tm)

werden fiir die Spannungsglieder mit 'r)
fiillt.
Mit v = 0,3 ergeben sich damit fiir die Ebene ¢ = 0 die

und 7° er-
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6. Losung fiir den Eckrifs

Um fiir den Eckrifs nach Bild 1 die Randbedingungen bei
¥ =t Y, niherungsweise erfiillen zu kénnen, wird der
Losung fiir das rotationssymmetrische Modell des Innen-

risses eine zweite Losung iiberlagert. Die nunmehr von ¥
* *

wpw

abhiingigen Grofen werden mit '5#
bezeichnet.

Unter Verwendung der Reihenglieder k = 1, 3 und 5
folgt aus (5) fiir die Ebene ¢ = 0
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Fiir p > o, d. h. fiir n > 1 werden alle Spannungen Null.
Dabei wurden nicht alle Gleichungen von (5) erfiillt. Um
zu Aussagen fiir die Funktionen T, ) (¥), £y (¥), 3 , (¥),
hy (¥) zu kommen, wird die Forderung aufgestellt, dafs
die potentielle Energie, wiederum fiir ein kleines Gebiet
um ¢ = 0, zu einem Minimum wird. Von der allgemeinen
Formulierung fiir die potentielle Energie ausgehend, er-
gibt sich fiir den vorliegenden Fall
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Hierin stellen die Spannungen o pges’ pges’ O ges’

'r‘; Vges die Summe der Spannungen des rotationssym-
metrischen Problems des Innenrisses nach (13) und der
zu iiberlagernden Spannungen nach (14) dar. AuBerdem
wird senkrecht zur Rifiebene eine konstante Spannung

*
(—o0,) iiberlagert, die in % ges enthalten ist. Weiterhin

gilt
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In (15) erscheint bei der Variablen p als obere Integra-
tionsgrenze py. Da die Spannungen in groBerer Entfer-
nung vom Rif auf Null abklingen, werden die Berech-
nungen fiir einen in p-Richtung begrenzten Bereich
durchgefithrt. Die Festlegung der oberen Integrations-
grenze p) ist jedoch mit einer gewissen Willkiir verbun-
den, und es wurden Testrechnungen mit verschiedenen
py durchgefiihrt. Sie zeigten eine nur geringe Beein-
flussung des Ergebnisses, und so wurde einheitlich mit
py =9 gerechnet.

T3,y +3,558Ty 1 gy — 14,831, — 52,02F), — 6,312 kg -

0,6741 a: +5,780 C (22)

hy gy —0,1472hy + 1,851 T 4 + 6,386 Ty; = 0

mit den Losungen

~

f3 = 3,540 C; coshay ¥ — 0,8845 Cy coshag ¥
~0,6096 C coshaz ¥ +0,1587 o +1,407 C

~

f11

Cy coshay ¥ +0,03259 Cy coshay ¥

+0,04613 C3 coshag ¥ — 0,05821 0: -0,5123 C
(23)

h3 = 0,02888 C]_ sinhal y+ C2 Sinh(!z Y+ C3 sinha3 v

E&‘p = 1,812 C; coshay ¥ + 0,05905 Cy coshag ¥
—0,08358 C3 coshag ¥ +0,02677 o7 — 0,2040 C

Darin sind

a; = 5,860 ag = 1,526 a3 =0,9836  (24)
Auch fiir einen schmalen Keil (= 0) lassen sich die
Randbedingungen a‘p W=%y,)=0 und 7 W ges
W=%y,)=0 nur nd erungswelse erfiillen. Das soll
nach dem Prinzip vom Minimum der Fehlerquadrate
geschehen, und es wird die Form

Nach Ausfihrung der Integration von (15) iiber p mit
der oberen Grenze p; ergibt sich
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oL
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und die Eulerschen Differentialgleichungen
gewihlt. Nach der Losung von (25) wird die Konstan-
d oL oL _ te C, die mit der Verschiebung v} .. eingefiihrt werden
= ( % 2 (19) ng Vpges €ing
dy 3?3 mufte, aus der Forderung bestimmt, daB fir Y, =7 an

ot
Y der Stelle ¥ = 0 keine Verinderung des Spannungsinten-

sitdtsfaktors gegeniiber dem Innenrifs auftritt. Damit sind

a4 ( BL - BE =0 (20 alle Konstanten bestimmt, und die Losung fiir die zu
4 ah 3.0 ohg iiberlagernden Spannungen liegt vor.

Die Bilder 2 . . . 4 zeigen K;(¥ =+y) als Funktion
d oL oL 0 91 von Y, Ky (V) fiir verschiedene ¥, und schlieflich den
dy ( Ty @ Vergleich der Ergebnisse mit Resultaten aus der Litera-

aNfi 1, lll d fl 1

tur fir Y, = T.
4

Auf Grund der fiir das Berechnungsmodell zugrunde ge-

legten Annahmen konnen die Ergebnisse nur fiir % <05

(t — Wandstirke des Bauteils mit Oberflichen- und
Eckrifs an der Stelle der groften RiGitiefe) als gute Nihe-
rung betrachtet werden.

Die Auswertung von (18) . .
System

. (21) liefert das Dgl.-

3,0y + 3,541 11 gy — 15,1473 — 52,50 F); — 6,479 by =
0,6535 0" +5,596 C
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Die Annahme der konstanten Spannung o, senkrecht
zum RiB ist vor allem bei einem Eckrif i. a. nicht erfiillt.
Hier kann der Spannungsintensititsfaktor an einer belie-
bigen Stelle der RiBifront dadurch berechnet werden, daf
der aktuelle Spannungswert an dieser Stelle benutzt
wird. DaB man auf diese Weise ein Ergebnis erhilt, das
mit dem einer Berechnung mit veriinderlicher Spannung
gut iibereinstimmt, wird in [6] gezeigt.
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7. Beispiel

Als Beispiel wird die Verbindungsstelle zweier Rohre
mit unterschiedlichen Durchmessern betrachtet (Bild 5).
In der Rohrleitung herrscht der Innendruck p.

RohrI
v

- Kegelschale

=13
w r-l»\

Rohr &

Bild 5

An der Ubergangsstelle zwischen dem Rohr mit dem
kleineren Durchmesser (RohrI) und dem Ubergangs-
stiick in Form einer Kegelschale hat sich ein Eckrifs ge-
bildet, und der Spannungsintensititsfaktor entlang der
RiBfront soll bestimmt werden. Der Rif wird als kreis-
bogenférmig angesehen.

Fiir die Berechnung des Spannungszustandes ohne Rif
wird ein FEM-Programm benutzt. Zu den so berechneten
Umfangsspannungen o, wird der Innendruck p addiert,
um die Belastung der Rifflichen durch den Innendruck
zu beriicksichtigen, d. h.

Oge . = Outp (26)

Mit der BezugsgroBe

e 2 ntn

KIo‘;P VT2 27
L

ist der Verlauf des Spannungsintensititsfaktors Kj in
Bild 6 dargestellt.

40 AN J
N /
36 \\ 4
~L_ | L~
3'2-1 075 05 -025 0 +025 05 '0._7_5__‘_11[
WO
Bild 6



LITERATUR

f1]

[2]

[3]

(4]

[s]

l6]

Hartranft, R.J., Sih, G.C.: The use of eigenfunction ex-
pansions in the general solution of three-dimensional
crack problems; J. of Math. and Mech 19 (1969), S. 123 —
138.

Sneddon, I.N.: The distribution of stress in the neigh-
bourheod of a crack in an elastic body; Proc. Roy, Soc.
(London), Ser. A, 1946, S. 229 — 260.

Tracey, D.M.: 3-D-elastic singularity element for evalua-
tion of K along an arbitrary crack front; Int. J. Fract. 9
(1973), S. 340 — 343.

Kuna, M.: Hybride Sonderelemente zur Spannungsana-
lyse dreidimenionaler ribehafteter Koérper; IX. Int.
Kongr. iiber Anwendungen der Mathematik in den In-
genieurwissenschaften, Weimar 1981, Ber. 2, S. 27 — 30.

Kobayashi, A.S., Polvanich, N., Emery, A.F., Love, WJ.:
Stress intensity factors of comner cracks i two nozzle-
cylinder intersections; Transactions of the 4 th Int. Conf.
on Struct. Mech. in Reactor Technology, San Francisco,
1977, G. 4/4.

Mohamed, M.A., Schrider,J.: Stress intensity factor
solution for crotch-corner cracks of tee-intersections of
cylindrical shells; Int. J. of Fract. 14 (1978), S. 605 —
621.

Anschrift des Verfassers:

Doz. Dr. sc. techn. Joachim Nickel
Technische Universitit Dresden
Sektion Grundlagen des Maschinenwesens

8027 Dresden
Mommsenstrafe 13

41



