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Zur Untersuchung diinner, beliebig berandeter Platten mit

physikalisch nichtlinearem Verhalten

S. Stiehler
0. Einleitung

Im vorliegenden Beitrag sollen die theoretischen Grund-
lagen fiir das FEM-Programm NLP83 vorgestellt werden,
das die Untersuchung diinner, beliebig berandeter Plat-
ten im elastisch-plastischen Materialbereich gestattet.
Ausgehend von der Kirchhoffschen Hypothese erfolgt
die Formulierung nichtlinearer Stoffgesetze in allgemei-
nen Koordinaten auf der Grundlage eines differentiellen
Deformationsgesetzes nach Prandtl-Reuf, der FlieGbe-
dingung nach v. Mises und mit Hilfe von Regeln fiir
isotrope und kinematische Verfestigung.

Nach Uberschreiten der FlieSgrenze wird das Laststei-
gerungsverfahren angewendet, wobei zur Berechnung des
Spannungs- und Deformationszustandes in jedem Last-
schritt die Methode der verinderlichen Steifigkeit, die
Methode der Anfangsspannung [1] und eine Gemischte
Methode zur Auswahl stehen.

Infolge der Verwendung allgemeiner krummliniger Koor-
dinaten koénnen die Rinder der finiten Elemente ge-
krimmt sein. Dadurch ist eine genaue Erfassung der
Randkontur und damit auch der Randbedingungen des
realen Bauteiles durch das Berechnungsmodell méglich.
Dies wird am ersten Beispiel demonstriert. Mit Hilfe des
zweiten Beispiels werden die drei Methoden zur Ermitt-
lung elastisch-plastischer Spannungszustiinde gegeniiber-
gestellt und Vergleichsrechnungen mit anderen Program-
men durchgefiihrt.

1. Geometrische Grundlagen

Die xI —x2—Ebene eines globalen kartesischen Koordi-
natensystems x%; q = 1, 2, 3 wird in die Mittelfliche
der undeformierten Platte gelegt. Dann lautet der Orts-
vektor 19 jedes Punktes P der Plattenmittelfliche (Bild 1)

unter Verwendung der allgemeinen Koordinaten x%;

a=12
= { (x x2) r (x1 x2),0} (L.1)

Die Gleichung (1.1) stellt gleichzeitig die Transforma-
tionsheziehung zwischen den allgemeinen und den glo-
balen kartesischen Koordinaten dar.

Aus den nichtnormierten Tangentenvektoren

ord ord

Cq = L. ; Cq = __r__ (1.2)
1 axl 2 Bx

lassen sich die kovarianten Koordinaten des Mafitensors
der Plattenmittelfliche

8ap = o (1.3)
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Bild 1
Mathematische Beschreibung der undeformierten Plattenmittel-
fliche

und dessen Determinante

2
g~ 811822 — €312 (14)

berechnen. Unter Beriicksichtigung des Permutations-
symbols

1 1
12 _ 21 _ 11 _ 22 _
€°= = ; € =——5—=; € =€“=0 (15
S Vg
folgen:
— die kontravarianten Koordinaten des MaBtensors
gaﬁ: a'yeﬁag,yl,; (1.6)
— die nichtnormierten Gradientenvektoren
=% a 1.7
cq B ’ a7

— die Christoffelschen Dreizeigersymbole

_ o
FB*r % cﬁlv q 7|6- (1.8)

Da im undeformierten Zustand alle Punkte auf einem
Normalenvektor n? zur Plattenmittelfliche die gleiche
Metrik besitzen, lauten die Koordinaten des MaBtensors
der Platte g AB

=9 .4d. = -0 - -
8ap ™ Ca B ga3—g33—0, 833 = 1. 1.9)

Das ridumliche, allgemeine Koordinatensystem xA; A=
1,2,3 entsteht durch Hinzufiigen der x3-Achse senk-

recht zur x1-x2.Ebene des Koordinatensystems x°.

Der Ortsvektor der deformierten Platte RY wird durch

h h
_<z<- (1.10)
2 2
dargestellt (Bild 2). Dabei li6t sich der Normalenvektor
der verformten Mittelfl:iche mittels

RT =11+ wnl +2n9;

a
i =nd —w| cl (L11)

angeben.
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Bild 2
Deformierte Platte

Unter Verwendung der Tangentenvektoren
B
= ———=cq+w|anq—zw|a cg (1.12)

und bei Vernachlissigung aller nichtlinearen Terme der
Durchbiegung bzw. deren Ableitungen ergeben sich die
kovarianten Koordinaten des MaBitensors der deformier-
ten Platte zu

G =Cqu=g — 2zw ;
af Tap Cop op (1.13)

C Gyy=1.

°t3:G3ﬁ:0;

Die Bestimmung der Koordinaten des Verzerrungsten-
sors DA g erfolgt mit Hilfe der Gleichung

Dyp= 2 (Gap —8aB)> (1.14)

und unter Einbeziehung von (1.9) und (1.14) entsteht

D= — 2% |gg: Dp3=Dyp=0. (1.15)
Das Verschwinden der Koordinaten Dj 3 und D3p ist
eine unmittelbare Folge der Kirschhoffschen Hypothese.

Die Gleichgewichtsbedingungen am inkrementellen Plat-
tenelement lauten

m®| —qf=0; ¢¥|,+p* 0. (1.16)

Dabei sind m*? die Schnittmomente, qﬁ die Querkriifte
und p3 die Flichenbelastung in Richtung der x3-Achse.
Werden diese Gleichgewichtsbedingungen mit den vir-

tuellen Verdrehungen & w| 8 bzw. der virtuellen Verschie-

bung éw iiberschoben und iiber die Plattenmittelfiche
integriert, so entsteht die virtuelle Arbeit der Schnitt-
groBen und der duBeren Last

—sm= [ (@]~ aP) (<ow|p + (4], + p*) BwidA
A =0.
(L17)

Nach zahlreichen Umformungen [2] fihrt (1.17) auf die
Beziehung

—81r=_/ ma68w|aﬁdA+fp36wdA—f B8wlpd1'
A A G

1
i k k
+f Q&wdr+§ T sw =0, (1.18)
Cy k=1

wobei B das duBere Biegemoment am Randstiick Cj,

k
Q die suBere Ersatzquerkraft am Randstiick C2, T die
Differenz des dufieren Torsionsmomentes an dessen Un-
stetigkeitsstellen k und », 7 ein orthogonales Randkoor-
dinatensystem darstellen.

2. Nichtlineare Stoffgesetze

In jedem Punkt der Platte sei der Spannungstensor sAB,
A,B=1,2,3 und damit dessen Subtensor seb ;=12
definiert. Unter Verwendung des Spannungsdeviators

1
A I

laBt sich die FlieBbedingung nach v. Mises analog zu [3]
in der Form

1 1
F= = (s4p — 2p) (2B — aAB) _ 5k2 =0 (2.2)

angeben. Dabei sind a, die der kinematischen Ver-
schiebung der Fliefifliche entsprechenden Deviatorspan-
nungen, F die FlieBfunktion, wihrend k die Grobe der
isotropen Verfestigung und die Belastungsgeschichte
widergibt. Fiir den Zusammenhang zwischen dem iso-
tropen Verfestigungsparamter k und der plastischen Ver-

P
gleichsdehnung D wird die von Weber [4] verwendete
Beziehung

co
k=S
F { 1+02

(2.3)
eingefiihrt. Hierbei stellt Sy die FlieBspannung des jung-
friulichen Materials dar und cg, c1, c2 und b sind dimen-

sionslose Parameter, die eine Anpassung von (2.3) an das
praktische Materialverhalten ermoglichen.

Das differentielle Deformationsgesetz nach Prandtl-
Reusz

. e- T’ t- )
Dyp=Dpp* Do+ Dpp (24)

bildet den Ausgangspunkt zur Formulierung der Span-
nungs-Verzerrungs-Beziehung, d. h. die Verzerrungsiinde-
rungen setzen sich aus elastischen, plastischen und ther-
mischen Anteilen zusammen. '

Bei Anwendung des allgemeinen Fliefgesetzes

p .

Dyp = X2 (25)
JSAB

ergeben sich die plastischen Verzerrungszuwiichse mit

(2.2) zu

Dy CaB ~ 2 - (2.6)

Zur Bestimmung des nichtnegativen Proportionalitiits-

faktors A wird die Bedingung fiir plastisches Fliefen
- 23



. F . oF aF ok P
F=———-—SAB+ 'AB""—' —_.——'D =0
3SAB 2aAB° 3k 5 "
oDy @.7)

herangezogen, wobei fiir die partielle Ableitung des

isotropen Verfestigungsparameters k

ok P

— = Spleg(eq + D,)? —b]=c- Sy (2.8
p

oD,

geschrieben wird. Dabei ist ¢ eine experimentell zu be-

stimmende Werkstoffkennfunktion. Die Gleichung (2.7)

liefert dann

X = ZAB —a\B GAB
9 k2 Sgp(btc)

und die plastischen Verzerruagsinderungen folgen zu
P _ (ap—2ap) Gre—are) :re

AB 4

7 k2 Sp (btc)

Die elastischen Anteile der Verzerrungszuwiichse lassen
sich in der Form
e .
Dag = 2G [S AB
angeben, wogegen man die thermischen Verzerrungsin-
kremente zu

t . z .
D g =G,p (BAT) b Gap Do

, (2.9)

(2.10)

M

3\
- 7z Cansrl (2.11)

(2.12)

erhilt, wenn ein linearer Temperaturverlauf zwischen
Plattenober- und Plattenunterseite vorausgesetzt wird.
Dabei sind G der Gleitmodul, u die Querdehnungszahl,
B der Lingen-Temperaturkoeffizient und AT die Tempe-
raturdifferenz zwischen Plattenober- und Plattenunter-
seite.

Bei Einfilhrung der Beziehungen (2.10) bis (2.12) in
(2.4) ergibt sich unter Beriicksichtigung von S33 = 0 die
Spannungs-Verzerrungs-Beziehung fiir den ebenen Span-
nungszustand in allgemeinen krummlinigen Koordinaten

2G

5B - { -u-(-2p) 33 O

[l—p—(1-24) s

— GBDg) + [u(GHPGYE + GBI B gre D
+ 67620y _ (1) PTe) @, G7€D°)}
2.13)

Diese Gleichung li6t sich aufspalten in die Zusammen-
hiinge fiir elastische Spannungsinderungen

& af _ E ay gPe aBYer
S 12 [(A-w) G772+ pGTTG T (D, ¢

. (2.14)
~ G (Do)

und fiir plastische Spannungsinderungen
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s %= [(1-u2) 7€
(1-42) [1-p—(1-2p) s20]

33
+u2 G GTES _ (1) (GBS (2.15)

+GYE sg‘f N@D, - Gy eDo).

Dabei kommen die Abkiirzungen

1
s’}% = 5 o ; (sAB —aAB) (5pg—arg) 5
7 k°N
3
b+c
N = ]. + SF —_—
3G

zur Anwendung.

fine weitere Moglichkeit der Formulierung der Span-
nungs-Verzerrungs-Beziehung oberhalb der FlieBgrenze
ist der Zusammenhang

§ub -gof, 5 ob - 5B, 1 -8 G*76Pe

+ ”Gaﬁg‘YE] (]j7€ _ G7€D°) ) (2.16)

Der Tensor S'C;B beinhaltet die Anfangsspannungen,

nach denen die zweite Methode zur Berechnung elastisch-
plastischer Spannungszustinde benannt ist (Abschnitt 3).
Fiir die mathematische Darstellung der kinematischen
Verschiebung der FlieBfliche kommt die Pragersche Ver-

festigungsregel
(2.17)
zur Anwendung. Mit (2.10) entsteht fiir den ebenen

Spannungszustand

28p b

33
3[1—p—(1-2u) 5451

2 P
ayp = 35r P Dpp

i - [(1-4)s*F7€

e < _ (2.18)
_'”sa G'YG] (D'ye— GyeDO) :

Aus der Beziehung zur Berechnung der plastischen Ver-
gleichsdehnungsinderu

p. 2 P. P AB
D, = 3 D,pD (2.19)
folgt bei Beriicksichtigung von (2.10)
P 1
D, = — (1) (*F-a%)
kN [1—p—(1-2p) s35)
(2.20)

+ (h—an) 1G] (D 45— G Do) -

Mit den Beziehungen (2.13), (2.18) und (2.20) stehen
die Grundgleichungen zur Untersuchung diinner Platten
im physikalisch nichtlinearen Materialbereich zur Verfi-
gung. Es ist dabei zu bemerken, dafs die Anderungen der
Zustandsgrofen Funktionen des aktuellen Spannungs-
zustandes sind.



3. Niherungslésung mit Hilfe der FEM

Entsprechend der Methode der finiten Elemente erfolgt
eine Unterteilung der Plaite in eine endliche Zahl von
Elementen. Als Elementtyp kommt ein Dreieckelement
mit drei Eckknoten und 18 Freiwerten [5] zur Anwen-
dung, bei dem die Durchbiegung durch ein reduziertes
Polynom 5. Grades angenihert wird.

Die Vernetzung geschieht in der durch die dimensions-
losen Parameter x! und x2 aufgespannten Parameter-
ebene und jedem Punkt der Plattenmittelfliche wird ein
Wertepaar (x!, x2) zugeordnet.

Mit Hilfe der Transformationsbeziehung (1.1) erfolgt
dann die Berechnung der Koordinaten aller Punkte in
der realen Ebene, aufgespannt durch das globale Koor-
dinatensystem x%. Durch eine geeignete Wahl der Trans-
formation (1.1) kann dabei i. a. eine genaue Erfassung
des Plattenrandes durch das Berechnungsmodell erreicht
werden.

Durch Einfilhrung der Niherungsfunktion in Gleichung
(1.18) und nach Ubergang von differentiellen Grofen
zu endlichen Zuwiichsen in den Stoffgesetzen entsteht
das lineare Gleichungssystem

KAv=Ar. 3.1)

Die Steifigkeitsmatrix K lift sich in einen elastischen
und einen plastischen Anteil entsprechend
e P

aufspalten. Der Vektor der Belastungsinderungen Ar
beinhaltet Anteile aus FEinzellasten, Linienkriften.
Linienmomenten, Flichenlasten oder thermischen Bean-
spruchungen. Infolge der Verwendung allgemeiner Ko-
ordinaten miissen alle Integrationen zur Berechnung der
Steifigkeitsmatrix und des Belastungsvektors numerisch
ausgefithrt werden. Der Lésungsvektor Av hat fiir jeden
Knotenpunkt | den Aufbau

T
é_"f{ A""’Awh’Awlz’Awlu’A“’lzz’Awllz} 1’

(3.3)

d. h. er beinhaltet neben der Durchbiegung selbst deren
erste und zweite partielle Ableitungen nach den allge-
meinen Koordinaten.

Entsprechend dem Laststeigerungsverfahren werden das
Gleichungssystem (3.1) in jedem Lastschritt A geldst und
die Anderungen des Spannungs- und Deformationszu-
standes berechnet. Dabei sollen in Abhingigkeit von der
verwendeten Spannungs-Verzerrungs-Beziehung drei Ver-
fahren realisiert werden; die Methode der verinderlichen
Steifigkeit, die Methode der Anfangsspannung und eine
Gemischte Methode.

Methode der verinderlichen Steifigkeit

Ausgehend von (2.13) ist in jedem Lastschritt A das Glei-

chungssystem

e BM oA 2

K +K) Av=Ar (3.4)
p.A

zu losen. Der plastische Anteil zur Steifigkeitsmatrix K

wird in einem gesonderten Zwischenlastschritt unter

Verwendung des Lésungsvektors des Gleichungssystems
A1 A A

K™ Av=adr (35)
ermittelt. Fiir den Zwischenlastschrittfaktor a hat sich
der Wert a = 0,55 bewiihrt.

Methode der Anfangsspannung

Nach Losen des Gleichungssystems im 1. Iterationszy-
klus,d.h. n=1,

e A

< |l

=1 A
Av=Ar

=

(3.6)

ist infolge (2.16) in jedem weiteren Zyklus 7 fiir alle
Elemente v mit mindestens einer Integrationsstiitzstelle

im elastisch-plastischen Materialbereich ein Vektor der
Anp
Anfangsspannungen  Ar_ zu berechnen. Das Glei-

e An An
chungssystem lautet dann K Av = Ar_ - 3.7

Der Abbruch im Zyklus =k erfolgt, wenn fiir alle
Elemente des Lésungsvektors '

Ak
v
<y (3.8)
K
A,
S NG
n=1

gilt, wobei Y eine wiihlbare Fehlergrenze darstellt.

Gemischte Methode:

Zuniichst erfolgt die Ermittlung der Spannungs- und
Deformationszustinde mit Hilfe der Methode der An-
fangsspannung. Steigt jedoch in einem Lastschritt die
Zahl der benétigten Iterationen stark an, so wird im fol-
genden Lastschritt mittels der Methode der verinderli-
chen Steifigkeit eine aktuelle ,elastische” Steifigkeits-

e
matrix K" berechnet.

Die sich anschlieBenden Untersuchungen werden unter
Anwendung der Methode der Anfangsspannung fortge-
setzt.

4. Beispiele

Eine am AuBenrand eingespannte, am Innenrand freie
Kreisringplatte unter konstanter Flichenlast soll zur
Untersuchung der Konvergenz und zur Gegeniiberstel-
lung allgemeiner Koordinaten mit kartesischen herange-
zogen werden (Bild 3).

E =2,1-10*kN /cm?

p
%H P HH%‘% =03

o t p-1,OkN/cm2

+;_r__ ’ a=100cm

\ g2a l b=1500 cm

- 22b | h= 60cm
Bild 3
Kreisringplatte
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Tabelle 1
Vergleich der berechneten Biegeflichen mit der exakten Losung

Zahl w(r) in 10-1 cm
- der rin
Elemente cm polyg. EL polyg. El. krumml. exakte
Variante I Variante II Elemente Losung
4 10 4,423 950 1,840 194 2,418 212 2,415 122
50 0 0 0 0
10 2,630 230 2,118 672 2,415 316 2,415 122
16 30 1,086 598 0,778 631 0,955 355 0,955 378
50 0 0 0 0
10 2,455 594 2,267 208 2,415 123 2,415 122
20 1,733 463 1,579 498 1,699 714 1,699 747
64 30 0,980 293 0,866 243 0,955 356 0,955 378
40 0,312 251 0,245 615 0,298 129 0,298 145
50 0 0 0 0

Dazu wird ein Viertel der Platte in 4,16 bzw. 64 Elemen-
te unterteilt. Bild 4 zeigt im linken Teil die Vernetzungs-
variante mit 16 Elementen in der Parameterebene, aus
der unter Verwendung der Transformationsbeziehung
fiir Polarkoordinaten

x! = ay + alx1 cos(x2 ~x(2)) ; \
5 a,=b,=x7=0;a, =50cm
X2 = by + alxl sin(xz—xg) ; 0 0% 1

die Vernetzung in der realen Ebene (Bild 4, rechts) ent-

steht. Dabei sind die krummlinig berandeten Elemente
zu erkennen.

|

Bild 4 -
Vernetzung in der Parameterebene und der realen Ebene

£ x NjR

©

02 06 x'10

Wihrend bei Anwendung von Polarkoordinaten die
Randhedingungen problemlos formuliert werden kon-
nen, ergeben sich fiir die kartesischen Koordinaten zwei

sind, als kartesische Koordinaten. Der Vergleich mit
einem isoparametrischen Konzept wurde allerdings nicht
gefiihrt.

Im zweiten Beispiel wird eine Kreisringplatte mit glei-
chen Randbedingungen wie Beispiel 1 unter konstanter
Flichenlast gewihlt, um die drei numerischen Verfahren
gegeniiberzustellen. Das Berechnungsmodell ist ein in
4 krummlinig berandete Elemente in radialer Richtung
unterteilter Kreisringsektor. Bild 5 zeigt fiir idealplasti-
sches Materialverhalten die Durchbiegung des Innenran-
des bei Laststeigerung, wobei mit zunehmender Plasti-
zierung kleinere Lastschritte verwendet werden.

8
oMethode der veranderlichen Steifigkeit i /

7t x Gemischte Methode: y=1%
» Gemischte Methode: yv=5% |

6 + o Methode der Anfangsspannung: y=1%
e Methode der Anfangsspannung: was%/

i Vi

q
w/wE /

’ L~

Méglichkeiten; eine punktweise Einspannung in den 10 12 14 16 18 p/p. 20 22
Randknoten (Variante I in Tabelle 1) und eine konti- a

nuierliche Einspannung entlang des gesamten Randes

(Variante II in Tabelle 1). Bild 5

Wie zu erwarten, ist das Modell mit polygonalen Elemen-
ten, Variantel im Vergleich zur exakten Lésung zu
weich, wihrend Variante II infolge der Streichung aller
sechs Elemente des Knotenvektors in den Randknoten
zu steif ist. Die besten Ergebnisse sind bei Verwendung
krummlinig berandeter Elemente zu verzeichnen. Die
Vernetzung mit 16 Elementen fiihrt bereits zu einer
fir technische Zwecke ausreichenden Genauigkeit. Es
wird deutlich, daf krummlinige Koordinaten zur Unter-
suchung beliebig berandeter Platten besser geeignet
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Durchbiegung des Innenrandes bei steigender Belastung

Die Anwendung der Methode der verinderlichen Stei-
figkeit und der Gemischten Methode mit einer Abbruch-
grenze von Y =1 % liefern die qualitativ besten Ergeb-
nisse, wobei ersteres Verfahren die wesentlich kiirzeren
Rechenzeiten benstigt und sich deshalb als das effek-
tivste fiir die untersuchten Problemstellungen erwiesen
hat. Die Berechnungen mittels Methode der Anfangs-
spannung werden wegen zu groBer Rechenzeit abge-
brochen.




Infolge der groben Vernetzung in radialer Richtung ist
die Platte zu steif und der exakte Wert fiir die Traglast
nach [6] p7/pE = 1,98 wird iiberschritten. Auf den Ver-
gleich der numerischen Methoden hat dies allerdings
keinen Einfluf.

An diesem zweiten Beispiel werden weiterhin Vergleichs-
rechnungen mit den an der TU Dresden entwickelten
Programmen EPSCHA [4] und NISCHA [7] durchge-
fiihrt. Das Modell wird dazu in 8 finite Elemente bzw.
4 finite Streifenelemente in radialer Richtung unterteilt.
Die mit Hilfe der Methode der verinderlichen Steifig-
keit berechneten Funktionen der Durchbiegung des In-
nenrandes bei Laststeigerung (Bild 6) zeigen erst bei
fortgeschrittener Plastizierung geringe Abweichungen.

~J

o NLP83
641 x EPSCHA
a NISCHA

w

o]

0] 12 14 16 18 0
1 . 2

1

Bild 6

Vergleichsrechnung der Programme NLP83, EPSCHA und
NISCHA
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