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Vollstandige Auswertung eines axialsymmetrischen
Spannungszustands in einem inkompressiblen Kérper aus Isotheten

Klaus Ullmann
1. Einleitung

In friiheren Arbeiten [1] wurde vom Autor gezeigt, daf
es sinnvoll und niitzlich ist, riumliche Modelluntersu-
chungen nach dem spannungsoptischen Erstarrungsver-
such durch Messungen nach dem Moireverfahren zu er-
ginzen. Die Moiremessung liefert als zusitzliche Infor-
mation die Isotheten (Linien gleicher Verschiebungs-
komponente) und erméglicht leicht eine Kontrolle der
polarisationsoptisch ermittelten Spannungen am Rand.

Eine vollstindige Auswertung des Spannungstensors im
Inneren des Feldes aus Isotheten jedoch wurde bisher
nicht praktiziert. Ursache dafiir sind Schwierigkeiten, die
aus der niherungsweisen Inkompressibilitit des Modell-
werkstoffs resultieren. Die Querdehnzahl betrigt v =
0,49 [2]. So fiihrt eine punktweise Auswertung der Span-
nungen aus den Dehnungen (bzw. Verschiebungen)
schon bei geringen Unsicherheiten der Mefdaten auf
stark streuende Ergebnisse.

Deshalb wird hier der Weg einer feldweisen Auswertung
der Spannungen beschritten, wobei zur Vereinfachung
der Berechnungen a priori v = 1/2 gesetzt wird. Es wird
angenommen, daf der dadurch bedingte Fehler klein
gegeniiber den sonstigen Unsicherheiten der Messung und
Auswertung ist. Ferner wird ein axialsymmetrischer
Spannungszustand vorausgesetzt, der bei vielen prakti-
schen Problemen vorliegt.

2. Theorie des Auswerteverfahrens

Das Verfahren ist analog zu dem von Naumann [3] fiir
ebene Plastizititsprobleme angegebenen. Im hier behan-
delten elastischen Fall ergeben sich jedoch wesentliche
Vereinfachungen, vor allem beziiglich der erforderlichen
numerischen Verarbeitung - der Me6daten. Ausgangs-
punkt sind die Gleichgewichtsbedingungen des axialsym-
metrischen Spannungszustands.

2.1. Auswertung in Zylinderkoordinaten

Die Gleichgewichtsbedingungen in Zylinderkoordinaten
x,1, 1
a0, . 0T,y 7

- + = =
ax ar 7 O @)

07y, . ao, L% %
ox or r

=0, 2

64

werden durch Aufspalten des Spannungstensors in Devia-

tor und Kugeltensor
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Werden das Hookesche Gesetz fiir inkompressibles Medium
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sowie die Verschiebungs-Verzerrungsbeziehungen
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eingesetzt und anschliefend integriert, so folgt
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Wegen der Inkompressibilititshedingung
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ergibt sich
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Die Auswertung kann sowohl nach Gl. (5) als auch nach
(6) erfolgen; fiir den Fall, daf die Spannungen auf der
Mantelfliche gegeben sind (1. Randwertaufgabe), am
einfachsten nach (6). Es folgen dann die Normalspan-
nungen
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wobei

S() = Supyxdr, C=C./G.

Es ist also eine vollstindige Auswertung aus den Isothe-
ten eines Meridianschnittes méglich. Dabei sind u,, u



praktisch kartesische Komponenten, wie sie mit dem
Moireverfahren iiblicherweise gemessen werden.

Werden statt dessen die polaren Verschiebungskompo-
nenten u,, uy der Meridianebene ermittelt, so erfolgt die
Auswertung zweckmiiBigerweise in einem Kugelkoordi-
natensystem r, ¢, ¢.

2.2. Auswertung in Kugelkoordinaten

Die Gleichgewichtsbedingungen fiir den axialsymmetri-
schen Spannungszustand in Kugelkoordinaten folgen aus
den allgemeinen Beziehungen nach Nowacki [4]2), wenn
die Ableitungen nach ¢ Null gesetzt werden, zu
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Nach entsprechender Aufspaltung in Kugeltensor und
Deviator ergibt sich
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Bemerkenswert ist, daB in diesen Gleichungen wie auch
in (3), (4) der Kugeltensor nur jeweils in einem Glied
stehen bleibt. Nach Einfiihren des Hookeschen Gesetzes
sowie der Verschiebungs-Verzerrungsbeziehungen in Ku-
gelkoordinaten
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und anschliefender Integration folgen die Gleichungen
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Gegeniiber der Auswertung in Zylinderkoordinaten, Gl.
(5), (6), sind diese Beziehungen erwartungsgemifi kom-
plizierter. Vereinfachungen ergeben sich bei Beschrin-
kung auf die Aquatorebene:

Wegen cot? = 0 folgt dann aus (14)

0=—G(u tugg/c+ [1r(6u, +1/ru g9)dr)+C,. (16)

Zu bemerken ist, daB sich in dhnlicher Weise ein Verfah-
ren zur vollstindigen Auswertung der Spannungen auf-
schreiben liBt, wenn von den Dehnungen statt von den
Verschiebungen ausgegangen wird. Vom experimentellen
Standpunkt aus gesehen ist eine solche Aufgabe natiir-
lich evident, vgl. z. B. [6]).

o (12)

3. Numerische Auswertung

Die numerische Auswertung wird in Zylinderkoordina-
ten fiir den praktisch wesentlichen Fall ausgefiihrt, daf
der Meridianschnitt ein einfach zusammenhiingendes Ge-
biet mit lastfreier Randkurve ist. Weitere Randwertpro-
bleme lassen sich in dhnlicher Weise 16sen. Die Konstan-
te C wird mit der Randbedingung o, (r,)) = 0

aus G1. (8) beéstimmt zu

C—S8(ry)=— (ux,x + 2ur,r)'

S (r) wird durch numerische Integration berechnet:
S() =~ S =1/2 E (urxx+“r,xx)Ar

wobei auf dem Rand
n
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auf der Achse

gilt.
Beginnt man, was wegen der Randbedingung zweckmi-
Big ist, mit der Integration am AuBienrand, so folgt
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und schlieBlich
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Diese Gleichung und die Beziehungen (7) bis (9) ermég-
lichen eine vollstindige Auswertung eines axialsymme-
trischen Spannungszustands aus den Verschiebungs-
komponenten u, und u, der Meridianebene.

4. Ausgleichsprozeduren
4.1. analytische Darstellung der Isotheten

Um die Verschiebungen und deren Ableitungen auf
einem vorgegebenen Gitternetz zu ermitteln, ist es erfor-
derlich, die Isotheten analytisch darzustellen. Als ein-
fache Funktion wird die quadratische Parabel

y = ax2+bx + ¢

gewihlt. Ein Ausgleich erfolgt iiber das Fehlerquadrat-
minimum, indem jeweils 4 Wertepaare x;, u; eingegeben
werden. Das Gleichungssystem wird mittels einer Diago-
nalmatrix gelost, um die schlecht konditionierte Matrix
des globalen Koordinatensystems zu vermeiden, vgl. [7].
Der entsprechende Formelsatz lautet
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4.2. Ausgleich der Dehnung(;:n in einem Punkt

Der Ausgleich der Dehnungen in einem Punkt erfolgt
iiber das Fehlerquadratminimum mittels der Inkompres-
sibilititsbedingung. Die gemessenen Dehnungen seien
mit ay, ay, ag bezeichnet, die dazu gehérigen Gewichte
P1> P2, p3- Ohne die Allgemeingiiltigkeit einzuschrin-
ken, wird pg = 1 gesetzt. Die ausgeglichenen Werte der
Dehnungen seien ), ay, ag. Die Ausgleichsbedingung
lautet dann, dab

y = (1 (1~ 5)? + (P2 (ag —B))? + (a3 — 83)?
ein Minimum wird, mit der Nebenbedingung
El + 52 + :1—3 =0.
Fiir die ausgeglichenen Dehnungen folgen daraus die Be-
ziehungen
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Bei Auswertung in Zylinderkoordinaten, wenn

X,X a = ur/r, ag = Uy,

sind, konnen die Gewichte festgelegt werden durch

P1, P2 =qr/rm+1l, py =1,

wobei py koordinatenabhiingig ist und fiirr = 0 py = pg
gilt. Als praktischen Messungen angepafite Werte ergaben
sichz.B.py =2, q=4 [8].

5. Zusammenfassung

Es wird ein Verfahren zur vollstindigen Auswertung
achsensymmetrischer Spannungsfelder aus Isotheten
(Verschiebungskomponenten) vorgestellt. Da das Verfah-
ren primir zur Auswertung von Modellversuchen nach
dem Erstarrungsverfahren dienen soll, wird Inkompres-
sibilitit des Materials angenommen, womit sich gewisse
Vereinfachungen ergeben. Das Verfahren beruht auf der
Integration der Spannungsgleichgewichtsbedingungen. Es
ist in Zylinder- und Kugelkoordinaten hergeleitet. Ein-
gabegrofien sind die Isotheten und deren Ableitungen in
der Meridianebene in kartesischen bzw. polaren Koordi-
naten.

Da die Isotheten von der Messung her nur an diskreten
Stellen vorliegen, ist eine analytische Darstellung dersel-
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ben erforderlich. Dazu dient eine quadratische Parabel
die aus jeweils vier Mebpunkten ausgleichend berechnet
wird. Anschliefiend erfolgt noch ein Ausgleich der Deh-
nungen an einem Punkt des Gitterneizes mittels der In-
kompressibilititsbedingung. Die im Verfahren enthaltene
numerische Integration ist fir den praktisch wesentli-
chen Fall ausgefithrt, daf der Meridianschnitt ein ein-
fach zusammenhingendes Gebiet mit lastfreier Rand-
kurve ist. Der Test des Auswerteverfahrens erfolgte am
Beispiel der diametral gedriickten Kugel und wird dem-
niichst verdffentlicht [8]. Analog zu dem behandelten
Auswerteverfahren lift sich eine Methode zur vollstin-
digen Auswertung der Spannungen angeben, bei dem die
Dehnungen statt der Verschiebungen Eingabegriben
sind.

1) Die Koordinaten sollen wie iiblich ein Rechtssystem bilden,
so daB auf eine entsprechende Skizze verzichtet werden kann.

2) Die Gleichgewichtsbedingungen finden sich zwar auch in dem
Buch von Amenzade [5] sind dort aber fehlerbehaftet.
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