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Zur Berechnung des nichtlinearen dynamischen Verhaltens von
Stab- und Seilstrukturen mit Hilfe eines modifizierten

Newmark-Vertahrens
M. Weber

1. Einleitung

Um nichtstationére und nichtlineare Probleme genauer
untersuchen zu konnen, sind in den letzten Jahren ver-
stirkt Verfahren zur direkten zeitlichen Integration dy-
namischer Systeme entwickelt worden. In [5] wurden
die wichtigsten Verfahren einander gegeniibergestellt
und nach der Art ihrer Herleitung klassifiziert. Von den
derzeit bekannten Zeitintegrationsverfahren hat das
Newmark-Verfahren die grofite Verbreitung gefunden.

In dieser Arbeit soll ein modifiziertes Newmark-Verfah-
ren zur Behandlung geometrisch nichtlinearer Schwin-
gungsprobleme vorgestellt werden.- Dabei werden grofie
Verschiebungen mit kleinen Verzerrungen vorausgesetzt,
wie sie bei Stab- und Seilkonstruktionen auftreten kon-
nen.

2. Herleitung des Verfahrens

Das Newmark-Verfahren gewinnt man mit Hilfe eines
U-Ansatzes zur Integration des Beschleunigungsvektors

r(t) im Zeitintervall [to t;]
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Integriert man diesen Ausdruck iiber das Zeitintervall
T =1} —tp, so erhilt man einen Ausdruck fiir den Ge-
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und eine zweite Integration fiihrt auf den Verschiebungs-
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wobei § (= 5 ¥) als neue unabhiingige Konstante defi-

niert wurde. Die Vektoren 1'1,—1‘) und T, r| miissen zum

Zeitpunkt ty die nichtlineare Schwmgungadlfferentlal-

gleichung
M7, +DF +K(®) % = (1)

erfilllen. Dabei ist M bzw. D die konstante Massen- bzw.
Dimpfungsmatrix, K(7) die vom Verschiebungszustand

abhingige Struktursteifigkeitsmatrix des Gesamtsystems
und f; der Belastungsvektor bei tj.

Da in (4) keine linearen Zusammenhinge mehr vorliegen,
ist generell eine Iteration innerhalb des Zeitintervalls
notwendig. Fiir die Aufstellung des Iterationsalgorithmus
ergeben sich verschiedene Méglichkeiten, von denen im
folgenden zwei ausfiihrlicher vorgestellt werden sollen.

2.1. Explizites Verfahren

Aus (1) bis (4) lifit sich sofort ein Iterationsalgorithmus
gewinnen, wobei M als positiv definit vorausgesetzt wird:
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Dieses Verfahren wurde von Newmark bereits 1959 in
[4] vorgeschlagen. Damit das Verfahren konvergiert,
mufs die Integrationsschrittweite 7 immer klginer als die
Konvergenzschranke
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sein; mit Ty, als keinster Eigenschwingungsdauer des
im Zeitintervall linearisierten Problems (K(i}) =Kj =
const).

2.2, Implizites Verfahren

Durch Einsetzen von (2) und (4) in (3) ergibt sich nach
entsprechender Umstellung ein implizites Newmark-
Verfahren zur Berechnung von T :
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In [2] wurde das Verfahren (7), (8) fiir lineare Systeme
hergeleitet. Fiir diesen Fall (K = const) werden innerhalb
des Zeitschrittes keine Iterationen benétigt und das Ver-
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fahren ist fiir 9 = iund B= —unbedmgt stabil, d. h. die

Integrationsschrittweite 7 w1rd nur durch die Genauig-
keitsanforderungen bestimmt.

Bei nichtlinearen Problemen mit K = K(T) ist aber auch
beim impliziten Verfahren eine Iteration innerhalb des
Zeitschrittes notwendig.
Da die rechte Seite von (7) fiir jeden Zeitschritt kon-
stant ist, kann man diese Gleichung auch als dynamische
Glelchgewwhtsbezwhung

K@) 7 = ?’ (7a)

auffassen. K wird deshalb im folgenden als ,,dynamische
Stelfigkeltsmatrlx bezeichnet.

Fiir ein brauchbares Verfahren ist es notwendig, daff K
moglichst wihrend des gesamten Integratlonsprozesses
konstant bleibt. Deshalb wird die Steifigkeitsmatrix
K(¥)) in einen linearen Anteil K|, und einen vom Ver-
schiebungszustand T; abhingigen Anteil AK(T)) zer-
legt:

K(r} ) =KL + AK(f] ) =KL + AK; )
AuBierdem wird
Tt AT (10)

verwendet. Nach dem Einsetzen von (9) und (10) in (7)
und entsprechender Umstellung ergibt sich:

[a0M+a1D+KL] AR = M(agty + agTy) +
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Die Matrix Ky, kann man z. B. durch Mittelwertbildung
aus zwei unterschiedlichen statischen Gleichgewichtszu-
stinden erhalten

1
Ki = 5 (K@) +K&) | (12

wobei K(x;) bzw. K(X]) die zum Eigengewichts- und
Vorspannungszustand bzw. die zum maximalen stati-
schen Lastfall gehorende tangentiale Steifigkeitsmatrix
ist.

Weiterhin ist es giinstig, At; noch weiter aufzuspalten
und die Beziehung

i
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zu verwenden, um in jedem Iterationsschritt nur noch

den iterativen Zuwachs 8% zu berechnen. Man erhilt
dann aus (11) und (13) die Iterationsbeziehung:
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Bild 1
Nichtlineares Schwingungssystem

Vergleicht man die Klammerausdriicke auf der rechten
Seite von (14) mit (8), so erkennt man, dafi man zwi-
schen den Kiammern genau die Beziehungen fiir Fil
und 'F.I,i erhalten hat. Somit steht auf der rechten Seit:s
von (14) die Schwingungsdifferentialgleichung (4). Da
,i Gleichung (4)
nicht exakt erfiillen, erhidlt man zunichst aus (1) noch

,,dynamische Unglelchgewmhtskrafte”

fiir kleine ,,i” die Vektoren 1y o 1 P

fu i~ —Mrl ]2 5(‘1,,) 1 f; ) (15)

die mit zunehmendem ,,i”” gegen Null streben.

Fiir die Berechnung der rechten Seiten ist es in (11), (14)
und (15) immer noch notwendig K (17 j) in jedem Itera-
tionsschritt neu aufzubauen. Bei Stab- und Balkenstruk-
turen ist es aber giinstiger, den Vektor der elastischen
Knotenkrifte

K(‘_1),1) =K@ ) Mo (16)

der der Uberlagerung der Elementschnittkrifte in den
Knotenpunkten entspricht, unmittelbar aus den FEle-
mentverschiebungen zu bestimmen, und die Struktur-
steifigkeitsmatrix K@ i) gar nicht mehr aufzubauen
(vgl. [1]). Damit ergibt sich schlieGlich der vollstandige

Integrationsalgorithmus: Fortsetzung auf Seite 17
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Die Konvergenzschranke fiir den in [6] ausfiihrlich her-
geleiteten Algorithmus (17) lautet:

1 1 -
= e ___ e T . 18
TmaxK Tmin .2 27 M (18)
(e—( T )) 8
max

Diese unterscheidet sich von der unter (6) angegebenen

Konvergenzschranke des expliziten Verfahrens nur durch
den Wurzelausdruck

w= . v (19)

T .
Dabei ist (-ml) das Verhiltnis der kleinsten zur groB-
max
ten Eigenschwingungsdauer des diskretisierten Systems

~R(7))

und ¢ ein MaB fiir die Nichtlinearitit (Es wurde in [6]
vorausgesetzt, daf gilt: AK(r) ® ¢+ Kp, 0<c<1). Bei

. Trmin 2
wachsender Anzahlvon Freiheitsgradenstrebt (——)“ >0

Tmax

so daf die zulissige Iterationsschrittweite im wesent-
lichen von c¢ bestimmt wird. Fiir stark nichtlineare
Systeme gilt ¢ = 1 und somit strebt auch w > 1, d. h. die
maximal zulissige Integrationsschrittweite des impliziten
Verfahrens stimmt fiir diesen Fall mit der des expliziten
Verfahrens iiberein. Anderenfalls ist w > 1, und fiir ¢ = 0
strebt w > o (d. h. bei linearen Systemen existiert keine
Konvergenzschranke). Somit sind mit dem impliziten
Algorithmus (17) fast immer grofiere Schrittweiten
méglich als mit den expliziten Verfahren (5).

3. Numerische Beispiele

Der unter (17) angegebene Integrationsalgorithmus, der
im folgenden als ,,modifiziertes Newmark-Verfahren”
(mNV) bezeichnet wird, wurde programmiert und an-
hand von Beispielrechnungen getestet. Dabei zeigte sich,
daB das mNV im Vergleich zu anderen, aus der Litera-
tur bekannten Zeitintegrationsverfahren, sehr gute
numerische Eigenschaften (bzgl. numerischer Stabilitit
und erreichbarer Genauigkeit) besitzt.

3.1. Vorgespanntes Seil mit einem Freiheitsgrad

Zunichst wurde ein nichtlineares System untersucht, das
aus einer Punktmasse und zwei vorgespannten Federn
(Seilen) besteht und im Bild 1 (Seite 16) dargestellt ist.
Die Bewegungsgleichung lautet:

mr + df + R = £(t) (20)
Aus Bild 1 kann man direkt

FeVizee :

sin @ = —F————
V2 +r2

entnehmen. Fiir die elastische Riickstellkraft R, die aﬁ
der Punktmasse wirkt, ergibt sich somit

(21)

I*—1
R(r)=2-sina- PNy tE-A- —l-—) (22)

Durch Einsetzen von (21) und (22) in (20) erhilt man
die nichtlineare Bewegungsgleichung

Jeie
1

ﬁ ) = (1)
+r

Dieses Beispiel wurde bereits in [1] ausfiihrlich unter-
sucht, so dafBi es besonders geeignet war, daran das modi-
fizierte Newmark-Verfahren beziiglich seines Fehlerver-
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haltens zu testen. Die Bilder 2 bis 5 konnten deshalb
direkt aus [1] entnommen und durch die Resultate des
mNV erginzt werden.
Zunichst wurde die freie, ungedimpfte Schwingung des
Systems untersucht, die sich ergibt, wenn die Masse bei
einer Anfangsbedingung r = 20 cm mit r = 0 losgelassen
wird. Das System fiihrt dann periodische Schwingungen
mit einer Schwingungsdauer Tg = 0.265 s aus. Die Inte-
grationsschrittweiten aller folgenden Untersuchungen
werden auf diese Zeit T¢ bezogen, wobei wir die Schritt-
weite 7 folgendermaBien definieren:
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Bild 2 zeigt fiir den angegebenen Fall den relativen Feh-
ler der Auslenkung in Abhingigkeit von der Anzahl N

der Unterteilungen einer Viertelperiode. Der relative
Fehler wird definiert durch

0
T:

mit N=123, ... (24)
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In [1] wurden bereits die folgenden Verfahren vergli-
chen:

1. ein rein iteratives explizites Verfahren von Argyris/
Dunne/Angelopoulos, das in [1] aus einem kubischen
Ansatz fiir T(t) hergeleitet worden war, wobei analog
zu (17) die Systemsteifigkeitsmatrix gar nicht mehr
aufgebaut wird, sondern die elastischen Knotenkrifte
unmittelbar aus den Elementverschiebungen berech-
net werden (diese Methode wird in den Bildern 2 bis
5mit [teration bezeichnet),

2. ein iteratives explizites Verfahren von Argyris/Dun-

ne/ Angelopoulos analog zu 1. wobei die tangentiale
Steifigkeitsmatrix K() als Mittelwert aus den Matri-

zen K(tp) und K(f]) vom Anfang und Ende des
Zeitschrittes berechnet wurde,

3. das Runge-Kutta-Verfahren angewandt auf die Dif-

ferentialgleichung (23),

4. das Runge-Kutta-Verfahren mit KB,
5. das Verfahren von Wilson mit tangentialer Steifig-

keitsmatrix (ohne Iteration) nach [3] mit © = 1,0 und
0=14.
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Bild 2 zeigt neben den Ergebnissen, die nach [1] mit

diesen fiinf Verfahren erhalten wurden, auch die Kur-

ven, die sich mit dem modifizierten Newmark-Verfahren
1 1 1 1

fiir 8 TR g 3 und § 4(19 2)belememzu

lissigen relativen Fehler fiir die Iteration von €, =

10-9 ergaben.

Aus Bild 2 wird deutlich, daB sich mit dem mNV schon

mit § = s sehr gute Ergebnisse erreichen lassen.

In Bild 3 ist das Verhalten des relativen Fehlers der
Verschiebung der freien ungedimpften Schwingung wih-
rend 80 Perioden dargestellt.

Fiir die in den Bildern 4 und 5 dargesteliten Fille wurde
der Fehler auf diejenigen Werte bezogen, welche die
Integration der Differentialgleichung (23) nach dem
Runge-Kutta-Verfahren mit der Schrittweite 7= 106 s
Hefert

In allen Fillen ist die rein iterative Losung nach Argyris/
Dunne/Angelopoulos den anderen Methoden iiberlegen.
Doch zeigt sich, daf die Ergebnisse des modifizierten

Newmark-Verfahrens mit § =

'

, das aus einem kon-

stanten O-Ansatz im Zeitigtewaﬂ erhalten wurde, ver-
gleichbar mit denen der Kg-Methode von Argyris/Dun-
ne/Angelopoulos sind, welche mit Hilfe eines kubischen
Ansatzes im Zeitintervall hergeleitet worden war. Diese
Aussage konnte auch bei anderen Rechnungen bestitigt
werden.

3.2. Abgespannter Antennenmast

Als Beispiel von praktischer Bedeutung wurde das dyna-
mische Verhalten eines abgespannten Antennenmastes
mit Hilfe des mNV untersucht. Bisher wurde fiir den
Festigkeits-Nachweis fiir den Mastschaft das lineare Ex-
satzmodell eines Durchlauftrigers auf elastischen Stiit-
zen (Bild 6a) verwendet, wobei sich die Federsteifigkei-
ten aus den Belastungsrichtungen der Pardunenbiindel
ergeben.

Die Federwirkung der Pardunen-Biindel ist nichtlinear
und beziiglich der Nullage (Vorspannungszustand) nicht-
symmetrisch. Da der Mast bei Windanregung keine
periodische Bewegung sondern eine Taumelbewegung
ausfiihrt, ist die Berechnung des dynamischen Verhaltens
sehr schwierig und wurde bisher nicht durchgefiihrt.
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Abgespannter Antennenmast lineares Ersatzmodell
Stattdessen erfolgte nur eine statische Untersuchung des
linearen Ersatzmodells mit statischen Ersatzkriften, die
in ihrer Wirkung der gesamten Windlast dquivalent sind.
Fiir den in Bild 6 dargesteliten Mast wurde ein Vergleich
von linearer und nichtlinearer Berechnung durchgefiihrt.
Dabei zeigte sich, dafi man zwar bei der statischen Be-
rechnung eine sehr gute Ubereinsﬁmmung zwischen dem
linearen und dem nichtlinearen Modell erhilt, doch er-
geben sich bei der dynamischen Untersuchung wesent-
liche Abweichungen.

Wie aus Bild 7 ersichtlich, ergibt sich infolge der Riick-
wirkungen aus den Seilen schon beim einfachen Aus-
schwingvorgang ein ziemlich komplizierter nichtperiodi-
scher Kurvenverlauf fiir jeden Mastpunkt und es kommt
zu groBeren Auslenkungen als bei der linearen Rech-
nung, was grofiere Spannungen im Mastschaft zur Folge
hat.

Zweifellos ist die nichtlineare Berechnung um ein Viel-
faches aufwendiger als die lineare, wie die nachfolgende
Gegeniiberstellung zeigt: ‘
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Bild 7

Vergleich der Verschiebungsverliufe der Horizontalverschiebun-
gen ausgewihlter Mastpunkte beim Ausschwingen aus der stati-
schen Ruhelage bei linearer und nichtlinearer Berechnung



Das mNV li6t sich in solchen Fillen jedoch sehr gut
zur Bestimmung von StoB- und Béigkeitsfaktoren ver-
wenden, mit deren Hilfe dann auch beim linearisierten
Ersatzmodell die maximale Belastung richtig erfat wird.

4. Schlubemerkung

AbschlieBend kann eingeschitzt werden, daf das in [6]
hergeleitete modifizierte Newmark-Verfahren (17) sehr
gute numerische Eigenschaften beziiglich numerischer
Stabilitit und erreichbarer Genauigkeit besitzt, daf es
grofere Schrittweiten als das rein explizite Newmark-
Verfahren zuldft und dab es zur Behandlung geome-
trisch nichtlinearer Probleme sehr gut geeignet ist.
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