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1. Einleitung

Der wachsende anthropogene Einfluf auf die Umwelt er-
fordert eine zunehmend bessere Beherrschung und Vor-
ausherechnung der ablaufenden oder auslésenden dyna-
mischen Prozesse in hydrologischen Regimen und Was-
serressourcen, die sich durch Komplexitit auszeichnen
und mit grofen Raum- und ZeitmaBstiben behaftet sein
kénnen. Schwerpunkte hierbei bilden Stoff- und Wirme-
transportprozesse in Wasserwirtschaft, im Bergbau, in
Landwirtschaft und Okologie. Im Zusammenhang mit
der begrenzten Verfiigbarkeit und Belastbarkeit der Na-
turressourcen sind die Bewegungs- und Ausbreitungsvor-
ginge in unterirdischen Systemen von besonderer Bedeu-
tung. Aktuelle Fragestellungen betreffen:

— Grundwasserkontaminationsprobleme (Schadherdaus-
breitung, Grundwasserschutz)

— Geogen bedingte Salzwasserintrusionsprozesse bei
Tagebauentwisserungsproblemen und Wassernut-
zungserweiterungen

— Wirmeausbreitungsprozesse (geothermische Energie-
gewinnung, Wirmepumpeneinsatz, Lagerstittensuche)

— Forderung und Ausbeutung fester und fluider Roh-
stoffe (Erdgas/Erdol-Gewinnung, Erzlaugung, Solung,
Speicherung)

— Feuchte- und Stoffbewegungsvorgiinge im Boden
(Meliorationsmanahmen, Diingung, Pflanzenschutz,
Abwasserverwertung)

Bei der Beschreibung dieser Prozesse filhrt man auf
Mehrkomponenten- und/oder Mehrphasenstromungen
mischbarer bzw. nichtmischbarer Fluidsysteme in pord-
sen Medien. Infolge ihrer geologischen und thermody-
namischen Komplexitit besteht der Anspruch einerseits
auf verallgemeinerte theoretische Grundlagen, die iiber
das bisherige MaB hinausgehen, und andererseits auf ver-
besserte Mittel bei der praktischen Untersuchung und

a) b)

Prognose der Prozesse, wobei der numerischen Simula-
tion eine wichtige, oftmals zentrale Rolle zukommt.

Der vorliegende dreiteilige Beitrag widmet sich Fragen
der Modellbildung und praktischen Modellierung (nu-
merische Simulation) mehrphasiger und mehrkompo-
nentiger Transportprozesse in pordsen Medien. Hierbei
besteht das Ziel, die theoretischen, numerischen und an-
wendungsspezifischen Aspekte herauszuarbeiten und zu-
sammenzufassen. Im 1. Teil ,, Theorie” erfolgt eine Dar-
stellung der verallgemeinerten mehrphasigen Kontinu-
umstheorie und die Begriindung reprisentativer makro-
skopischer Modellgleichungen. Die bisherigen Untersu-
chungen [3] [6] [7] [5] werden dabei hinsichtlich des
Mehrphasen- und Mehrkomponenteneinflusses erweitert.
Der 2. Teil ,,Finite-Element-Methoden” widmet sich der
numerischen Lésung der Transportprozesse nach der Me-
thode der finiten Elemente. Die Méoglichkeiten der
Finite-Element-Simulation werden anhand praxisrele-
vanter Anwendungsprobleme im 3. Teil ,,Anwendungen”
beschrieben.

2. Mehrphasentheorie poroser Medien

2.1. Mehrphasen-Mehrkomponentensystem und mikro-
skopische Bilanzgleichungen

Die Transportprozesse sind riickfiihrbar auf ein heteroge-
nes Medium, welches sich aus M Phasen zusammen-
setzt. Im Bild 1a ist ein Ausschnitt aus einem hypothe-
tischen 3-(a-fB-7) -Phasensystem dargestellt, wobei a, 8,
v = 1,...,M Phasenindikatoren reprisentieren. Unter
Phasen werden hierbei Bereiche verstanden, die sich
durch Phasengrenzflichen, an den sich die Systemeigen-
schaften diskontinuierlich éndern, abgrenzen lassen. Die
Existenz derartiger Grenzflichen ist postulierbar fiir
Fest-fest-, Fluid-fest- und nichtmischbare Fluid-fluid-
Systeme. Jede Phase a setzt sich wiederum aus N che-

Bild 1

Hypothetisches 3-Phasensystem
a) Gebietsausschnitt

b) Mittelungsvolumen (REV)



mischen Komponenten zusammen, gekennzeichnet durch
ein Gemisch von ineinander verteilten, besonders her-
vorzuhebenden chemischen Speziesi (i = 1, ..., N), fir
die sich im allgemeinen keine Diskontinuititsflichen aus-
weisen lassen.

Im Sinne einer kontinuumsmechanischen Betrachtung

bedeutet die Bilanzierung einer speziesbezogenen Eigen-
schaft

DiG; _pi
Dt DA%

— S pjfidv = [p;Pidv (1a)
dv dv
beziiglich eines festen mikroskopischen Volumenelemen-
tes dv, sog. mikroskopisches Niveau. Hierbei bezeichnen
1

ot (G, V) (1b)
die materielle Ableitung, G; extensive, speziesbezogene
GroBen (wie Masse, Impuls, Energie, Entropie), VG, den
Geschwindigkeitsvektor der betrachteten Partikel mit
der Eigenschaft G;, ; speziesmassenbezogene intensive
(gef. tensorielle) thermodynamische GroBen, p; die Mas-
sendichtefunktion des Spezies i, f; duBiere Quellrate und
P, eine innere Nettoproduktionsrate. Fiir konservative
Groben (wie Masse, Impuls, Energie) repriisentiert Glei-
chung (1a) Erhaltungsprinzipe mit P; = 0. Fiir die nicht-
konservative GroBe der Entropie geniigt P; einer Unglei-
chung (2. Hauptsatz). Fir Mehrkomponentensysteme
lassen sich unterschiedliche, in Abhingigkeit von der ge-
wiihlten Bezugsgeschwindigkeit, Diffusionsstréme ein-
fihren. Beziiglich der Komponentenstromungsgeschwin-
digkeit v; ist

—Pi¥i (v, — W) - 2

Danach ergeben sich die in Tabelle 1 zusammengefabte
speziesbezogene Bilanzgrofen. Fir den Quellterm der
Massenbilanz p; Q; werden chemische Reaktionen einge-
schlossen, so daf

jo; =

zies i und J| die chemischen Reaktionsgeschwindigkeiten
bezeichnen.

Da die partielle Geschwindigkeit v; nicht meBtechnisch
fafibar ist, wird der Bezug zur baryzentrischen Geschwin-
digkeit v (massenmittlere Gemischsgeschwindigkeit) her-
gestellt. Unter Einfiihrung von

v=>yspw (43)
P i

mit

p= Zp (4b)

und dem Diffusionsstrom

i —ewi(v—v), (4¢)

wobei w; = p;/p die Konzentrationsmassenfraktion be-
zeichnet, ergibt sich nach Summation von Gleichung
(1a) iiber i=1,N die baryzentrische, mlkroskoplsche Bi-
lanzgleichung in der Form:

9 .
e 220 5 A TS S
Die spezifischen Bilanzausdriicke folgen aus der Priizi-

sierung der Variablen fiir ¥, j, f und P, welche in Tabel-
le 2 zusammengefafit sind.

Tabelle 2
Baryzentrische BilanzgroBen

G ¥ i f P
Masse
Fluidmasse 1 0 0 0
Stoffmasse w; B w; Q; 0
Impuls v a g 0
Energie E+—;—v2 g v+jp v+ Qp 0
Entropie S is Qs r

w —
piQi = _zi Vi]MiJl, (3)
Tabelle 1
Partielle Bilanzgrofen
G; i v, o f; P;
Masse 1 v 0 Q; 0
Impuls v; v g; & 0
innere Energie E; v iti —Aint * Qmi 0
Entropie § ¥ Jsi Qs; I

fiir W unabhiingige chemische Reaktionen, wobei v;; Sto-
chiometriezahlen, M; die Molmasse der chemischen Spe-

Darin ergeben sich
_E pQ =0
1

Zj;

1
(=]

sowie die baryzentrischen Beziehungen

g = Z(t;w Spannungstensor
g = (l Zp; &) e spezifische dufiere Kraft
i
E = (ZpE)p innere Energie
1
ir= Z0niti E) Wirmestrom
i

Qr=Z(pi Qri—Ji " &)/p duferer Wirmezugang
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§ = (?Pi S)/e Entropie

Js = ‘? Gsi + 5 SD) Entropiestrom

Qs = (iz p; Qs;)/p duBerer Entropiezugang
D= (2Tl innere Entropieproduktion.

Hierbei wurden die kinetischen Energieeinfliisse der Dif-
fusion vernachlissigt [10], da

1 1 2
3PV >3 Zp; (5 -2

Die Bilanzgleichung (5) ist nicht an einer Diskontinui-
titsfliche giiltig. An einer of-Grenzfliche gilt ohne Be-
riicksichtigung thermodynamischer Grenzflicheneigen-

schaften dann

@V (W=¥)*j) o n®P

+Hev(w-v+jg-rP* =0

a,f=1,...,M; a#p (6)

wobei w die Grenzflichengeschwindigkeit und n% =
- den positiv nach auBien gerichteten Normalenein-
heitsvektor bezeichnen.

2.2.  Mittelungsprozep
2.2.1. Reprisentatives Elementarvolumen

Infolge der komplizierten Phasenstruktur ist es weder
analytisch noch experimentell im Regelfall moglich,
mikroskopische Grofen zu behandeln. Mefibar und von
praktischem Interesse sind Mittelwerte, welche fiir einen
bestimmten materiellen Volumenausschnitt V des Mehr-
phasensystems reprisentativ sind und makroskopische,
dem Mehrphasencharakter Rechnung tragende GroBen
darstellen. Die Mittel ergeben sich dann aus der Inte-
gration der mikroskopischen Bilanzgleichungen (5) iiber
ein geeignetes Mittelungsvolumen, dem sog. reprisenta-
tiven Elementarvolumen (REV) dV. Die mittleren,
makroskopischen GroBen sollen sich dabei unabhingig
von der Grofe dV selbst verhalten und stetige Beziehun-
gen einschlieBen. Dies bedingt folgende Eigenschaften
des REV, wie am Beispiel fiir das Verhalten der mittleren
Massendichte der a-Phase an einem festen Punkt und zu
einer festen Zeit in Bild 2 charakterisiert wird. Wenn das
Volumen sehr klein ist, reprisentiert durch eine mikro-
skopische charakteristische Linge d, ist die Dichte der
a-Phase entweder endlich oder Null. Mit Vergroferung
des Gebietes werden Fluktuationen prisent, je nachdem,
ob groBere Teile der a-Phase oder anderer Phasen im Vo-
lumen eingeschlossen werden. Ab einer bestimmten Gré-
Be des Mittelungsvolumens verschwinden die Fluktuatio-
nen und innerhalb eines Intervalls verhalten sich die
mittleren Dichten und im Regelfall alle Mittelungsgro-
Ben unabhiingig vom Mittelungsgebiet. Dies entspricht
dann dem Bereich des REV mit seiner charakteristischen
Linge l. Eine weitere Vergrofierung des Mittelungsvolu-
mens fiihrt infolge groBmaBstiblicher Inhomogenititen
des Mediums, gekennzeichnet durch eine charakteristi-
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MITTLERE MASSENDICHTE DER o-PHASE

\4

0 d 1 L
CHARAKTERISTISCHE GRYSSE DES MITTELUNGSVOLUMENS

Bild 2
Die Dichte als Funktion der GréBe des Mittelungs-
volumens

sche Linge L, zu erneuten Abweichungen. Die Repri-
sentativitit der MittelungsgroBen im REV ist verbunden
mit der Forderung [1]

d<1<L.

Im Bild 1b sei ein REV mit dem Volumen dV fiir ein
3-Phasensystem ausgegrenzt. Wegen oben genannter Be-
dingungen ist dann seine Form und Aufbau nicht weiter
von konkretem Belang. Die Lage des Mittelpunktes be-
ziiglich eines festen Bezugssystems wird durch den Vek-
tor x bezeichnet. Er charakterisiert gleichzeitig den phy-
sikalischen, makroskopischen Bezugspunkt der Mitte-
lungsgroBen. Die lokale mikroskopische Lage eines Par-
tikels im REV sei beziiglich des Mittelpunktes mit dem
Vektor y beschrieben, so dab sich sein allgemeiner Lage-
vektor r ergibt zu

r=x+y.

Fiir jede Phase liBt sich eine Phasenverteilungsfunktion
f, definieren [2]

1 r in oPhase

£y = fo(r,t) = { und Y t. )
Die Volumenfraktion der a-Phase €, ist dann das Ver-
hiltnis des Volumenanteils dV,, der durch die a-Phase
im REV eingenommen wird

0 sonst

dV, (x,t)
eq(xt) = — (8a)
mit
|

Vo) = 35 [ lal+ 3,9 dv() ®1)
und

Teg = 1 bei 0<ey<1, 8c¢)
a

wobei dv(y) einem mikroskopischen Differentialvolu-
men und dV den makroskopischen (REV)-Volumen ent-
sprechen.



2.2.2. Mittelungsoperatoren und Mittelungsgrofen

Die Mittelung thermodynamischer Grofien ist an eine
Reihe mathematischer und physikalischer Bedingungen
und Kriterien gebunden, deren wichtigste zusammenge-
faBt lauten [3] [4]:

1. Mittelungen filhren nur in Anwendung auf additive
GroBen zu physikalisch sinnvollen Ergebnissen (Gro-
Een sind nur in der Form p ¢ dv additiv!).

2. Es liegt regulire Geometrie (ausreichend glatt, kom-
pakt usw.) des Mehrphasensystems vor.

3. Es besteht Konsistenz zwischen mikroskopischen und
markoskopischen thermodynamischen Eigenschaften.

4. Mebbarkeit/Beobachtbarkeit der makroskopischen
Variablen wird vorausgesetzt.

5. Verhiltnisse zwischen abhingigen und unabhiingigen
makroskopischen Variablen sind identifizierbar.

Fiir dcn Makroskopisierungsprozef werden drei unter-
schiedliche Mittelungsoperatoren benétigt [3] [5]

Volumenmittelungsoperator:

o (xt) = (—11\7 de (. )fq(x+y,t)dv(y) )

echter Volumenmittelungsoperator:

1

(4 —
.7 (Gx,t) = d_Va(x,t) &

(echter) Massenmittelungs-(Boltzmann)-Operator:

1

%) Gy

Zwischen dem Phasenmittel (9) und dem echten Phasen-
mittel (10). einer Variablen ¢ = ¢(x + y, t) besteht der
Zusammenhang (in vereinfachter Schreibweise)

(g = €qlp) 12)

Nur im Falle, daB die mikroskopische Dichte p konstant
ist, d. h.¢p)® = p% und (pq /€,
und Massenmittelungsgrofen gleich sein: (0)* = p% . .

Die Abweichung einer mikroskopischen Grofe ¢ am

Punkt r vom Massenmittelwert der a-Phase $* am

Punkt x sei durch % bezeichnet, d. h.

% (x,y,0) = o(x+y,H — %(x,0) (13a)
oder
¢ = g%+ 9%, (13b)

Da $%(x,t) in dV konstant ist, gilt

~5Q

e* =0 (142)
Sa=a® =g%_

T =P % =0 (14b)
- (Y — ~n~a

o = PUnY + P%R% | (14¢)

wenn 7 = 7 (r,t) irgendeine andere thermodynamische
GroBe darstellt.

J (.. ) fg(xty,t) dv(y) (10)

f (--)p(xty, )y (x+y,Hdv(y)
(11)

= p%, werden die Volumen-

Die materielle Ableitung einer Grofe beziiglich der Be-
wegung der a-Phase wird definiert zu

Do) = 2y v 19

Unter Einfiihrung der Phasensystemdichte und -geschwin-
digkeit mit

p = fea(p)a (14¢)

bzw.

v =L se pave 149
p @

sei die materielle Ableitung beziiglich der Phasensystem-
geschwindigkeit definiert

D o

Do() = () V() (149)
Zwischen (14 d) und (14 g) besteht die Beziehung
D) = B () — T ), (14h)
wobei

=FE (14i)

die Referenzgeschwindigkeit bezeichnet.

2.2.3. Mittelungstheoreme

Wenn differentielle Beziehungen iiber dV zu mitteln sind,
entstehen Terme, die Mittel von Ableitungen verkdrpern.
Diese Terme lassen sich durch folgende Theoreme in Ab-
leitungen von Mitteln iiberfiihren [2] [3] [5]. Fiir eine ex-
tensive thermodynamische Grofe G gilt das

Transporttheorem
96, _ 3 @), - L ap
‘Bt T 5 G dVBzaéadeaﬁGw * d(al(S);)
und das Mittelungstheorem
1
(V-6 =V (6)y + == [ G-n®da(y),
dVg#a digg (Zl)é)

wobei dAyg die a-Phasengrenzfliche reprisentiert.
Beziiglich echter Phasenmittel werden in [5] modifizierte
Theoreme dargestellt.

2.3. Makroskopisierung
2.3.1. Allgemeine Bilanzgleichung

Die Transformation der mikroskopischen Bilanzglei-
chung (5) in das makroskopische Niveau fiihrt unter An-
wendung der Mittelungsbeziehungen (9) bis (16) auf die
allgemeine Form fiir die o-Phase

9 - - ;
(g ¥+ V(DY) -V -

— (P [TF + X (oY) + J*] = (p)o P® 17
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mit
—_—Q
~Q ¢a

= (g — Py ¥ (18)

dem makroskopischen nichtkonvektiven Stromvektor fiir

wa

p¥(w—v)- n®F da (19)

dem Gesamtaustausch der Eigenschaft y infolge Phasen-
inderung und

1 1 S j'naﬁ da

L 20
(Pl dV B#a dAgg 20)

dem Austausch von Y zwischen a- und $-Phasen durch
Phaseniibergang.

Die Integration der Grenzflichenbedingung (6) iiber
dAaﬂ und Summation iiber alle Phasen liefert:

§<p>a[e°‘(p ¥) +J% =0. (21)

2.3.2. Phasenmassenerhaltung

Es gelten die makroskopischen Quantitiiten (Tabelle 2):
ge=1, =
(oY) = e(p) und PY = 0.

0,f%=0,J]*=0,

Damit erhilt man die makroskopischen Kontinuitits-
gleichungen aus (17) und (21) unter Benutzung des ech-
ten Phasenmittels (10) bzw. der Umformung (12) fiir p
zu

(44
-g—t(eam)“) + €q (P 7V = (0 e (p)  (22)
und
0zle,,lm)"‘ e¥(p) = 0. (23)

2.3.3. Stoffmassenerhaltung
Mit

a=

%=

<|

& =¥/ @, =i,

J=J¥, “(p¥) = *(pw;) und P¥ = 0,
wobei w; die Konzentrationsmassenfraktion und p;
die Massenkonzentration der chemischen Spezies i
@i=1,...,N), ]:x einen makroskopischen dispersiven
Stromvektor (gemidf Gleichung (18) und Tabelle 2),
Q% die makroskopische chemische Reaktionsrate und
J‘i’} den phasenbezogenen Stoffiibergang (gemif Glei-
chung (20) und Tabelle 2) bezeichnen, erhiilt man unter
Verwendung von Gleichung (22) die makroskopische
Stofftransportgleichung

A o,
Dt %

€q (0 &% € (0¥ &% (p)

" e QY + Fpwy) + JTT = RE
48

(29)

verbunden mit
Zeg (P (poy) + J¥1 =0 (25)
a

oder nach Summation iiber alle Phasen & und bei Ein-
filhrung einer makroskopischen Reaktionsrate

R = ZRY= Z e @i Qf bei (25)
D% & )
E{ea(l’)a — Vi 5?%‘/’)“6“(0)} = R
i=1,...,N (26)

Aus Konservativititsgriinden gelten folgende Nebenbe-

dingungen:

1. Summe der Stréme aller Spezies i in die a-Phase miis-
sen der Gesamtmassenveranderung in o entsprechen,

dh

,21 (@(pwy) * 1%) = ¥ (p) 27a)
i=
2. Fiir ein konservatives chemisches Stoffsystem muB
die Summe der reagierenden Stoffmassen der Summe
der produzierenden entsprechen, d. h.
N
Z R =0
i=1

(27b)

3. Summe der Stréme iiber alle Spezies i verschwindet

N

T j=0.

i=1
Existieren chemische Spezies i nur innerhalb einer Phase,
kann die Summation in (26) entfallen.

(27¢)

2.3.4. Impulserhaltung

Hierbei sind
‘pa— e ~a

* 10=gt, J* =1

E(l 0

e (pw)=e*(pv) = ()7 + *(p¥%) und PY=0,
wobei 0% den makroskopischen Spannungstensor (ge-
mif Gleichung (18) und Tabelle 2), g den dufieren Im-
pulszugang (z. B. Gravitation) und Jg den phasenbezo-
genen Impulsiibergang (gemif Gleichung (20) und Ta-
belle 2) bezeichnen.

Damit ergibt sich die makroskopische Bewegungsglel

chung nach Umformung zu

a0 2T - 0 = e (o [E e (67 + I,
(28)

verbunden mit

Teg (0 [X(eVY) + X (p)VE+]2] = 0. (29)

o4

2.3.5. Energieerhaltung (1. Hauptsatz)
Fiir den 1. Hauptsatz der Thermodynamik ergeben sich



- 1 1

= E+-2—v2 = E°‘+§(V°‘)2 ,

* = 0%-¥* +j% nach Anwendung von Gleichung
(18), Tabelle 2

¥ =g veQp = g% v+ Q% ,

¢ = %9+ J% nach Anwendung von Gleichung

(20), Tabelle 2

L (py) = (B + 3P = X(oF)

- (pT) - 4 Lo (o) (72,

Q

= 1 g2

wobei Eund E® = E  += V@ die lokale bzw. die ma-

[ ]

kroskopische innere Energie, der Anteil 1/2 ¢*(p v2)
vernachlissigt wird,

a
iT = Grde (e Vg — (p)y VH(E + %("7&)2

den makroskopischen Wirmestromvektor (jr entspricht
dem mikroskopischen Wirmestrom),

—aQ ~a ~q %
Q% = QT_ + gV
den duBeren makroskopischen Wirmezugang (Qt ent-
spricht dem mikroskopischen Wert) und

o 1 1

= e E .~a+ 3 - aﬂd
T " (g dV pia d,{aﬁ(g v in)teda

J

den makroskopischen Wirmeaustausch identifizieren.
Nach Anwendung der Beziehungen in Gleichung (17)
folgt im Ergebnis die makroskopische Energiebilanz-
gleichung

o D*EX 0 [
€q (P Dt Vijp — g :VV
=€ (M [QY + J¢ + 2 (pEY)] (30)

verbunden mit
Zeq (P [e* (pE) + % (p V%) - ¥
41
1 _
t5 e (0) (VH2 + 15 v+ 151 = 0 (31)

Die Integration E iiber Gleichung (30) liefert die Ener-

giebilanz des gesamten Mehrphasensystems, welche von
weiterem praktischen Interesse ist. Unter Beriicksichti-

gung von Gleichungen (14h), (22), (23) und (31) erhilt
man

o DE

p

Dt 5 { V'j% L aRRAvA V' (eq (0*EXT%)

— ea<p)“(Jg + &% (P7a + %ea(P)Va) 'Va}
= Z e [QF — (o) E*T, (32)

wobei
B = (Zeu0*EY/p
o )

die Systemenergie reprisentiert.

2.3.6. Entropiebilanz und 2. Hauptsatz

Fiir die Entropiebilanz sind

—Q = . - _ -« -
v =35 =2, T0=Qg, Je=02,

(pY) = ¥ (pS) und P* =T,

wobei S die Entropie, Jg den Entropiestrom, Qg den

iuberen Entropiezugang, J¢ den Entropieaustausch
durch Phaseniibergang und I' die Nettoentropieproduk-
tion bezeichnen.

Danach ergibt sich die makroskopische Entropiebilanz-
gleichung fiir die a-Phase

pe§”
Dt

~ V2= e[ Qg + I

s 2 (p3N+T ] (33)

€q (00

verbunden mit

T e (X[ (pS%) + (S +I%T =0 (34
a

Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik erfordert, daf die
gesamte Entropieproduktion nicht negativ ist. Demge-
mif gilt iiber einen Bereich V

S pTdV > 0. (35)
A

Ungleichung (35) fiihrt bei unabhingigen Phasen-Teilpro-
zessen auf die Lokalbeziehung

p'=20. (36)
Die Makroskopisierung der Ungleichungen (35) und (36)
ergibt

Ze ePT*>0 (37)
bzw. .
eq@PT ¥ >0 (38)

als 2. Hauptsatz fiir das Mehrphasensystem.

Es wird vorausgesetzt, dafi sich der duBiere Entropiezu-
gang proportional zum Wirmezugang verhilt mit

o Qf

S Ta ’

wobei T® die absolute Phasentemperatur bezeichnet.
Im Falle konstanter duferer Kraftwirkungen g ist g% =0
und somit
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—Q
~a Qp
Qg = = (39a)

Fiir den Entropiestrom kann folgender Zusammenhang
[11] postuliert werden

. 1 N
s =g G - 2D (39b)

wobei u? das chemische Potential der i-ten Komponente
in der a-Phase bezeichnet. Unter Beriicksichtigung von
Gleichungen (39) sowie der Bedingungen (34), (31) er-
hilt man die Gesamtentropieproduktion fiir das Mehr-
phasensystem aus (33) mit (30) und (24)

i Sa
TE = T Ze(p*T =
44

DYP* =
>4 o
a { €a P ( Dt iS

a
N M.
+0_°‘:VV°‘+T_Ej?-V(_‘ +l‘°‘-v’1‘

1

N
€, (0% [X(p) P + ;21.1? RY + Jg - v

o+

X (pv?) -v* + %ea(p) (v“)z]} > 0, (40)

wenn im pordsen Medium eine phasenausgeglichene
Temperatur T® = T angenommen sei [9],

wobei

P"‘:F"‘—izu‘i"&?? (41a)
und

F® - E* _ T3% (41b)

die freie Energie der a-Phase bezeichnet.

2.4. Konstitutivtheorie

Die allgemeinen makroskopischen Erhaltungsgleichungen
(22), (25), (28), (32) und die Ungleichung (40) erfor-
dern die Formulierung konstitutiver Funktionen fiir die
abhingigen, nicht direkt meBbaren Variablen

K (43 (43 f QO =a ~,
i K R}, of, I, F%, j;, S und e%(p), e*(p V%)

(42)

um das System abzuschlieBen. Fiir porose Medien dif-
ferenziert sich hierbei das a-Phasensystem in eine Fest-
stoffphase s (porése Matrix) und in fluide Phasen f, wo-
bei fiir den Phasenindikator a jetzt geschrieben sei
a=s,f mit f=1,...,M-1.
In diesem Zusammenhang kann im allgemeinen davon
Gebrauch gemacht werden, daf Kompressionen und
Deformationen der Feststoffphase s vernachlissigbar
bzw. nicht existent sind.
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Bei der Aufstellung der Konstitutivgleichungen beste-
hen die axiomatischen Prinzipien beziiglich Aquiprisenz
von unabhingigen Variablen und Koordinateninvarianz
der Konstitutivgleichungen [8]. Letzteres erfordert die
Einfiihrung der Feststoffphase als Referenzsystem, und
die Phasengeschwindigkeit v% wird ersetzt durch die Re-
ferenzgeschwindigkeit

af =vf — ¥°, wobei V%1 =0

im Falle nichtdeformierbarer Medien.
Als letztlich bestimmende, unabhiingige konstitutive
‘Variablen konnen gewihlt werden:

{x,- j = 1,...,M(13+4N)—-5}
f f (] o
= { P g s w5 dyg s @i @y 5 T T,k} (43)

kKl1=123 a=sf i=1...N,

wobei die Symbolik zur Kennzeichnung von Phasen-
mittelungen ab hier entfallen kann und Komponenten-
schreibweise vorgezogen wird (Ableitungen werden
durch Komma angezeigt, z. B. w?fk =9 w‘i"/ 0xy). In
Gleichung (43) bezeichnet

f _ 1 f
4y = 3 (vlf(,l * k)

den Deformationstensor der fluiden Phasen f.

Die Zulissigkeit und Beschrinkungen der konstitutiven
Groben resultieren aus der Auswertung der Entropieun-
gleichung (40). Die Entwicklung der abhingigen Varia-
blen F%, y? nach den unabhiingigen X; unter Benutzung

der differentiellen Beziehung zwischen Feststoff- und
Fluidphase(n)

Df Ds f
ﬁ(') = ﬁ(')*uk('),k (442)
und

D@ ]
e 5 ()T = e p(+)?

FEaplu ()} (sb)
sowie bei Anwendung der Kontinuititsgleichung (22)
fiir die Fluidphasen f mit

Df pf €
= _of f
t Dt p (Dt Y

f
—eptd, + epfef (p) (45)

und der Nebenbedingung (29) fiihrt im Ergebnis auf die
Entropieungleichung in der Form

f
~ oFf £ 9w;
T = Z[e(pf)2 -6, — e (pf)2 zuf —L 5

Zlee (F) apf Kl £ (P") P 5 0Kl

o a(#a/T)
£ .f Y1)k o i
¥ Ukl]dkl+[a§s’f( T T2k 51—



_ £ of
Zep pt (S +_T_)_u£]Tk
ou’
.5 i s
Tk 55 “ik
i
Mf f
+ 3zt Ty o f(OF £\ f1 f
f[i(‘](l)ka )~ €p (rwir“?“i)“k]“’i,k
— X )> 41
a= Sf 1” R

Ff
* E[(/’f)2 1 €k
f ~ 1
— &0 Qg * e (0T * 5 ef (D m) Tup

- Z € p"‘e"‘(/a)[P"“rpfaF
3 pof

a=s,f

I=o0,

(46)

verbunden mit den unabhiingigen Variablen

[%:i=1,...,M@+3N) -6}
I
'{dkl’T,k""i,k’“k}'

Restriktive Beziehungen fiir die konstitutiven GréBen er-
geben sich aus (46) unter Betrachtung thermodynami-
scher Gleichgewichtsbedingungen. Im thermodynami-
schen Gleichgewicht sind die unabhingigen Variablen
Xj» i= 1,...,M(9+3N)—6 alle Null, und ebenso die
konstitutiven Funktionen

- o pQ -
)], =0, TR - (47a)

~

Die Entropieproduktion TT' wird somit zu Null, was
ihrem minimalen Wert entspricht. Die notwendige und

hinreichende Bedingung, dab T T am Gleichgewicht mi-

nimal ist, lautet

aT
T (47b)
J XJ €
und
2T |

Somit ergeben sich (unter Vernachlissigung von Kreuz-
effekten [10] fiir den Warmestrom):

(] o
ou, oR. 0e?
]B “J =33 i ﬂ‘lx+ zeap zﬁ(p) Glx
Oafle aTad 1o @ e e
3 (w} e¥(p))
—Tegp*E ———— | u¥, p=sf (483
a 1 aw.ﬁ e
.k
dRY 3.¢%(p)
B -y ! ¢+ 3 G*
S Y il K T LT R
3 (w e (p))
_ ay 1 VT @ goo¢ 481
Eeap z 3T, . > B=s (48b)
aRY o
o e e oo
kl BP i
@ adkl e
- a o
a d9(w. e~ (p))
+Eempo‘ae () Ga—zeapaZ———lﬁ y?,B:f
a ad-fl € « ! adkl [
(48¢)
L
—Eng(J( e (ka)) tegppt =2 ;lf i
o o
o 3 (w; e (n)
+ Z e p® 0¢%(p) G* —Zeyp 5 (ix,ﬁ:f
@ 2uf e a ' du e
k k
(48d)
wobei
o Ff
pf = (of)2 — oo (48¢)

den Gleichgewichtswert des Spannungstensors, der als
thermodynamischer Druck bezeichnet wird, und

p®
@ = F& + 2 481y
o
die freie Enthalpie reprisentieren.
Das thermodynamische Gleichgewichtskriterium zwi-

schen den Phasen und Komponenten beinhaltet
G%® = const

a
“i = const

fiir alle @ und i. Dann sind die rechten Seiten von
(48a—d) alle Null.
Definiert man

ol A
fLed | - o . .
Ji)k a—w‘i" €a P gy (%€ s
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f o o o mo,
uk’dkl’wi’wi,k’T’T,k) (49 a)

o Ta ) .
JTk €a paJ(T)k (n* 1€k >

Y § o, o«
w5 dy s W W T; Ty) (49b)

Af
of = —eplog + 0L (% reqy s

uf‘;df W%

. a
kI’ i’

Wy T;Ty) (49¢)

e pf (J:a)k + of (P V) = pf €k

A
f a. S S S
+ J (0)k (p ’ Ea,k ) uk ’ dkl ) wi

;w?fk; T;Ty) (494d)

wobei Glfd und 3{ o)k dissipative Nichtgleichgewichtsteile

des Spannungstensors bzw. des Impulsaustauschtermes
bezeichnen, so ist wegen (48a) bis (48d)

N
Tk (P €k 5030507305T50) = 0 (50a)
A
J Ty (P% € 5050560505T50) = 0 (50b)
Gfd(p"‘;ea,k;O;O;w‘i";O;T;O) =0 (50¢)
A

f
J oy (P% €0 503030305 T;0) = 0 (50d)

und fiir die Entropieungleichung (46) ergibt sich schlie-
lich

T o yraf 4f of 1 £, f
Tr = ;E[Okl dyy — (J(a)k+§ef(”)“k) u ]

o

J
o (T)k 20 (¢4
T e[ x Ty BT ol

a=s,f

— € (p) (G* — Zuf DI T egpl.. .. FEZu®RY >0

R ai i
. - . . . . (51
Die konstitutiven abhiingigen Funktionen in (51), mit
Ausnahme fiir ¢*(p) und R?, lassen sich durch Entwick-
lungum x; =0,j=1,...,M(9+3N) — 6 niher beschrei-
ben. Hierﬂwei soll fiir praktische Belange von einer linea-
ren Theorie (Taylor-Approximation erster Ordnung be-
ziiglich der in (51) verbundenen unabhingigen Varia-
blen) Gebrauch gemacht werden. Unter Beriicksichtigung
der Restriktionen (50) erhilt man fir den Konzentra-
tionsmassenstrom

mn
o

A A
aa . Q
Je 3 J i)k ez % iy
@k F \oul Jo ! f \agf
1 mn
)0

‘a
&3
0 wﬁ

(i1

2.0
+>:< Jéi)k f) ufn+2<algi)k f) f
f f
aw(i),laum o aw(i)’lbdmn o
A
a3.0(
1 i £
+ EE§ gl)k - u uZ ] “’g),n (52)
fy Bw(i)laum aun o
mit
a = s, f
B -«
y = £

wobei alle iibrigen mit wg)  linearkombinierten Terme
vernachlissigt werden konnen. Fiir isotrope porése Me-

dien verschwinden in (52) tensorielle Gréfen mit unge-
rader Stufe. Somit folgt

A
a af f (¢4
Tk = Taa g T

affy oY

f
kimn Ym Yn

rxd®+xz D
6(kl f

+ EP"‘ﬁf

¢ klmn (53)

f B
don) @1
bei Einfiilhrung isotroper Materialkoeffizienten, welche
Funktionen von p%, €, w; und T sind.

Die grofie Zahl an Materialwerten li6t sich durch Aus-
schluf des Interphaseneinflusses einschrinken, indem

a .. -
o8 { D, fir f =«
Dy =
k 0 fiir B # a
sowie
D% fiir fy) = a
peBty  _ { klmn ek
klmn 0 fir (Bf7) #a
und analog fiir aﬁf und Pﬁg‘f 0

Unter isotropen Bedingungen vereinfachen sich die Ten-
soren im zweistufigen Fall zu

a _ Da
DY = D%y

und im vierstufigen Fall zu

Soweit die iibrigen Einfliisse in (53) vernachlissigbar sind,
erhilt man mit (54) dann eine bekannte Form des hydro-
dispersiven Massenstromes

Yo _rha,taf f Aa Aay f . @
Jok ™ [(Dy +apuy, u Yo+ (ap —ap)u “l]“’(i),l (55



wobei ag und a sog, longltudmale und transversale
Dispersivititen sowie D den makroskopischen Diffu-
sionskoeffizienten bezexchnen Es ist zu bemerken, daB
die vorliegende, strenge konstitutive Ableitung eine qua-
dratische Geschwindigkeitsabhingigkeit in ’j‘g‘)k offen-
bart, wihrend empirische Betrachtungen oftmals nur von

einer linearen Geschwindigkeitsbeziehung ausgehen [9],
vergleiche hierzu auch [4].
In analoger Weise erhilt man fiir den Wiarmestrom

fa P ekl + (Ha Ha uf uf

Yo ™ 1 tmn %m Yn
Gi:lm,. o) T 56)

baw.

’(T)k [(Ha+7T“m“m)5kl+(7L —1 1]T,(15

wobei 'yg und '7% Thermodispersivititen und Hﬁ den
Thermodiffusionskoeffizienten reprisentieren.

Fiir den viskosen Spannungstensor folgt

A
f f f f df hf

kl = %m "m b oklmn mn kim

£ f
T * G Dy m

wiederum ohne komplexen Mehrphaseneinfluf auf die
Materialwerte. Unter isotropen Bedingungen ist

f _f f -
Zkm = Peim T Ym0
und (analog zu (54))
g{clmn D 7\fakl Smn +pf (®km O1n * Okn O1m) (58)
womit
of =adl 5+ 240 df
Oj = Wt 20 k1’ ©9)

wobei Af und uf Viskosititskoeffizienten als Funktion
von p%, €y, w; und T bezeichnen.

Der  Nichtgleichgewichtsanteil des Impulsaustauschter-
mes J(f o)k liefert bei (50d) und isotropen Verhiltnissen

- yriB B, of f8 .8
Jiow = 3Ra ™ * Sa Ti+ 20 (60)

(1)1 ’

Materialfunktionen von p%, €,, w; und T identifizieren.

Mit (55), (57), (59) und (60) ergibt sich fiir die Entropie-
ungleichung (51)

T = :?[(xf+

2 f f f f 'f !f
3H) g dy + 2, dy

fg B f of
- ERkl uy -8 Tl“k EQk (.)1 Uy
- 1ef(p)uf‘ulf(]

1 a f f
o
"o P LG ERALY

f _f
+ (7%—7‘,;) ukul]T,k T,l

A A
+ [(D¥+a%uf of )5kl+(3°‘—&°‘)uf L PR
PRATI L L ™) % U iy i i1
() - Bt | - BRI >0, (61

wobei der viskose Spannungsdeviator
L
kIl — 3 dmm Skl

eingefiihrt sei.
Da (61) fiir alle dkl’ uk, Ty, ?i)’ (i).k’ R und e (p)
zu befriedigen ist, sind die notwendigen und hmrelchen-

den (restriktiven) Bedingungen fiir die Materialkoeffi-
zienten:

>\f+§,l > 0

uf > 0

— positiv definit
Sf itiv defini
~ O positiv definit

- Qfg positiv definit

Hf > 0 (62)
1T = 0
o1 >0
A
@ >
D§ 0
a% > 0
A A
a‘l’f—a‘,}, = 0
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Die verallgemeinerten Gleichungen (22), (24), (28) und
(32) zur Beschreibung des mehrphasigen Stoff- und
Wirmetransportes in porosen Medien lauten dann:

Masse

)
57 €™ + (€ah® )k — €ap®e(p) = 0 (63)

Stoff
(¢4
LS re a“’ffl)‘{ eqP?[(D§ *+ o uf uf )8y
e e sullef) ot efi- R 0
(64)
Impuls
va
k o o
b (G D) * CaBl — 00 )i~ 204% 8,
@ af B _qa af B
—eapg — Z Ry v S T,l*gokl “in ~ 0(65)
Energie
o . DT
C, o=
P by

+>:{ -T2

+ p%(e,u’ te.pdyvd  _\agd o a & o
P (Caw) i *€ap¥ vy | — N a0 Gy — 2045 d

”‘*%p Z[u T( )]

_ o @ o a
leq ™ [(Hy + 77 u% u%) by + Of =) ¥ T, 1,
+ o o O af B a . o !
(eq P®E Vk),k + ERkl ul"k +Skl T,l u
o 1
Q ()1 uy +eap°‘[ea(p)(§u:

wobei

A apt -1 A au¥ (-1
Dg=Dg[ (_1(1) ,ag:a% ( : ) und

% dw?
analog fiir oc% . In der Energiegleichung (66) erfolgte

hierbei eine Entwicklung des Differentials fiir die innere
Systemenergie [5].

Es ist dann
2k 1 « aEa
C =35 ° Egapc" (be.c"‘_

die Wirmekapazitit des Mehrphasensystems.
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uy + E%) —Q‘;]} =0
(66)

Fiir zahlreiche geohydrodynamische Transportprozesse
in pordsen Medien konnen die allgemeinen Impuls- und
Energiegleichungen (65), (66) drastisch vereinfacht wer-
den. Unter Vernachlissigung der Trigheits- und makro-
skopischen viskosen Wirkungen sowie unter Ausschluf
der thermischen und chemischen Effekte und der An-

nahme B = 0, falls @ # B, erhilt man aus (65) die
,,klassische Darcy-Bewegungsgleichung in der Form
K&
a Ik  «
oot oo e (67)
wobei

fa_ 2 poay-l_pa a
Klk— ——ea(le _Klk(ea’p »T,w?’> 07
in Ubereinstimmung mit der Forderung (62) aus der
Entropieungleichung, einen spezifischen Durchléssig-
keits- bzw. Mobilititstensor definiert. Unter Einfiihrung
der Piezometerhshe
o
h® = P + Xk
o
LN 3

bei ausschlieBlicher Schwerewirkung (g = — g ey ) fiihrt
die Darcy-Gleichung (67) auf die bekannte Darstellung

14 pa _ Qo

(3 k a o
up = — — (hy + e) > (68)
woben Klk Klk p g die hydraulische Durchlissigkeit,

p die Referenzdlchte, g die Erdbeschleunigung und ey
dle Komponente des Gravitationseinheitsvektors be-
zeichnen.

Kann man simtliche Kompressions-, dissipativen und
chemischen Wirkungen auf den Energietransport ver-
nachlissigen, so reduziert sich Gleichung (66) auf die
,,gebriuchliche” Form

oT

p C, v 37 + EeapaC‘:v?TJ—[(leeapa[(ngygug u:!)likl

oL DRI T - ZeapQp = 0, (69)

soweit zusitzlich Phaseniibergangseinfliisse unberiick-
sichtigt bleiben diirfen.

3. Stofftransportprozesse im Grundwasser
3.1. Reprisentative Transportgleichungen

Stofftransportprozesse im Grundwasser verkorpern einen
wichtigen Sonderfall der Gleichungen (63), (64) und
(68), welche sich auf zwei o-Phasen s und f(=1) be-
schrinken. Unter der Vorgabe einer ruhenden (nicht-

deformierbaren) Feststoffmatrix, d. h. uf

K- v{(, gilt dann

2 () = &0t (p) (70)



0] f
¢ o) + (egpfu) k= € of ef (p) (71)
f f
K P —p
f k ,f
L (h,k+ r ° ex) (72)
f p
aw; . s ok
%P v (&P D@ tespt e (R = R (73)

f

£ awi . I & fo
€ p (St—— ulwi,l)‘(efp

f
Kl i) K

+eppf ef (p)! = RI, (74)

wobei Dfd den Tensor der hydrodynamischen Disper-

sion gemib Gleichung (64) und j die chemischen Spezies
der Feststoffphase s bezeichnen. Aus Gleichung (70) und
nach (23) erhilt man bei p® = const (Inkompressibilitit)

o€
erplel(p) = —p* -5 (75)

Analog folgt aus (73) fir D} ~ 0

S
G
J ot

3.2. Chemische Reaktion/Sorption

Eine verallgemeinerte Reprisentation der konstitutiven

Funktion R® (a =s, f), unter der Voraussetzung

o _ po o o a
Ri = Ri(eap ,wl,...,wN), lautet
N N B
RY = qp®w(®° +b1 T ¥+ b2 T ol +...
i T €aP 1( =17 rd )wk
N a;
...+bN_H1c..}’) o, B =s,f (76)
J= .
wobei
N (X] al az ay
j’irle =Wt W, e
Die Koeffizienten b°, ... bN differenzieren die Ord-

nung der Reaktionen in einfache oder komplexe kine-
tische Systeme.

Fiir Mehrkomponentensysteme, insbesondere bei irre-
versiblen ProzeBabliufen, lifit sich die allgemeine Form
(76) abkiirzen [4]. Existieren die chemischen Spezies nur

innerhalb einer jeden Phase s,f (d. h. R = Ry, R{ = Ry),

so ist

G+j) = 1,...,N (77)

und analog fiir R;, wobei N* <N die Anzahl der Reak-
tanten kennzeichnet.

Die herrschenden Gleichungen fiir den reaktiven Stoff-
transport im Grundwasser lauten somit zusammenge-

faBit:

9 f _ o€
ap C6PD * (epf )i = —p° 5= (78)
f f_ of
K, p—p
fe o Il 2 ey) (79)
Gf ’ p
3 (& ) N*
i’ T a
s T ML @
of
i, f f ff
e Pf( atl +up o)) — (P Dy )k
— N*¥ de€
- o f s
= ViMi]mH:lwanwi P 5T (81)

=5, f

Eine Vereinigung der Betrachtung der chemischen Spe-
zies 1(j) in beiden Phasen erhilt man nach Summation
von (64) bzw. (73) in Form der Stofftransportgleichung

f 8
0w, 0 (e, w,)
e of _a_t_‘ +psj2 J +efpfufwif,l
Cofnf Ly _of s, f ¢ 06
(erp" Dy o Pk = B +>§'Rj+‘*’i” at -

Im Falle eines konservativen chemischen Stoffsystems
reduziert sich die rechte Seite von Gleichung (82) wegen
(27b) zu

- X Rf+wfpsa_ei
o 17 9t

Die Wirkung des radioaktiven Zerfalls einer chemischen
Spezies i ergibt sich als Reaktion erster Ordnung aus
(76):

(Vi Aa :
RY = e (—wi N + QF), a=sf (83)
wobei A; = In 2/t))5 die Zerfallsrate der Spezies i ()2
ist die Halbwertszeit) und 6? chemische Reaktionen

héherer Ordnung kennzeichnen.

Die mit der Phase s in (82) verbundenen GroBen identi-
fizieren die Sorption der chemischen Komponenten am
Feststoff. Es ist oftmals iiblich, die Sorptionsstoffmasse

wis zur Inhaltskomponente der fluiden Phase wif in Pro-

portion zu setzen (Gleichgewicht).
Man verwendet hierbei

Pl =k (pf wjf)" (84a)

die Freundlich-Adsorptionsisotherme (Sonderfall n=1 :
Henry-Adsorption) oder
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£
YON
£ 4%

P =p
] 1+bjco.f
]

(84b)

(keine Summation iiber j )

die Langmuir-Adsorptionsisotherme, wobei k;, a. und b;
Sorptionskoeffizienten reprisentieren. Im Nichtgleichge-
wichtsfalle sind die allgemeineren Gleichungen (80), (81)
anzuwenden.

Im Falle einer linearen Henry-Adsorption lautet Glei-
chung (82) dann (bei pf = const):

awf wf
t

)
i j f f f f
“5¢ 1<) >,:kl TS Fery o — (& Dy ; Dk

f f Af
=—ef)\iwi—(l—ef) ?kjkle +efQi+(1—ef)x

s £ £, 06

3.3. Hydrodynamische Dispersion

Der Tensor der hydrodynamischen Dispersion in der
Form

f _ nf f f f f‘ f\ f f
Dkl = (Dd topu um) St (o, —oy) oy, (86)

wie er hier auf reiner axiomatischer Grundlage abgelei-
tet wurde, beinhaltet explizit quadratische Geschwindig-
keitsbeziehungen. Fiir geringe Medium-Peclet-Zahlen

Pe = Uf d/D; < 10, wobei Uf = (ufn ufn)l/2 die absolute
Geschwindigkeit, d den charakteristischen Porendurch-

messer und D; den Koeffizienten der molekularen Dif-
fusion im Fluid bezeichnen, bestimmte Saffman [12] die

Dispersivititskoeffizienten o{ und afT theoretisch zu

f _ D f _ D

TG YT (87)
mit

D = d42/Dy.

Empirische Relationen weisen Abweichungen insbeson-
dere fiir grofe Pe-Zahlen (Pe > 100) auf. Die ,,klassi-
schen” Dispersionsmodelle beinhalten in diesem Zusam-
menhang lediglich lineare Geschwindigkeitsabhingigkei-
ten und Gleichung (86) wird in der Form benutzt [9]

fuf
k1
uf

u

D, = O] + BL U)oy + (ﬁ{—ﬁ{) ., (88)

wobei ﬁ{ und B&. andere Dispersivititskoeffizienten re-

prisentieren. Ihre Bestimmung ist nicht trivial und mit
Unsicherheiten behaftet. Dies insbesondere deswegen,
da MaBstabseffekte infolge Heterogenitit des porésen
Mediums eingeschlossen sind [13]; mit der Konsequenz,
daB Labormessungen nicht auf groBmaBstibliche, regio-
nale Transportprozesse iibertragen werden kénnen.
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' 3.4. Horizontalebener Stofftransport

Fiir regionale Stromungsfelder, deren horizontale Aus-
dehnung die Michtigkeit B eines Grundwasserleiters bei
weitem iibertrifft, kénnen die dreidimensionalen Glei-
chungen (78), (79) und z. B. (85) auf horizontalebene,
zweidimensionale reduziert werden, da Zustandsinde-
rungen iiber die Tiefe im Vergleich zur Horizontaldyna-
mik in der Regel unbedeutend und somit vernachlissig-
bar sind. Die Integration der Gleichungen in Vertikal-
(x3)-Richtung [14] Liefert im Rahmen der Dupuit-An-
nahme [9] bei Einfiihrung der Mittelwerte

1

fAf f
w, »wi(xl,xz,t) "5 Bfwi (x1,x9,x3,t) dxg  (89)

A A £
und analog firh und u,  das System:

9(¢;B)
ot

] _

(e B+ (pT ) = —Q+ W —pF (90)
A

—f f

g * Ty hy = 0 (91)

Af Bt
2BoY BB o
& 33 A-e) 2y —3 9 95

=f M f Af A f
-—-(Gf Dkl wi,l),k = —GfB)\i(lJi —(l—ef)B ?kj}\jwj

Af S A ] A
*B(e Qi+ (1-ep 5 20 + (Lol - Thw ) x
P P i

9(Bey) f fl
X at“ —w g Q+ w|gW, (92)
wobei
—f Af
qk = BEfllk

den spezifischen Darcy-Volumenstrom,

Mo

Q ) 1QB(’HW(’Q—"11,1‘2—7(21)

die Brunnenfunktion )
mit Qg den Forderstrom des Einzelbrunnens bei (x4,
xg)) (Foérderbrunnen (Senke) = positives Vorzeichen,
Injektionsbrunnen (Quelle) = negatives Vorzeichen),
b die Anzahl der Brunnen und 6 () die Dirac-Delta-
funktion,

f _ f
Tkl - Kkl B
die Transmissibilitit des Grundwasserleiters,
= f
Dkl - Dkl B

den Tensor der Grundwasserleiter-Makrodispersion,
W die Grundwasserneubildung, wif ' die Brunnenaus-
gangs/ eingangskonzentration und wﬁc die grundwas-
serneubildungsbezogene Eingangskonzentration bezeich-
nen.



Fir einen unbedeckten Grundwasserleiter kann B =
B(x1,x3,t) mit der Piezometerhthe h = h(xy, x5,B,t)
identifiziert werden, d. h. B = h. Dagegen ist fiir be-
deckte (gespannte) Grundwasserleiter im allgemeinen
Zeitinvarianz fiir B annehmbar, wodurch sich die Lésung

des Systems (90) bis (92) wesentlich vereinfacht.

4. Stromung nichtmischbarer Fluide
4.1. Zweiphasenmodell

Eine Reihe wichtiger Anwendungen reduzieren sich auf
die Behandlung von zwei fluiden Phasen: f = nw (nicht-
netzende Phase, z. B. Gas) und f = w (netzende Phase,
z. B. Wasser). Hierbei wird im allgemeinen davon Ge-
brauch gemacht, dab sich die Feststoffphase s inkom-
pressibel und nichtdeformierbar verhilt, selbst die flui-
den Phasen f inkompressibel sind und alle chemischen
und thermischen Einfliisse ausgeschlossen werden kon-
nen. Das mafigebende Gleichungssystem ist dann nach
(63) und (67)

=L+ (eruf);—Qf = 0 (93)
K
of = - Su ®f, — o 8 (94)
€
firf = nw,w.

Unter der Einfiihrung der Sittigung (oder des Sittigungs-
grades)

8¢ = dVg/ Z dVs und der Porositit n = £dV;/ dV, womit
f f

€ =nsg und € = 1—n (95)
bei
Zg =1 0< s <1,
ergeben sich nach Substitution von uf die Modellglei-
chungen fiir die fluiden Phasen zu
S of f
—(Ky ®j)0 —0Qf =0, (96)

wobei das Potential der Phasen f eingefiihrt sei mit

f
of = pf + o gx
und die Mobilitit

I\

in ihren linearen, gesittigten (s; = 1) Anteil ?(lk und
nichtlinearen, sittigungsabhingigen Anteil 0 < f(:(sf)
< 1, der sog. relativen Durchlissigkeit, aufgespaltet
wird.

Typische Kurvenverliufe fiir f(f_, f = nw,w sind im
Bild 3a beziiglich der s, -Abhingigkeit dargestellt. Fiir
Spw = 1 — 8, sind sie dementsprechend.

Die Sittigung s, (und somit s,,,) liegt als bekannte

thermodynamische Funktion in Abhingigkeit vom Ka-
pillardruck p, vor:

Pe = P™ — p¥ = f(sy)- (97

Einen charakteristischen Verlauf zeigt Bild 3b. Damit
1Bt sich entwickeln

0 Sw 0P 08w ) Pc
W g _nw g 8
ot ot ot ot ©8)
mit der Kapazititsfunktion
d
g = _ W (99)
dp,

ergibt sich fiir die Zweiphasenstrdmung das nichtlineare
Differentialgleichungssystem

K! P,
K™
A' /
K, /
/
/
/
e
7
-
0 = 0
0 , —_ s' 1 0
a) b)

\.4
nS'( g‘:’“ aq’ —) - (K“W<I>"“’)1 —Qn¥ = 0 (100a)
,,0P% v A
nS (5 -5 ) ~ (K @)1 — Q¥ = 0. (100b)
>
N\
Bild 3
e Typisfhe Kurvenverliufe der konstitutiven Funktionen

* & ki@, Mobilitit/Durchlassigkeit
b) p.(sy) Kapillardruck
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Bei der Losung des Systems (100) kénnen Probleme ent-
stehen, da die Potentiale ®"% und ®¥ unter bestimmten
Bedingungen nahezu gleich sind. Diese umgeht man
durch Einfiihrung der Potentialdifferenz und -summe:

Ps dnw 4+ pw

®d = pnw _ pw

Definiert man ferner

28 - Aan + Aw
1k 1k Klk
A A
d _ nw w
)\lk - Klk - Klk
Qs = Qnw + QW
.Qd = Quw _ Qv

lassen sich die Modellgleichungen (100) formulieren in

1
—[E(Aik &, - x{’k <I>"ik)],l —Qs =0 (101 a)

Lodd 1
208" = —[5 04 2% + N, #5011 - 04 =0 (101b)

fiir die gesuchten @S und ®4 .

4.2. Reduziertes Modell der ungesittigten Strémung

Bei der Modellierung der Feuchtebewegungsvorginge in
Béden wird im Regelfall von der Annahme Gebrauch ge-
macht, daB sich auf Grund der Tiefenverhiltnisse der
Druck der nichtnetzenden Phase p"¥ (Bodenluft) nahe-
zu konstant verhilt und dem Atmosphirendruck p,;.,

entspricht. Damit ist nur noch die Strémungsgleichung
(100b) fiir die w-Phase zu beriicksichtigen. Mit

Osw _ g 3p"

ot ot

reduziert sich Gleichung (96) zu

, ap¥ A w "
nS = — (K¥ @), - Q¥ = 0.

e 12

Verwendet man iiblicherweise die Piezometerhohe h%¥
als Unbekannte, ergibt sich schlieBlich die Arbeitsglei-
chung

oh¥ A
C Fradie (Klerwh";'()’l -Q¥v =0, (103)
wobei

_ R
C=nS g

die Speicherkapazitit reprisentiert.
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