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1. Einleitung

Neben der universell anwendbaren Methode der finiten
Elemente werden in den letzten Jahren zunehmend
Randintegralmethoden zur Lésung von hauptsichlich
linearen Problemen der Festkorpermechanik eingesetzt
[1], [2]. Diese Methoden stellen eine sinnvolle Verbin-
dung von klassischen analytischen Lésungstechniken mit
modernen Diskretisierungsverfahren her.

Vorrangige Anwendungsgebiete sind Voll- und Halb-
raumprobleme und Aufgaben mit Lésungssingularititen,
wie sie fiir die Bruchmechanik und Mikromechanik ty-
pisch sind. Hier liegen auch die Vorteile der Randinte-
gralmethoden gegeniiber der Methode der finiten Ele-
mente [4], [6]. Durch die explizite Losungsdarstellung
in Form von Randintegralen tritt eine Dimensionsredu-
zierung in dem Sinne auf, dafi lediglich Informationen
iiber die Randgeometrie und die Randbedingungen
(Randverschiebungen, Randbelastungen) benétigt wer-
den, was zu Vereinfachungen bei der rechentechnischen
Problemaufbereitung fiihrt.

Trotz erster Fortschritte steht der Einsatz von Randinte-
gralmethoden zur Losung nichtlinearer Aufgaben noch

am Anfang [2], [3].

2. Direkte und indirekte Randintegralmethoden
in der Elastostatik

Nicht aus prinzipiellen Griinden, sondern der Einfach-
heit halber und in Konsistenz mit der erfolgten rechen-
technischen Umsetzung beschrinken wir uns auf den
Fall des ebenen isotropen Verzerrungszustandes ohne
den Einflub von Volumenkriften. Das Kriftegleichge-
wicht im Korpergebiet §2, ausgedriickt in den Verschie-
bungen u, lautet
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Auf den Teilrindern I'; und I'; des Gesamtrandes I" sind
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vorgegeben, wobei i — Randverschiebung, t — Randbela-
stung (n — dubBerer Normalenvektor an I', 0 — Span-
nungstensor).

In Anlehnung an die Bezeichnungsweise, wie sie von den
finite Element Methoden her bekannt ist, erhilt man fiir
die Bestimmungsgleichungen (1) bis (3)

! [E(x,y)T t(x) — RE(x,y)T u(x) 1 (x)I=

Lu=BTA Bu=0 in Q )
u=1d auf I, 5)
Ru= NTA Bu = ¢t auf I, (6)

B wird durch den linearen differentiellen Zusammenhang
von Verzerrungen und Verschiebungen definiert. NT ent-
hilt die Komponenten des Normalenvektors n, und A,
ist die ,,Hooke’sche Matrix der Materialparameter.
Finite Element Methoden werden im allgemeinen iiber
eine Variationsformulierung des Randwertproblems (4)
bis (6) realisiert. Fiir die Entwicklung von Randintegral-
methoden kommt der Fundamentallosung (Greensche
Funktion fiir den Vollraum) des Differentialausdruckes
(4) eine zentrale Rolle zu [1]. Ohne auf Einzelheiten ein-
zugehen, geben wir den analytischen Ausdruck fiir die
Fundamentallosung E (x, y) (x, y Punkte der Ebene) an
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mit der Abstandsfunktionr = lx —y I (G — Schermo-
dul, v — Querkontraktion). N

Unter Anwendung der Greenschen Formeln und Aus-
nutzung von Eigenschaften der Fundamentallosung (7)
erhilt man bei hinreichend glattem Rand I folgende L6-
sungsdarstellung fiir das RWP (4) bis (6):

N D
=
~~
<
N
< <
m -
= Ql

=
~
-«
~—
<

m

mitt (x) = (Ru) (x).

®)

Nach Substitution der vorgegebenen Randwerte ist der
Ausdruck

()= Ex y)TE1dr(x)! - RE(x,y)! @ (x) ldl'(x)|
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fiir jedes y € § berechenbar, und die Integraldarstellung
(8) erhilt die Form
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Die Gleichungen (8) bzw. (10) werden direkte Randinte-
graldarstellungen der Losung des RWP (4) bis (6) ge-
nannt. Im Gegensatz zum Funktional ®(y) sind im all-
gemeinen die Werte t auf I, und u auf I'; nicht verfiig-
bar, sondern Bestandteil der Lésung oder aus dieser ab-
leitbar. Folglich kann u(y) aus (10) nicht unmittelbar
bestimmt werden. Numerisch ist dieses Problem ahnlich
wie bei den finite Element Methoden losbar. Nach Dis-
kretisierung des Randes I durch finite Elemente und De-
finition von Formfunktionen N; (x) in den Knotenpunk-
ten x; €EI' (i = 1,...,m) werden die unbekannten
Funktionen t (x) und u(x) in Form der endlichen Rei-
hen
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angesetzt.

Zur Bestimmung der unbekannten Knotenwerte t; und
u; findet haufig das Kollokationsverfahren Anwendung
Hler wihlt man auf dem Rand T Kollokatlonspunkte Yi
G = 1,...,m), die nicht notwendig mit den Knoten-
punkten x; iibereinstimmen miissen, und stellt die Forde-
rung, dab die Integralgleichung (8) in diesen Kolloka-
tionspunkten erfiillt wird:
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Damit entsteht ein lineares Gleichungssystem

HY -Gt =0, (13)

aus dem nach Einarbeitung der bekannten Randwerte
; und t der vollstindige Satz der Knotenwerte t; und
u; bestunmbar ist. Zur Bestimmung der Matrlzenelemen-
te H;; und G;; sind singulire Integrale iiber den gesam-
ten Iiand r auszuwerten. Die resultierende Koeffizien-
tenmatrix des Systems (13) ist voll besetzt und nicht
symmetrisch, so daf bei der numerischen Auflésung
und rechentechnischen Realisierung Probleme auftre-
ten konnen. Auf Grund der diagonalen Dominanz der
Matrizen H und G sind méglicherweise iterative Auf-
16sungsverfahren besser geeignet als direkte.

Treten Verschiebungsunstetigkeiten auf, wie sie aus der
Bruchmechanik oder der Theorie singulirer Versetzun-
gen bekannt sind, so koénnen indirekte Randintegral-
methoden vorzugsweise bei Voll- und Halbraumproble-
men Verwendung finden. Ohne auf Einzelheiten einzu-
gehen, geben wir hier eine spezielle Variante der indirek-
ten Randintegralmethoden an, die als displacement dis-
continuity method (DDM) bekannt geworden ist
(21, [51,[7].

Vorausgesetzt wird, daB lings des gesamten Randes die
Funktion t(x) stetig ist. Der Verschiebungssprung Au
lings I ist dann aus dem Integralgleichungssystem

wi(y) = 38u(y) - [REG )" Au () X! (149)

ug (9)° ~5 Au(y) - [RE(uy)T Au (@) M) (15)

16

t(y) =- IIR(RE(LX))T Au(x) ldT(x)! (16)
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zu bestimmen, wobei uj die Verschiebung der Rand-
punkte beziiglich des Innengebietes 2 und ug die Ver-
schiebung der gleichen Randpunkte beziiglich des Aus-
sengebietes von 2 bezeichnen. Der Losungsweg verliuft
wie folgt:

Zunichst wird' der Verschiebungssprung Au unter Einbe-
ziehung der Randwerte aus dem System (14) bis (16) be-
rechnet. Dazu ist auch die Kollokationsmethode als Dis-
kretisierungsverfahren geeignet. Der Verschiebungs-
sprung kann unmittelbare physikalische Bedeutung be-
sitzen, z.B. als Riboffnungsverschiebung oder Burgers-
vektor. Zur Bestimmung der Verschiebungs- und Span-
nungswerte im Gebiet £ tritt Au jedoch als fiktive Zwi-
schengrofBie in Erscheinung (deshalb indirekte Randinte-
gralmethode). Die Berechnung dieser FeldgroBen erfolgt
iiber die nun auswertbaren Beziehungen

u(y) = - FfRE(z,z)TA!(z)'dl‘(z)' 17
XEQ
o(y) = — l{[AoBRE(Lz)]TA!(L)'df‘(£)| (18)

Letztlich ist auch in diesem Fall nach Diskretisierung des
Systems (14) bis (16) ein lineares algebraisches Glei-
chungssystem mit dhnlichen Eigenschaften zu 16sen wie
bei den direkten Methoden [2].

3. Anwendungsbeispiele aus der Bruchmechanik

Zur Berechnung von Verschiebungs- und Spannungsfel-
dern in der Umgebung beliebiger Rifkonfigurationen
im Voll- und Halbraum ist die DDM zweckmiBig ein-
setzbar [11]. Bei Halbraumproblemen mit unbelasteter
Oberfliche ist die Fundamentallssung E(x,y) durch
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Bild 1
RiBanordnungen im Voll- und Halbraum



Anwendung von Spiegelungsprinzipien entsprechend zu
modifizieren (E (x,y) ist dann die Greensche Funktion
fiir den Halbraum).

Die numerische Losung erfolgt aber analog zu Vollraum-
problemen, ohne dafi die unbelastete Halbraumoberfli-
che diskretisiert werden mus.

Zur Illustration betrachten wir die in Bild 1 dargestell-
ten RiBanordnungen (durchgezogene Linien). Fiir den
Zustand bei geschlossenen Rissen wird eine stetige Span-
nungsverteilung lings der RiBufer vorausgesetzt. Diese
Rifkonfigurationen werden, wie durch die gestrichelten
Randstiicke angedeutet, formal zu einem endlichen Ge-
biet mit hinreichend glattem Rand verbunden. Dann ist
lings des entstehenden Randes I die Stetigkeit von t (y)
gesichert und auf den gestrichelten Rindern Au = 0.
Deshalb treten in den Gleichungen (14) bis (18) nur
Integrale iiber die vorgegebenen RiBufer auf, was zu er-
heblichen Vereinfachungen bei der numerischen Bestim-
mung der RiBoffnungsverschiebung Au fiihrt. Nach der
Berechnung von Au aus dem System (14) bis (16) sind

N/mm?
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die Verschiebungs- und Spannungszustinde fiir Punkte in
den RiBispitzenumgebungen iiber die nun durch Au ak-
tualisierten Gleichungen (17) und (18) bestimmbar. Da-
mit sind die wichtigsten Werte zur Berechnung bruch-
mechanischer KenngréBen bekannt. So ist z. B. das be-
kannte J-Integral

ot £ (Woy —t; 2% a0 19
k o f"%k“-l é:k)l I 19)

sofort berechenbar. Wobei I'* eine beliebige, die Rifs-
spitze umrundende Kontur (beliebig insofern, da aufer
der Spannungssingularitit an der Rifispitze keine weitere
Singularitit innerhalb des durch I'* eingeschlossenen Ge-
bietes liegt). Weiterhin ist

W = %eij 0 (Verzerrungsenergiedichte)
und t; = 03 Iy

® o o ¢ analytisch

numerisch
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Diskretisierung der halben
RiBldnge:
50 Elemente mit konstantem

Yerschiebungsansatz Bild 2

Griffith-Rif: Spannungsverlauf (0yy, oyy)
im Ligament und Rif 6ffnungsverschiebung
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Eine andere Moglichkeit zur Bestimmung des J-Integrals
(beziiglich einer vorgegebenen Richtung da der Rifaus-
breitung) ergibt sich aus der Anderung der gesamten Ver-
zerrungsenergie H beziiglich der RiBilinge a gemif

_ 3H@
I
Wihrend fiir die numerische Auswertung von (19) Qua-
draturformeln in Frage kommen, kann die niherungs-
weise Berechnung von J aus (20) iiber

. H(@a—Aa) — H(a+ Aa)
I = 2Aa 1)

(20)

erfolgen, wobei Aa ein endliches Rifilingeninkrement
bezeichnet. In diesem Falle muf fiir die Riflingen
a—Aa und a+ Aa jeweils die Gesamtverzerrungs-
energie H berechnet werden. Diese erhilt man durch
(numerische) Auswertung von

HzgggAmmﬂ, 22)
wobei I die Gesamtheit der RiBufer der aktuellen RiB-
konfiguration bezeichnet.

Uber den Spannungsintensititsfaktor ist die Berechnung
des J-Integrals auch aus den Spannungs- bzw. Verschie-
bungsnahfeld um die Rifispitze durch Extrapolation
méglich [11].

Mit der Ri6ffnungsverschiebung Au und dem J-Integral
(und mit diesem auch Spannungsintensititsfaktoren) ste-
hen relevante GroBen fiir den Einsatz von RiBausbrei-
tungskriterien zur Verfiigung.

Auf der Grundlage eines Computerprogrammes, in dem
die DDM fiir ebene Probleme rechentechnisch realisiert
ist, konnten ausgezeichnete Ergebnisse fiir Aufgabenstel-
lungen aus der Bruchmechanik erzielt werden. Obwohl
zur Diskretisierung der Rifufer nur ein elementweise
konstanter Ansatz fiir den Verschiebungssprung Au
(N; =1 in jedem Element) Verwendung findet, so kon-
nen doch bis in unmittelbarer Nihe der Rifispitzen Span-
nungs- und Verschiebungswerte berechnet werden, deren
relative Fehler weit unterhalb 1 % liegen.

Die Ergebnisse wollen wir hier anhand des bekannten
Griffith-RiBmodells diskutieren (Bild 2). Aus Symme-
triegriinden geniigt es, nur die halbe Rif8linge zu betrach-
ten. Diese wurde im vorliegenden Fall (a = 1) durch
50 Elemente diskretisiert. Ein Vergleich mit den exakten
(analytischen) Spannungs- und Verschiebungswerten
zeigt, daBs die relativen Fehler fiir 6., und o, im Liga-
ment des Risses nur innerhalb des Intervalles 1 < x; <
1.15 grober als 1 % ausfallen und fiir die Rif6ffnungs-
verschiebung durchweg Abweichungen unterhalb 1 %
auftreten.

Die Genauigkeit der J-Integralwerte wurde fiir verschie-
dene Wege um die Rifispitze getestet (Bild 3). In Frage
kommt hier nur die x;-Komponente des J-Integrals (19),
da die x )-Komponente exakt verschwindet.

Der relative Fehler liegt zum Teil weit unterhalb von
1°/o0o. Fiir den beziiglich des Ligaments nicht symmetri-
schen Weg, der zudem noch relativ nahe bei der Ri6-
spitze verlduft, ist eine grofiere Abweichung feststellbar.
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Die Auswertung des J-Integrals iiber die Beziehung (21),
mit der aus (22) numerisch berechneten Gesamtverzer-
rungsenergie H, ergab ebenfalls iiberraschend genaue Re-
sultate. Bei einem Rifkingeninkrement Aa = 0.04 konn-
te das J-Integral auf 6 Stellen genau berechnet werden
(J = 0.1459705).« Die Berechnung des J-Integrals iiber
Spannungsintensititsfaktoren nach dem Extrapolations-
verfahren aus der Rioffnungsverschiebung bzw. Span-
nungsverteilung im Ligament liefert nicht den hohen Ge-
nauigkeitsgrad. Dies ist in erster Hinsicht auf den gerin-
gen Approximationsgrad fiir den Verschiebungssprung
zuriickzufiihren. Bei Verwendung hohergradiger Form-
funktionen N; sollte diese Methode jedoch am schnell-
sten rechentechnisch bei hinreichender Genauigkeit rea-
lisierbar sein.
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Bild 4
RiBoffnungsverschiebung zweier Risse in Oberflichennihe



Die Rechenzeichen an der IBM 370/145 im Betriebs-
system OS/VS 1 (entspricht etwa ES 1055) lagen fiir die
Aufstellung und Losung des Gleichungssystems bei ca.
2 min. Fir die Berechnung des J-Integrals nach (19) wur-
den ca. 40 sec und nach (21) ca. 5 sec benétigt.
Ebenfalls mit der DDM ist die Wechselwirkung zwischen
Rifianordnungen in der Ebene untersucht worden. Rein
qualitativ ist die RiBoffnungsverschiebung zweier Risse
in Oberflichennihe unter dem Einfluf einer Zugspan-
nung 0 in Bild 4 dargestellt.

4. Schluffbemerkungen

Nach dem Verfahren (14) bis (16) (DDM) kann auch die
Wechselwirkung zwischen Rif- und Versetzungsanord-
nungen untersucht werden. Hier kommt noch der Vor-
teil hinzu, da mit dem Burgersvektor die Grofe Au
lings der Versetzungslinie vorgegeben ist und somit le-
diglich die Rifufer vernetzt werden miissen. Lift man
zusitzlich noch die Wechselwirkung zu Volumendefek-
ten z. B. in Form von Voids zu, so ist schon ein breites
Feld von Problemen der Mikromechanik fiir eine quanti-
tative Untersuchung zuginglich. Der lings des Void-Ran-
des berechnete Verschiebungssprung Au besitzt nur eine
fiktive Bedeutung, die realen Verschiebungen des Randes
und die Verschiebungen und Spannunger in der Void-
Umgebung kénnen mit Au direkt aus (15) bis (18) er-
mittelt werden.

Die Ubertragung der Randintegralmethoden auf aniso-
trope oder stiickweise homogene Medien ist méglich,
wenn fiir die entsprechenden Differentialausdriicke die
Fundamentallésungen konstruierbar oder wenigstens
niherungsweise berechenbar sind (beispielsweise fiir Kri-
stalle mit kubischer bzw. hexagonaler Symmetrie).

Fiir die Untersuchung von Rianordnungen in endlichen
Korpergeometrien haben sich neben der Methode der

finiten Elemente weitestgehend direkte Randintegralme-
thoden (BEM) durchgesetzt [8] bis [10].
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