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Behandlung raumlicher RiBprobleme mit der Methode

der finiten Elemente
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1. Einleitung

Die Abschitzung von Bruchsicherheit und Lebensdauer
eines technischen Bauteils mit Rifs erfordert oftmals eine
echt dreidimensionale (3D) Betrachtungsweise. Auf-
grund der komplizierten Korpergeometrie und Bela-
stungsbedingungen kann die entsprechende Randwertauf-
gabe der Kontinuumsmechanik nur mit Hilfe numeri-
scher Methoden gelost werden, unter denen die Methode
der finiten Elemente (FEM) auch fiir die Behandlung von
RiBproblemen eine vorherrschende Stellung einnimmt,
siehe [1]. Im folgenden soll ein Resiimee der eigenen Er-
fahrungen auf diesem Gebiet gegeben werden.

2. RiBispitzenelemente

Aus analytischen Betrachtungen fiir 3D Riprobleme ist
lediglich das asymptotische Verhalten der Spannungen

und Verschiebungen unmittelbar an der RiBispitze be-
kannt, [2].

Mit herkémmlichen Standard-Elementtypen kann die
Spannungssingularitit nur schlecht erfafit werden, wes-
halb effektivere Sonderelemente mit rifispezifischen An-
satzfunktionen entwickelt wurden. Diese Rifispitzenele-
mente dienen zur Modellierung der Riffrontumgebung,
wihrend der verbleibende Teil des Kérpers mit Stan-
dard-Elementen vernetzt wird.

Die Formulierung mit Verschiebungsansitzen ist die
weitaus gebriauchlichste Methode, sie besitzt jedoch den
Nachteil, da man nicht gleichzeitig die Rifispitzenls-
sung im Elementinneren und die Kompatibilitit der
Verschiebungen auf den Kontaktflichen zu den benach-
barten Standard-Elementen erfiillen kann. Deshalb kann
eine der beiden Bedingungen nur niherungsweise beriick-
sichtigt werden. Unter den Verschiebungs-Rifielementen
stellen die sogenannten ,knotendistordierten Elemente”
eine verbliiffend einfache Variante dar [3]. Hierbei han-
delt es sich um modifizierte isoparametrische Hexaeder-
oder Pentaederelemente mit quadratischem Verschie-
bungsansatz, deren Seitenmittenknoten lediglich in Rich-
tung RiBfront auf die Viertelpunkt-Position verschoben
werden, wodurch eine r—1/2 Singularitit fiir die Deh-
nungen entsteht.

Bei hybriden Elementformulierungen werden die Feld-
grofen im Element und auf dessen Rand zunichst als
unabhiingig voneinander betrachtet und erst durch das
Variationsprinzip erzwingt man ihre Stetigkeit beim
Ubergang vom Elementinneren zum Rand und somit
zu den Nachbarelementen. Dies ist sehr vorteilhaft fiir
die Konstruktion von RiBspitzenelementen, da man im
Element vollstindig die bekannte Rifisingularitit anset-

zen kann, wihrend man auf dem Rand solche Verschie-
bungsfunktionen vorgibt, die mit denjenigen der angren-
zenden Standard-Elemente identisch sind. Die auf diese
Art erzeugten ,,verschiebungskompatiblen” Sonderele-
mente lassen sich damit in jedes FEM-Programmsystem
(Verschiebungsmethode) aufnehmen. Es wurden 3D
RiBspitzenelemente auf der Grundlage eines hybriden
Spannungsmodells entwickelt, die ausfiihrlich in [6], [7]
beschrieben sind. Sie haben die Form von 20-Knoten-
Hexaederelementen. Jeweils vier solche Hybridelemente
umgeben ein Segment der RiBfront.

3. Programmsystem CRACK3DH

Ein von der TH Magdeburg, WB Festkorpermechanik,
iibernommenes FEM-Programm [8] wurde insbesondere
durch die Einbeziehung der hybriden Riispitzenelemen-
te weiterentwickelt fiir die spezielle Behandlung riumli-
cher elastostatischer Rifprobleme. Das Programm
CRACK3DH ist fiir die EDV-Anlage EC 1040 geschrie-
ben, eine Anwenderdokumentation liegt im IFE Halle
vor. Der Elementkatalog umfaBt: a) isoparametrische
Hexaeder-(20 Knoten) und Pentaederelemente (15 Kno-
ten); b) knotendistordierte Hexaeder- und Pentaederele-
mente fiir die RiBumgebung; c¢) hybride RiBspitzenele-

mente;

4. Anwendungsbeispiele

Als Testbeispiel diente u. a. ein Zylinder unter axialem
Zug mit einem konzentrischen kreisférmigen Innenri§,
fir das der Wert des Spannungsintensititsfaktors Kj
nach [2] bekannt ist. Fiir dieses eigentlich axialsymme-
trische Problem wurde das FEM-Netzwerk von Bild 1
entworfen, wobei nur ein keilférmiges Segment der Geo-
metrie modelliert wurde, auf dessen Seitenflichen ent-
sprechende Verschiebungsbehinderungen vorgeschrieben
sind. Fiir die zwei Hexaederelemente unmittelbar an der
Rifispitze wurden zum Vergleich drei verschiedene Ele-
menttypen verwendet: (7 ) isoparametrische Standard-
Elemente; ( & ) knotendistordierte Rifspitzenelemente;;
(O) hybride Rifispitzenelemente. Aus den erhaltenen
Knotenpunktverschiebungen u, der Ribufer wurde ein
lokaler Spannungsintensititsfaktor K| errechnet, dessen
Abhingigkeit vom Abstand r zur RiBspitze in Bild 2 dar-
gestellt ist. Man erkennt, daf die Standardelemente sehr
nahe an der Rifispitze die Singularitit nicht ausreichend
beschreiben kénnen, was mit knotendistordierten Ele-
menten erheblich besser gelingt, wihrend die Hybridele-
mente ohne Beeintrichtigung die beste Anniherung an
den exakten Wert liefern.

23



=)
L

Am————————

;4—

N |
I
g |
1
Z |
27225 |
%5755
/5% t
f2 i
2z |
% ? |
£ I I I L
2
Bild 3

FEM-Netz fiir ein Viertel der Dreipunkt-Biege-Probe (425 Kno-
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5 x Kj-Verteilung iiber die Dicke fiir die Dreipunkt-Biege-Probe
22001 N S e
< N ken Seitenfliche) wurden acht hybride RiBspitzenele-
2 } --5% mente angeordnet. Den errechneten Verlauf des normier-
s 3 3 ten Spannungsintensititsfaktors entlang der Rififront
E 2100 b :f ] gibt Bild 4 wieder (A). In der Probenmitte (z/B = 0)
S X stimmt die 3D-Losung sehr gut mit dem Ergebnis der
w = Jo% 2D-Rechnung [4] iiberein, an der Probenoberfliche
g - (z/B = 0.5) ist sie etwa 10 % kleiner.
2000 |- ) AbschlieBend soll noch ein typisches Rifsiproblem aus der
] technischen Praxis untersucht werden. Es handelt sich
d 159 um ein Hochdruck-Rohr mit einem halbelliptischen
o Oberflichenrifi, der von der Innenseite her die halbe
1900 5 .25 5 75 Wandstirke durchdringt. (DurchmeBserverhiltnis R,/R;
distance from crack tip r/c = 2.8, Axenverhiltnis der Halbellipse a/b = 1.5, b = 0.5
— (R, — R;), Linge = 4 R,). Aufgrund der doppelten Sym-
metrie braucht nur ein Viertel des Rohres vernetzt zu
Bild 2 werden, Bild 5. Der weie Bereich auf der grauen

Vergleich verschiedener Elemente bei der Wiedergabe der Ri6-

singularitit

Schnittfliche deutet die Riffliche an. Es wurden die bei-

der: Belastungsfille betrachtet, daf der Druck p nur auf
die Rohrinnenwand wirkt (—) oder zusitzlich noch auf
die Ribflichen (——). Der Verlauf von K; entlang der
Ribfront ist in Bild 6 dargestellt, wobei mit der Losung
fiir einen elliptischen Rif im Vollraum (siehe [2]) unter
Zug o, = 2pR32/(R32 - Ri2) normiert wurde. Der
Druck auf den RiBflichen bewirkt nahezu eine Verdop-
pelung des Spannungsintensitiitsfaktors. Verglichen wer-
den konnte mit einer Niherungsformel von [5], (—).

Ausfiihrliche numerische Studien am Beispiel der Kom-
pakt-Zug-Probe mit unterschiedlichen Netzwerken besté-
tigten das gewonnene Bild iiber die Qualitit der verschie-
denen Rifelemente, siehe [7], [9].

Zur riumlichen Analyse der Dreipunkt-Biege-Probe wur-
de das in Bild 3 gezeigte Netzwerk entworfen.

(Kraft F, Dicke B, Weite W, Spannweite = 4 W, Rifitiefe
¢ = W/2). Entlang der Rififront (Strichlinie auf der lin-
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Bild 5

Netzwerk fiir Rohr mit halbeleptischem Innenrif (122 Stan-
dardelemente, 8 hybride Rifispitzenelemente, 762 Knoten)
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Bild 6
Verteilung von K| entlang der RiBifront (E (h)-vollstindiges
elliptisches Integral 2. Art)

5. Diskussion

Sowohl von den theoretischen Anforderungen als auch
von der praktisch erreichbaren Genauigkeit (bei gleichem
Netzwerk) sind die hybriden Rifispitzenelemente den
knotendistordierten Elementen iiberlegen. Aufierdem
haben sie den Vorteil, daf bei ihnen die Spannungsin-
tensititsfaktoren unmittelbar und fiir alle drei Rifoff-
nungsarten separat ausgegeben werden, so daf eine Aus-
wertung des Verschiebungsfeldes nach der Extrapola-
tionsmethode entfillt. Von Nachteil ist der hohere theo-
retische und numerische Aufwand zur Erstellung der

hybriden Elemente, wohingegen knotendistordierte Ele-
mente in jedem FEM-Programm durch leichte Modifi-
kation zu gewinnen sind und verglichen mit Standard-
elementen eine erhebliche Genauigkeitssteigerung lie-
fern. Mit CRACK3DH liegt ein leistungsfihiges FEM-
Programmsystem zur Lésung 3D elastostatischer Rifi-
probleme vor, was auch durch weitere Beispiele in [6],
[7] und [9] belegt wird. Zukiinftige Arbeiten und Pro-
grammerweiterungen sollen sich vornehmlich auf Risse
mit gemischter Zug-, Scher- und Torsionsbeanspruchung
konzentrieren sowie die Beriicksichtigung von thermi-
schen Dehnungen und Volumenkriften erproben. Selbst-
verstindlich konnen die hybriden Rifspitzenelemente
auch vorteilhaft eingesetzt werden in Verbindung mit
speziellen FEM-Techniken fiir Rifprobleme, wie virtuel-
le RiBausbreitung, Superpositionsmethode oder verall-
gemeinerte J-Integrale. Theoretisch noch nicht ausrei-
chend geklirt ist der Spannungszustand am Schnitt-
punkt der Rififront mit einer Kérperoberfliche.
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