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1. Einleitung

Unter den Abkiirzungen BIM (Boundary Integral Me-
thod), BIEM (Boundary Integral Equation Method) oder
BEM (Boundary Element Method) sind international et-
wa im letzten Jahrzehnt kontinuumsmechanische Be-
rechnungsverfahren bekannt geworden, die als rechen-
technische Realisierung spezieller Rand-Integralmetho-
den entwickelt worden sind. Im folgenden soll der Be-
zeichnung BEM der Vorzug gegeben werden.

Als kontinuumsmechanische (und damit bruchmechani-
sche) Berechnungsmethode hat sich die BEM heute dem
Vergleich mit der bekannteren FEM (Finite Element
Method) zu stellen. Die weite Verbreitung der FEM ist
ein Indiz fir die Leistungsfihigkeit und Anwender-
freundlichkeit der Methode. International werden mit
ihr heute sehr komplexe Probleme gelost, z. B. Aufga-
ben der dreidimensionalen, geometrisch nichtlinearen,
elastisch-plastischen und zeitabhiingigen Kontinuums-
mechanik. Auch mit EDV-Anlagen mittlerer Leistungs-
fahigkeit (ES 1040) lassen sich dreidimensionale elasto-
statische bruchmechanische Rechnungen durchfiihren
[1]. Die gréfiten Schwierigkeiten (abgesehen von Re-
chenzeiten in der GroBenordnung von Stunden) entste-
hen in diesem Fall bei der Verwaltung der grofien Menge
zu verarbeitender Daten. Auch die 3-dimensionale Ver-
netzung einer riumlichen Struktur ist in der Regel recht
aufwendig.

Demgegeniiber hat die BEM den evidenten Vorzug, dab
nur die Berandung des Gebietes, das der Verformung
unterliegt, zu vernetzen ist. Damit verringert sich die
Zahl der unbekannten Knotenvariablen gegeniiber der
FEM umso mehr, je feiner die Diskretisierung gewihlt
wird, je groBer also die angestrebte Genauigkeit ist. Die
BEM basiert auf der Umwandlung des zugrunde liegen-
den Differentialgleichungssystems in ein Integralglei-
chungssystem iiber den Rand. Auf der Grundlage der
Diskretisierung wird dieses in ein lineares Gleichungs-
system iibergefiihrt und rechentechnisch gelost. Damit
verschafft man sich im ersten Schritt vollstindige Kennt-
nis iiber die Randwerte von Spannungs- und Verschie-
bungsvektor (oder iiber gewisse Hilfsfunktionen), welche
hinreichend ist, um alle iibrigen interessierenden Gro-
Ben durch numerische Auswertung weiterer Randinte-
grale zu berechnen.

2. Grundziige des Verfahrens

Im folgenden kann nur punktuell auf das Vorgehen der
BEM eingegangen werden. Die Grundgleichungen der
linearen Kontinuumsmechanik lassen sich auf verschie-
dene Weise in ein Integralgleichungssystem iiberfiihren.
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Dementsprechend gibt es mehrere Varianten der BEM.
In der Literatur wird zwischen direkter und indirekter
BEM unterschieden.

a) indirekte BEM

Ihre Grundlage ist die wesentlich von Kupradze [2] ent-
wickelte Potentialtheorie fiir Aufgaben der linearen Ela-
stostatik. Dabei fungiert das Verschiebungsfeld als vek-
torielles Ein- oder Doppelschichtpotential mit einer fik-
tiven Kraft- oder Momentendichte als Quellfunktion. Die
FeldgroBen der Elastostatik werden damit im Gebiet und
auf dem Rand einheitlich in Form einer Vollrauml$sung
dargestellt:

T@) aF (1)

U, Gund T bezeichnen in dieser Reihenfolge Verschie-
bungsvektor, Spannungstensor und Randspannungsvek-
tor. Gist die Fundamentallésung der Gleichung fiir den
Verschiebungsvektor (Greenscher Tensor) oder, im Falle
eines Doppelschichtpotentials, ein daraus abgeleiteter
Tensor. S und T sind dle_]emgen Tensoren, die man aus
G erhalt wenn man aus u nach (ign iiblichen Regeln &
bzw. © bildet. Die Quellfunktion f (T') gewinnt man als
Losung des Integralglelchungssystems welches (1) bei
Vorgabe der Randwerte von u bzw. 't darstellt. Die iibri-
gen, zunichst unbekannten Randwerte und die Werte im
Innern berechnet man nach Bedarf im Anschluf durch
Auswertung der Integrale (1).

Sofern ein Doppelschichtpotential angesetzt wird, er-
hélt man eine Variante, die als DDM (Displacement Dis-
continuity Method) bekannt geworden ist [3]. Die Be-
zeichnung ergibt sich aus dem Umstand, daf einer flichi-
gen Momentdichte eine Verschiebungsunstetigkeit am
Ort der Fliche entspricht. Offenbar bietet sich diese
Variante fiir die Berechnung von Rifiproblemen an, da
damit nicht beide Rifufer vernetzt werden miissen, so
daB man bei der Vernetzung der Risse gegeniiber anderen
Verfahren mit der Hilfte der Knoten auskommt.

b) direkte BEM

An der indirekten BEM kann als Naghteil empfunden
werden, dafi mit der Quellfunktion f(r ) eine Gréfe ein-
gefithrt wird, die eigentlich nicht interessiert. Diesen Um-
weg vermeidet die direkte BEM. Mit Hilfe von BETTIs
Reziprozititssatz gewinnt man die folgende Beziehung

fir das Innere des Gebietes, die als SOMIGLIANA-For-
mel bekannt ist:

d(F) = SIEET)TE) -TEF)-TE) 1 )



wobei das Integral iiber die Berandung zu bilden ist. Fiir
den Rand selbst erhilt man:

VEE)-T@E )3 @)]dF 3)
Der Tensor ¢ ergibt sich aus der lokalen Geometrie des
Randes. Wiederum erhilt man mit der Vorgabe von

Randwerten fiir 4 bzw. t ein Integralgleichungssystem
fiir die zunichst unbekannten Randwerte.

Voraussetzung fiir das Verfahren der BEM ist die Kennt-
nis des Greenschen Tensors fiir den Vollraum. Dieser ist
fiir isotropes Material in analytisch geschlossener Form
bekannt. Im anisotropen Fall trifft dies nur fiir ebene
Probleme zu. Dreidimensionale Rechnungen erfordern
hier weitere numerische Integrationen zur Gewinnung
des Greenschen Tensors. Dessen Kenntnis fiir spezielle
Gebiete bringt fiir die Behandlung entsprechender Pro-
bleme meist erhebliche Vorteile. Da der Greensche Ten-
sor fiir einen geraden Schlitz in der (auch anisotropen)
Vollebene bekannt ist, sind ebene elastische Rifiproble-
me mit der BEM besonders effektiv zu 16sen [4]. Macht
man hier von dem speziellen Tensor Gebrauch, so er-
iibrigt sich die Vernetzung des Risses vollig und die Span-
nungsverhiltnisse konnen gerade in RiBispitzennihe sehr
genau berechnet werden. Bei Anwendung einer Sub-
strukturtechnik kann mit vergleichsweise geringem re-
chentechnischen Aufwand eine groBe Zahl von Rissen
einbezogen werden [5].

In vielen Fillen wird auch der Greensche Tensor fiir den
Halbraum von Nutzen sein, der in ebenen Fillen sowie
im isotropen riumlichen Fall bekannt ist.

3. Einige Bemerkungen zur rechentechnischen
Realisierung und zum Vergleich mit der FEM

Die Entwicklung der Randintegralmethode bis hin zu
allgemein anwendbaren Computerprogrammen wurde
erst mit der Verfiigbarkeit moderner GroBrechenanlagen
moglich. Als erste Arbeiten zur BEM werden gewohnlich
diejenigen von Jaswon und Ponter [6] sowie von Symm
[7] genannt, welche 1963 einige einfache Randwertauf-
gaben der ebenen Laplacegleichung mit der Randinte-
gralmethode l6sten. Die Berandung wird von ihnen
durch Geradenstiicke angenihert, iiber welche die unbe-
kannte Quellfunktion jeweils als konstant angesehen
wird. Die Integralgleichung wird fiir die Elementmittel-
punkte formuliert, und die Integrale werden mit der
Simpson-Regel ausgewertet. Rizzo [8] formulierte ein
analoges Vorgehen fiir die ebene Elastizititstheorie. Er
fiilhrt die Integration analytisch aus (was nur fiir gerade
Segmente und bereichsweise konstante Quellfunktion
moglich ist). Auf gleiche Weise verfihrt Crouch [3] bei
der Realisierung seines DDM-Programms. Cruse [9] ver-
allgemeinerte diese Vorgehen fiir die dreidimensionale
Elastostatik, wobei er die Oberfliche durch ebene Drei-
ecke anniherte. Eine wesentliche Verbesserung des Ver-
fahrens wurde durch die Benutzung isoparametriger
Randelemente sowie die Anwendung der Gaufischen
Quadraturregel zunichst im zweidimensionalen Fall er-
zielt [10]. Die Vernetzung des Randes und die Genauig-
keit und Effektivitit der numerischen Integration sind
von erheblichem EinfluB auf die Giite des Verfahrens.

Diesbeziiglich optimale Methoden wurden von Lachat
und Watson [11] entwickelt.

Eingangs wurde die gegeniiber der FEM bei gleicher Ver-
netzungsdichte geringere Knotenzahl als Vorteil der
BEM herausgestellt. Dem stehen aber Nachteile fiir die
rechentechnische Realisierung gegeniiber: Die Ausfiih-
rung der Integration bei der Erstellung der Koeffizien-
tenmatrix ist (wegen gewisser Singularititen im Integran-
den) aufwendiger und das resultierende Gleichungssy-
stem hat nicht die giinstigen Eigenschaften wie im Falle
der FEM. Die Koeffizientenmatrix ist unsymmetrisch,
vollbesetzt und nicht positiv definit. Das fiihrt dazu, da
die Vorteile hinsichtlich Rechenzeit und zu verwalten-
der Datenmenge stark eingeschrinkt werden bzw. nur
bei entsprechend feiner Vernetzung bestehen bleiben.
Ein wesentlicher Vorzug der BEM ist aber der Umstand,
dafi die Genauigkeit der Ergebnisse im Innern des Gebie-
tes mit wachsendem Abstand vom Rand stark ansteigt.
Die Fehler, die durch die Diskretisierung des Randes er-
zeugt werden, heben einander im Innern soweit auf, daf
die BEM bei gleicher Vernetzungsdichte erheblich ge-
nauer ist als die FEM. Eigene Erfahrungen mit dem von
Crouch [3] angegebenen Programm bestitigen dies. In-
zwischen wurde die BEM auch auf dynamische, aniso-
trope und elastisch-plastische Fille angewandt [12] bis
[14]. Das Verfahren wird in den ersten beiden Fillen
kompliziert durch die aufwendigere Form der Funda-
mentallosung, im letzteren dadurch, daf bei jedem Last-
schritt auch die Spannungen im Innern berechnet wer-
den miissen. Die Sichtung der internationalen Literatur
zeigt aber, daBi gegenwirtig gerade diese Gebiete intensiv
bearbeitet werden. Zweifellos erfordert die BEM hohe-
ren mathematischen Aufwand, andererseits bietet sie die
Moglichkeit der unmittelbaren und vorteilhaften Nut-
zung analytischer Kenntnisse. Vor dem Hintergrund be-
grenzter Rechnerkapazitit liegt in letzterem Umstand
offenbar ihr Hauptvorzug. Im iibrigen ist die BEM gegen-
iiber der FEM nach dem vorangegangenen umso vorteil-
hafter, je hoher die angestrebte numerische Genauigkeit
ist. Dies wird relativiert dadurch, daf die BEM nicht
ganz so allgemein anwendbar ist, daf also u. U. Abstri-
che schon am mathematischen Modell gemacht werden
miissen.

Offenbar sind vermehrte eigene Erfahrungen unerli6lich.
Bei der weiteren Entwicklung von BEM-Programmen am
IFE Halle ist zunichst die Beschriinkung auf den elasto-
statischen Fall vorgesehen. Gegenwiirtig wird ein fiir all-
gemeine bruchmechanische Aufgaben einsetzbares Pro-
grammsystem entwickelt mit folgenden Charakteristika:

— isoparametrige Vernetzung

— konsequente Nutzung Greenscher Tensoren fiir spe-
zielle Gebiete, soweit verfiighar

— Einbeziehung der DDM, zumindest fiir die Diskreti-
sierung riumlicher oder gekriimmter ebener Risse

— Substrukturtechnik, u. a. um die Vorteile spezieller
Greenscher Tensoren voll zu nutzen.
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