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Test eines Auswerteverfahrens fiir axialsymmetrische Spannungs-
zustande am Beispiel der diametral gedriickten Kugel

Martin Stockmann, Klaus Ullmann
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In der vorangegangenen Arbeit [1] wurde ein Verfahren 87Gr, | m+l 202 $3 s m

zur vollstindigen Auswertung eines axialsymmetrischen

Spannungszustandes aus den Isotheten der Meridian- L1402

ebene vorgestellt. Zur Vereinfachung ist dabei Inkom-
pressibilitit, also » = 1/2 vorausgesetzt. Da beim prakti-
schen Erstarrungsversuch, zu dessen Auswertung das
Verfahren vordergriindig dienen soll, v = 0,49 ist, soll an
einem geeigneten Testbeispiel der dadurch entstehende
systematische Fehler abgeschiitzt werden. Weiter wird
das Beispiel auch eine Aussage zu den Unsicherheiten des
Auswerteverfahrens hinsichtlich der enthaltenen numeri-
schen Differentiation und Integration gestatten.
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2. Testbeispiel

Von einem Testbeispiel, das zur Beurteilung eines Aus-
werteverfahrens fiir experimentelle Daten dient, ist allge-
mein zu fordern, daB eine exakte theoretische Losung
vorliegt, daB das Beispiel eine saubere Versuchsdurchfiih-
rung erlaubt (exakte Einhaltung der Randbedingungen
bei moglichst einfachem Versuchsaufbau) und dab es fiir
eine Klasse praktischer Probleme reprisentativ ist. Unter
diesen Gesichtspunkten wird als Beispiel fiir axialsym-
metrische Probleme die diametral gedriickte Kugel ausge-
wiihlt.

Uber die Technologie der experimentellen Untersuchun-
gen wurde bereits in der Arbeit [2] berichtet. Bevor die
eigentlichen Testergebnisse diskutiert werden, wird des-
halb nur noch auf einige Eigenschaften der theoretischen
Losung und deren numerische Umsetzung eingegangen.

2.1. Theoretische Losung fiir die Verschiebungen

Die theoretische Losung fiir die Verschiebungen erfolgt
nach Lurje [3]. Ausgangspunkt seiner Theorie ist der
Dreifunktionenansatz nach Papkovic und Neuber fiir die
elastischen Grundgleichungen, der auf sphirische Koor-
dinaten r, 9, v transformiert wird. Losungen sind dann
raumliche Kugelfunktionen der Form ™ P (1), wobei
P, (1) Legendresche Polynome darstellen. Entsprechend
wird auch die iufiere Belastung in Reihen dieser Polyno-
me entwickelt.

Wegen der schlechten Konvergenz der erhaltenen Losung
werden die Reihen mittels Partialbruchzerlegung der
Koeffizienten in langsam konvergierende Anteile und in
relativ gut konvergierende Reste zerlegt. Die langsam
konvergierenden Teile werden derart angesetzt, daB nach
Integration eine Darstellung in geschlossener Form mog-
lich ist. Die endgiiltigen Losungen fiir die radiale und
meridionale Verschiebung lauten dann
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Dabei bedeuten p = r/r, die dimensionslose Radiusko-
ordinate, m die Poissonsche Konstante,

L = cos?, 3)

v4+p2—2pu , 4)

= S1+p2
. lL+ps+2pp.

s =

©®)

Die Glieder o, 8, v, 8 hiingen nur von m, die Koeffizien-
(3) (3) (3) 3)
ten L , M , sz , S2k

vgl. [3, S. 362 — 364].

Die vorstehende Losung zeigt zwar die erwartete Konver-
genz, bereitet dafiir aber fiir 0 < 1 numerische Schwierig-
keiten, weil in den endlichen Summen Differenzen nihe-
rungsweise gleichgroBer Zahlen auftreten. Infolge der
darais entstehenden Rundungsfehler erhiilt man bei-
spielsweise fiir p = 1/25 ein auf 3 Stellen genaues Ergeb-
nis erst dann, wenn die Zahlenrechnung mit 14 Ziffern
ausgefiihrt wird. Im Falle p = 0 versagen die Gleichungen
iberhaupt.

In diesen Fillen, d. h. praktisch fiir 0 < p < 1/4, ist es
daher zweckmiBig, mit den nichtzerlegten Reihen zu
rechnen. Nach einigen Umformungen der urspriingli-
chen Lurjeschen Lésung erhilt man

von k und m ab,
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Dazu kommt, dab letztere Gleichungen einfacher sind
als (1), (2) und somit kiirzere Rechenzeiten erfordern.

Ferner ist zu bemerken, daf auch die Verschiebung lings
der Achse besonders zu behandeln ist, nimlich durch
Grenziibergang der Gleichungen (1), (2) fiir 4 > 1. Es

folgt
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Bei kleinen Werten p ist wiederum nach Gl. (6) zu rech-
nen. Fiir die Verschiebung in der Aquatorebene schliefs-
lich berechpet sichmitu=0
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wobei das Legendresche Polynom sich vereinfacht zu
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Sternberg und Rosenthal [4] berechnet, die auf der
Boussinesqschen Spannungsfunktion fiir axialsymmetri-
sche Probleme beruht und ebenfalls aus einem geschlos-
senen sowie cinem Reihenanteil besteht

(S] = [S,]+[R,].

[S,] stellt darin die Losung fiir eine auf den Halbraum
x<r, im Punkt x = r, nach unten bzw. auf den Halb-
raum x = —r, .im Punkt x = —r,, nach oben gerichteten,
auf der x-Achse liegenden Kraft dar. [R, ] ist eine unend-
liche Reihe, deren Koeffizienten so bestimmt werden,
daf die Randbedingungen einer freien Kugeloberfliche
erfilllt sind. Beide Losungsanteile sind in unterschiedli-
chen Koordinatensystemen angegeben; [S,] in Bipolar-
koordinaten, [R,] in Kugelkoordinaten.

Fiir den Sonderfall Aquatorebene x = 0 lassen sich die
Spannungen explizit aufschreiben. Wenn speziell m = 2
gesetzt, gilt
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b - F { 81 45
. _8L s
e 2| 228 304

—-1/8

*V'2(1-p)(3p% - 6p) *k?l a_gk-1
“ [Pyy — (4k2 —2k) P_,, ] p2k-2

=% b_gp_o[(~8k3 — 24k2 — 22k —6)
k=2

“P_gg 1+ (2k+3) Pﬁzk—zh’zk} )

_ F 3p2\/92+1 p2+2+2~/p2+1
rY 3T T —3/8-1In
T, (p2+1)3 4

(13)

2.5 2
+ 3/304 P k§l [a_2k_1 (4]( —2k) P——2k——l p2k+2
—b_gy_o(8k3 —8k—3)P_,, _; p2k ]}

’
p2+2+2\/p2+1
4

F
0p = —2{ 3/16-[—3In

T(l‘o

2+1 = 2+1
_5+6 p__i_ ]
p2
+141/152 + 15/304 - p2 _k°z° [a_g_1 P op p2K—2
=2
*b_ak_z (Gk+3) By o701} 15)

—192Kk5 + 480k* + 1092 k3 + 492k2 — 36k — 40,5

Ansonsten werden die Polynome und deren Ableitung *-2k-1 = _ 2
zweckmiiBig nach den bekannten Rekursionsformeln be- 16k (k=1) @) (k1) ($3) (2keD) (4k1g4k+1’5)
rechnet. b —24k3 +12k2+16,5k — 4,5 (16)
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2.2. Theoretische Losung fiir die Spannungen Bk (1) (1) (ke 3) 2k 1) (2K +4k+l,(537)
Nach der Lurjeschen Theorie lassen sich zwar die Span- P2 -1
nungen prinzipiell auch berechnen [3, S. 339]; die Rei- p2+1 (18)

hen konvergieren aber mit dem Faktor k multipliziert
schlechter als die Losung fiir die Verschiebungen. Die
Spannungen werden deshalb nach einer Theorie von
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Die Reihen sind alternierend und konvergieren im ge-
samten Definitionsbereich 0 <p<1. Allerdings nimmt
die Konvergenz mit steigendem p ab. Die notwendige
Anzahl von Gliedern der Reihe, die bei einer geforderten
Genauigkeit zu berechnen ist, kann mittels der normier-
ten Radialspannung

~ or
0.5 —— 19)
r F/7rr02

die am Rand p = 1 verschwinden muS, abgeschitzt wer-
den. Es berechnet sich bis k = 10, 0. = 3 + 10—%, bis
k=50,0, =6+ 106 und bisk = 500,73, = 2 - 10-8.

3. Ergebnisse

Der Test des Auswerteverfahrens erfolgt an den Span-

nungen in der Aquatorebene. Diese werden

1. theoretisch berechnet nach den Gln. (13) bis (15);

2. aus Isotheten, die nach den Gln. (1), (2) bzw. (6),
(7) berechnet sind, nach dem in [1] angegebenen Ver-
fahren ausgewertet;

3. aus experimentell ermittelten Isotheten [2] nach dem
Verfahren [1] ausgewertet.

Zwecks Trennung der einzelnen Einfliisse sind die Iso-
theten fiir den ideal inkompressiblen Fall v = 1/2 und
fiir v = 0,49 berechnet. Die Isothetendichte ist in allen
Fillen annihernd gleich. Sie betrigt im Mittelpunkt
a,/ry ~ 0,01 bzw. a /r, =~ 0,02. Die Spannungen werden
aus den berechneten Isotheten an 25 und aus den gemes-
senen Isotheten an 10 Stiitzstellen ermittelt. Bild 1 zeigt
die Verldufe der ausgewerteten Spannungskomponenten.

Im Bild 2 sind die absoluten Fehler der Lingsspannun-
gen dargestellt.

Wie zu erwarten, stimmen die aus den berechneten Iso-
theten mit » = 1/2 ermittelten Spannungen am besten
mit den exakten Werten iiberein. Der relative Fehler der
Lingsspannung o, betrigt hier im Mittelpunkt nur
0,5 %. Diese Abweichung resultiert ausschlieflich aus
den Ungenauigkeiten der numerischen Differentiation
und Integration des Auswerteverfahrens. Der durch die
unterschiedlichen Poissonschen Konstanten verursachte
Fehler driickt sich in der Differenz der Kurven aus, die

‘aus den berechneten Isotheten im Falle v = 1/2 bzw.

v = 0,49 ausgewertet sind. Ilhre Abweichung bleibt in der
gesamten Aquatorebene unter 1 %.

Vergleicht man andererseits die Spannungen aus den be-
rechneten Isotheten v = 0,49 mit den exakten Werten, so
ergibt sich ein Fehler von 1,3 % bezogen auf den Mittel-
punkt. Diese Abweichung resultiert sowohl aus den Un-
sicherheiten der Numerik des Auswerteverfahrens als
auch aus den unterschiedlichen Poissonschen Konstan-
ten. Hier wird also der Fehler des Auswerteverfahrens
reprisentiert, wenn es auf Erstarrungsversuche ange-
wandt wird.

Ebenfalls wie erwartet, weichen die aus den experimen-
tellen Isotheten berechneten Spannungen am stiirksten
von den exakten Werten ab. Ursache sind die Unsicher-
hieten des Experimentes. Die zufilligen Mefifehler iiber-
lagern die systematischen Abweichungen so stark, daf
ein gesetzmiBiger Zusammenhang zu den anderen Feh-
lerkurven nicht mehr erkennbar ist, vgl. Bild 2. Trotz-
dem bleibt der relative Fehler von 2,4 %, bezogen auf
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Bild 1 1) Es wird darauf hingewiesen, daf die Spannung 0, im Unter-
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Spannungen in der Aquatorebene der diametral gedriickten Kugell)
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schied zu dem spannungsoptisch erhaltenen Ergebnis von
Frocht und Guernsey [5] am Rand p = 1 nicht verschwindet.



Bild 2
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den Kugelmittelpunkt, fiir einen Erstarrungsversuch
recht klein.

4. Zusammenfassung

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dafi mit dem
getesteten Auswerteverfahren die Spannungen aus den
Isothetenscharen mit einer fiir praktische Belange sehr
hohen Genauigkeit berechnet werden konnen. Ist der
Werkstoff nicht wie vorausgesetzt inkompressibel, er-
gibt sich ein systematischer Fehler, der im Falle » = 0,49
unter 1 % liegt und im Vergleich mit den Unsicherheiten
der Messung vernachlissigbar ist.
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