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Erfahrungen bei der Anwendung der Energiemethode zur
Berechnung von Spannungsintensitatstaktoren mit der FEM

H. Theilig

1. Einleitung

Bei der Losung von ebenen und dreidimensionalen Rif-
problemen mit der Finite-Elemente-Methode (FEM) wer-
den gegenwiirtig bevorzugt singulire Elemente im RiB-
frontbereich eingesetzt [1] bis [3]. Derartige Spezialele-
mente findet man in der Regel nicht in den Element-
bibliotheken der gegenwiirtig in der Praxis verfiigbaren
FEM-Programme. Durch Manipulationen an isoparame-
trischen Standardelementen mit quadratischen Polynom-
ansatz (Eck- und Seitenmittenknoten) lassen sich Singu-
larititseigenschaften erzeugen und eine Genauigkeits-
steigerung erreichen [4]. Die Energiemethoden [5], [6]
gestatten bei ausschlieBlicher Verwendung von Standard-
elementen auch bei Verzicht auf extreme Netzverfeine-
rungen in der Rififrontumgebung gute Lésungen praxis-
relevanter Problemstellungen. Analytische Grundlage ist
die Berechnung von Energiedifferenzen bei einer virtuel-
len RiBiflicheninderung mit der anschlieBenden Ermitt-
lung der Spannungsintensititsfaktoren aus der entspre-
chenden Energiedefinition. Fiir die vollstindige Beschrei-
bung des funktionalen Zusammenhanges von Spannungs-
intensititsfaktor und den charakteristischen Grofen des
jeweiligen Rifproblems ist der numerische Aufwand bei
Anwendung spezieller Methoden zur Berechnung der
Energiedifferenzen im Vergleich zur Verwendung singu-
lirer Elemente nur unwesentlich groGer. Bei praktischen
Berechnungen mit der FEM ist die Verwendung von pro-
blemlos generierbaren Elementaufteilungen mit még-
lichst wenigen Freiheitsgraden bei einer gewissen Unab-
hingigkeit der Losung von subjektiven Einfliissen wiin-
schenswert. Mit den Energiemethoden kann dies auf der
Grundlage des Konvergenzverhaltens der FEM bei Ri6-

problemen erreicht werden.

2. Analytische Grundlagen

Die Anderung der potentiellen Energie bei einer hin-
reichend kleinen virtuellen Riffrontverriickung Al(s)
ist entsprechend Bild 1 mit

Bild 1
Virtuelle Riifrontverriickung

AP = O?G(S)Al(s)ds (1)

gegeben. Darin ist G (s) die lokale Riferweiterungskraft,
die mit dem Spannungsintensititsfaktor Ky(s) bei im
RiBfrontbereich symmetrischer Beanspruchung iiber

Ki) = JE' (G ()

verkniipft ist. Mit E* (s) soll dabei die Abhingigkeit der
lokalen Dehnungsbehinderung entlang der RiBifront er-
fabt werden. Die virtuelle Rifrontverriickung kann mit
einer Anderungsfunktion e (s) iiber

Al(s) = Al a(s) 3)

beschrieben werden.

Bei vorgegebenen Kriften kann die Anderung der poten-
tiellen Energie durch die Differenz der Forminderungs-
energie ausgedriickt werden,

_AP = AW. (4)

Fiir ein allgemeines Rifiproblem liBt sich immer ein dqui-
valenter Ersatz mit vorgegebenen Kriften auf der RiB-
oberfliche finden. Liegen. fiir eine Anzahl linear unab-
hingiger Anderungsfunktionen o (s) die entsprechenden
Energiedifferenzen vor, so lassen sich freie Koeffizienten
einer Ansatzfunktion fiir G (s) bestimmen. Fiir ebene
und quasiebene Rifiprobleme gilt modellbedingt Al(s) =
Aa, wodurch sich der bekannte Zusammenhang

av _ K@ finden li6t, Bild 2 5
& g L(a) inden lift, Bild 2. (5)
dA
7
da
Bild 2

Riflicheninderung bei ebenen und rotationssymmetrischen
Problemen
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Die Berechnung der Energieinderurngen im Zusammen-
hang mit den virtuellen Rififrontverriickungen erfolgt
zweckmiBig mit der FEM, wobei keine extremen Netz-
verfeinerungen bei der Verwendung von Standardele-
menten notwendig sind, da die Formiinderungsenergie
fir ein gegebenes FEM-Modell gegeniiber Spannungen
und Verschiebungen genauer anfillt.

In [7] wird hierzu ein Verfahren angegeben, das die
Energieéinderungen ohne wesentlichen Mehraufwand aus
den Steifigkeitsinderungen der von der Rififrontver-
riickung betroffenen Elemente ermitteln lift.

Das Konvergenzverhalten der FEM fiir die Forminde-
rungsenergie bei Rifiproblemen kann nach [8] mit

W (u-u)<Ch ©)

beschrieben werden. In [9] wird gezeigt, dab mit der Fr-
fassung des bei einem konkreten Problem vorhandenen
Konvergenzverhaltens durch Mehrfachrechnung eine ge-
naue Berechnung der Forminderungsenergie bei Be-
schrinkung der Freiheitsgrade der FEM-Modelle mog-
lich ist. Bedingung dabei ist die Verwendung geometrisch
dhnlicher Vernetzungen.

Beschriinkt man sich auf eine Zweifachrechnung mit den
charakteristischen Maschenweiten h; und hy erhilt man
die Losung fiir die Forminderungsenergie aus

zWq (A) — Wy (A) hy
A)= =— 7
W)= R e @
Die benétigten Energiedifferenzen analog mit
A Wvl = z l_ 1 - 4 (8)

3. Einige Anwendungen

Zur Einschitzung der Energiemethode und des zur Ver-
besserung der Ergebnisse benétigten Konvergenzverhal-
tens wurden ebene und dreidimensionale Rifprobleme
untersucht. Dabei wurde zunichst auf die Anwendung

Bild 3
Konvergenz der Forminderungsenergie einer zentral gerissenen
Rechteckscheibe

Tabelle 1
Normierte Spannungsintensititsfaktoren einer zentral
gerissenen Rechteckscheibe

Rifigrofie Normierter Spannungsintensititsfaktor
E SD 6 SRK 16 ISHIDA
0,1875 } 1,15 1,17 1,16
0,3125 1,40 1,42 1,41
0,4375 1,73 1,76 1,75

von aufwandsenkenden FEM-Methoden fiir die Berech-
nung der Energieinderungen verzichtet, um daraus resul-
tierende Einfliisse zu eleminieren. Als FEM-Software
standen diec Programme AEGD6 [10], ERDKS [11] und
COSARA [12] zur Verfiigung. Bild 3 zeigt zuniichst eine
Konvergenzstudie fiir eine Rechteckscheibe mit zentra-
lem Innenrif. Verwendet wurden die tabellarisch zusam-
mengestellten Vernetzungen mit Dreieckelementen SD 6
und isoparametrischen Elementen SRK 16. Die Ergeb-
nisse zeigen, daf sich das in [8] beschriebene Konver-
genzverhalten einstellt. Die berechneten normierten
Spannungsintensititsfaktoren X, die in Tabelle 1 zu-
sammengestellt sind, zeigen gute Ubereinstimmung mit
einer entsprechenden Lésung von Ishida [13]. In [9]
sind weitere Ergebnisse zu ebenen Rifproblemen zu fin-
den, die eine gute Eignung des Verfahrens bestitigen.
Dabei ist bemerkenswert, daf die iiber das ermittelte
Konvergenzverhalten berechneten Spannungsintensitits-
faktoren eine weitgehende Unabhingigkeit von der Art
der gewihlten, geometrisch dhnlichen Vernetzungen und
den eingesetzten Elementen zeigen.

Von besonderem Interesse ist die Anwendung des Ver-
fahrens auf dreidimensionale Rifprobleme. In [14] wird
hierzu eine CT-Probe (¢=b, a=0.5b, d=0,5b) unter-
sucht. Neben einer zweidimensionalen Analyse (Bild 4
und Tabelle 2) ist mit den in Bild 5 gezeigten regelmi-
Bigen Vernetzungen eines Viertels der Korpergeometrie
eine dreidimensionale Losung gefunden worden. Als An-
derungsfunktionen ¢; (s) wurden die in Bild 6 dargestell-
ten gewdhlt. Die maximale Rififrontverrickung wurde

]
SD6 _|h. SRK16 _hl_
Netz Elementanzaht h -
SD6 |[SRK16| b
1 [ 41x2) | *x% | 05
|2 |i2x4) | 20x2) | 025
3 [644x8) | 8l2x4) | 0125 | B
4 |256(8x16) 32(4x8) | 0.0625
| 5 | %% x |128(8x16)] 003125 @
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' T Bild 4
F 8 SRK 16 CT-Probe (eben)
| 18 SRK 16
C
a
| 32 SRK 16
b
F
Bild 5
CT-Probe (dreidimensional)
16 HK 60 36HK60
y
Z
«qls) . Tabelle 2

Normierte Spannungsintensititsfaktoren fiir die CT-Probe
als ebenes Problem

! e e

0 kL L s

1 Normierter S . K12p bd
[O'kL] 0(1 (S) =1- —4-¢g ormierter Spannungsintensititsfaktor ) 2D =
kL s

Ta
kL, L] d.1($) =0 -
BROWN u.

Netzverkniipfung SRAWLEY
(sl | 8SRK 16 18SRK16  32SRK16
1 _ 8SRK16 7,616 8,170 8,171
_______ - 18SRK16 7,805 8,171 8,13
0 kL L s 32SRK16 7,899

[0.kL] ayl(s)=0
kLU opls) = &501-Ls)

Bild 6
Anderungsfunktionen fiir die Riffrontverriickung bei der CT-

Probe
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mit Al /a=0.025 festgelegt. Ansatzfunktion fiir die lo-
kale Energieverlustrate ist

G@s) = G, + C4s4 .
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Bild 7
Verlauf des normierten Spannungsintensititsfaktors entlang der
geraden RiBfront der CT-Probe

Bild 7 zeigt die Ergebnisse gegeniiber Losungen von
Tracey [1] bzw. Tseng und Berry [2], die mit singuliren
Elementen erreicht wurden. Tabelle 3 enthilt die nume-
rischen Ergebnisse mit Xjop) = 8.13 [15] normiert.

Bild 9 zeigt die fiir die Analyse des in Bild 8 gezeigten

Bild 9
Elementnetze fiir die Platte mit halbkreisférmigen Oberflichen-
rif8
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Bild 8
Platte mit halbkreisférmigen Rif

Rifiproblems (halbkreisformiger Oberflichenrif) verwen-
deten geometrisch dhnlichen Vernetzungen mit dem Ele-
ment HK 60. Die Darstellung der hier verwendeten An-
derungsfunktionen findet man in Bild 10. Die Element-
kanten wurden dabei konsequent geradlinig belassen.
Bild 11 zeigt das ermittelte Konvergenzverhalten der
Forminderungsenergie bei unverriickter Riffront. Uber
eine stiickweise linear verlaufende Ansatzfunktion G (s),
mit der sich die notwendige Integration fiir die gewahl-
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Bid 10
RiBfrontverriickung fiir den halbkreisformigen Oberflichenrif
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Bild 11
Konvergenzverhalten der Forminderungsenergie bei unverriickter
Riffront fiir die Platte mit Rif

ten Anderungsfunktionen leicht durchfiihren Lifit, konn-
ten die in Bild 12 dargestellten Spannungsintensititen
berechnet werden. Verkniipft wurden hierzu die Netze
54HK60 und 96HK60. Zum Vergleich sind Ergebnisse
von Yagawa u.a. [16] fiir a/d=0,2 und a/d = 0,4 ange-
fiilhrt. Normiert wurde mit dem Spannungsintensitits-
faktor fiir den kreisformigen Innenrifs.
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Bild 12
Normierter Spannungsintensititsfaktor fiir den halbkreisférmi-
gen Oberflichenriff

Tabelle 3
Normierte Spannungsintensititsfak toren fiir die CT-Probe
als dreidimensionales Problem

Kizpbd

Fy/ma

Normierter Spannungsintensititsfaktor Xy3p =

Es 00 01 02 03 04 0.5

Xi3sp 848 846 8,38 8,13 7,68 6,70

X
13D 1,04 1,04 103 1,00 0,94 0,82

X12D

4. Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit zeigt auf, daB bei ausschlieBlicher
Verwendung von Standardelementen iiber Mehrfachrech-
nung mit geometrisch dhnlichen Elementnetzen auf der
Grundlage der Energiemethode gute Losungen fiir Span-
nungsintensititsfaktoren bei ebenen und auch dreidi-
mensionalen RiBproblemen erbracht werden kénnen.
Das Verfahren verlangt zwingend die geometrische Ahn-
lichkeit der verwendeten Elementnetze unterschiedli-
cher Maschenweite. Die vorgestellten Ergebnisse zeigen
gegeniiber bekannten Losungen, dafi die erreichbare Ge-
nauigkeit bei Verhiltnissen von charakteristischer Ma-
schenweite zu RiBigroBe h/a < 0,25 bei * 1,5 % liegt.
Hervorgehoben werden muf die relativ einfache Gene-
rierung der dabei erforderlichen FEM-Modelle und die
geringe Anfilligkeit des Verfahrens beziiglich der gewihl-
ten Vernetzungsstrategie.
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