Dynamik von Mehrkérpersystemen
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0. Einleitung

Komplizierte mechanische Strukturen, die aus mehreren
miteinander gekoppelten starren oder deformierbaren
Korpern bestehen, erlangen in der Technik steigende Be-
deutung, so z. B. bei den Industrierobotern. Die Einbe-
ziechung des Verhaltens gesteuerter und geregelter An-
triebe in die Berechnung mechanischer Systeme spielt
u. a. mit dem Vordringen der Mikroelektronik eine
wachsende Rolle. Man unterscheidet hinsichtlich der Mo-
dellierung der Korper Starrkorpersysteme und Systeme
von deformierbaren Korpern (hybride Mehrkérpersy-
steme). Die Bindungen zwischen den Kérpern kénnen
flexibel (d. h. ohne Einschrinkung der Freiheitsgrade)
oder starr sein. Letztere werden in autonome und hete-
ronome eingeteilt. Zu den heteronomen Bindungen ge-
horen die Antriebe mit vorgegebenen Bewegungsgesetz.
Erscheinungsformen der Mehrkérpersysteme sind damit
die ,starre Maschine”, ebene und riumliche Mechanis-
men. Industrieroboter sind sog. ,,aktive Mechanismen”,
gekennzeichnet durch Antriebe, die die gegenseitige
Lage benachbarter Korper bestimmen. Mehrkorpersy-
steme im weiteren Sinne sind auch Systeme mit z. T.
flexiblen Bindungen und im allgemeinen kleinen Ver-
schiebungen (sog. Schwingungssysteme). Die Aufstellung
der Bewegungsgln. ist fiir Mehrkorpersysteme mit raum-
lichen Bewegungen relativ kompliziert, so dab der Aus-
wahl geeigneter Prinzipien und der rechnergestiitzten
Aufstellung der Bewegungsgln. hohe Bedeutung zu-
kommt.

Die Auswahl eines geeigneten Algorithmus zur Aufstel-
lung der Bewegungsgln. ist wesentlich von der zu 16sen-
den Aufgabenart bestimmt. Prinzipiell unterscheidet
man die ,,direkte Aufgabe”, bei der die Bewegungsform
vorgegeben wird und die dabei auftretenden Krifte und
Momente (einschlieSlich der die Bewegungsform bedin-
genden AntriebsgréBen) gesucht sind, von der ,indirek-
ten Aufgabe” mit der umgekehrten Fragestellung. Zur
ersten Gruppe gehort die Kinetostatik. Es gibt sehr viele
Problemstellungen, bei denen beide Aufgabengruppen
unlosbar miteinander verbunden sind.

1. Zur Kinematik der Mehrkorpersysteme

Ausgangspunkt fiir die Beschreibung der Lage jedes Mas-
senelementes des Gesamtsystems ist der Ortsvektor r
gegeniiber einem Inertialsystem, vgl. z. B. [1]. Durch Ein-
fiihrung von Koordinatenfunktionen wird das System
diskretisiert.

Damit gilt

r=r(c,do,q1 ---qn)> o = t, nEN @

¢ identifiziert das Massenelement. Fiir Starrkorpersy-
steme konnen als verallgemeinerte Koordinaten g; prin-
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zipiell die (z. B. kartesischen) Koordinaten eines Korper-
punktes (nicht notwendig des Massenmittelpunktes) und
die Eulerschen Winkel dienen. Relativkoordinaten sind
bei kinematischen Ketten besser geeignet, die Abhingig-
keit der Lage durch Parameter des Antriebs bzw. der An-
triebe (z. B. bei Industrierobotern) auszudriicken. Dane-
ben werden oft Quasigeschwindigkeiten w; eingefiihrt,
diese konnen beim starren Korper die auf ein kérperfe-
stes Koordinatensystem bezogenen Winkelgeschwindig-
keiten sein. Allgemein sind Quasigeschwindigkeiten defi-
niert durch

Wi = 3G mit gy — ay; F 0 2

Zur Beschreibung der Lage, Geschwindigkeiten und Be-
schleunigungen kinematischer Ketten starrer Kérper in
Abhingigkeit von den verallgemeinerten Koordinaten
und Geschwindigkeiten bzw. Quasigeschwindigkeiten
sind unterschiedliche Kalkiile entwickeit worden [2], [3].
Beziiglich der Struktur unterscheidet man offene unver-
zweigte und verzweigte (Baumstruktur) oder geschlos-
sene Strukturen. Bei komplizierten rdumlichen, beson-
ders bei geschlossenen, Ketten ist es nicht méglich oder
nicht zweckmiBig, die Zahl der verallgemeinerten Koor-
dinaten auf den Freiheitsgrad zu reduzieren, so daf Be-
dingungsgleichungen gebraucht werden, um die Bindun-
gen zwischen den Koordinaten auszudriicken.

Auch der Charakter der Bindungen ist fiir die Wahl der
Methode zur Aufstellung der Bewegungsgln. von Bedeu-
tung. Insbesondere sind zu unterscheiden: die holono-
men Bindungen,

fi (4o, 91,925+ --qn) = 0 (3)
bzw.
% Gj = 0; a5k = ay j fiir alle j, k ©)

und die nichtholonomen Bindungen, die die Form Gl. (3)-
nicht zulassen:

a; f{j =0; &j k * Ak j fiir mindestens ein j, k (5)

2. Bewegungsgleichungen
2.1. Starrkérpersysteme

Grundlage fiir die Aufstellung der Bewegungsgln. ist in
der Regel das d’Alembertsche Prinzip

S(F —dmr)+8r=0 (6)

Darin sind

dF  die auf das Massenelement wirkende eingeprigte
Kraft

dm die Masse des Massenelements
dr  die (mit Bindungen vereinbare) virtuelle Verschie-
bung des Massenelementes



Wendet man das d’Alembertsche Prinzip auf ein Starr-
korpersystem an, so kann man die Geschwindigkeit des
einzelnen Massenelementes i durch die Geschwindigkeit
t, eines Bezugspunktes 0 des Kérpers, dem dieses Ele-
ment angehort und die einer Drehung mit der Winkel-
geschwindigkeit w um 0 ausdriicken (Bild 1):

=i, twxp )

Bild 1

Der wirklichen Geschwindigkeit entspricht die virtuelle
Lageidnderung

5r:5r0+8£x£ 6))

wobei 87 der Vektor einer virtuellen Winkeldrehung ist.
Mit Gl. (6) folgt nach einiger Umrechnung [4], [5]

2{ [F-m(Fy +4)] b,
+(Mo—mBGXEO_Jo'9"9;”‘]0".9)'6_7[} =0 )

Hierin sind
pg der Ortsvektor des Massenmittelpunktes

M, das auf O bezogene Moment der eingeprigten
Krifte

Jo  der auf 0 bezogene Massentriigheitstensor

Beim Mehrkorpersystem ist iiber alle Kérper zu summie-
ren, der Summationsindex wurde der Einfachheit halber
weggelassen. Befreit man die starren Kérper von duBe-
ren Bindungen, so sind zu den eingeprigten Grofien F
und M die Zwangskrifte und Momente hinzuzunehmen.
Ergebnis sind die Newton-Eulerschen Gleichungen. Bei
Mehrkorpersystemen konnen die Variationen 8r, und
dm in Gl. (9) in Abhingigkeit von den virtuellen Ande-
rungen der verallgemeinerten Koordinaten q; der relati-
ven Lage der Korper ausgedriickt werden. Das fiihrt
schlieblich auf Gln. der Form

sq7  [A(,9,4)*q — b(t,q,q)] = 0 (10)

Hierin wurden zur Vereinfachung der Schreibweise di¢
Koordinaten q;, i€ N, in einem Spaltenvektor q zusam
mengefafit.

Bei Baumstrukturen (offenen kinematischen Ketten)
wihlt man die g; so, daB die § q; unabhingig voneinander
sind, die Terme in der eckigen Klammer verschwinden
einzeln. Bei geschlossenen Ketten kénnen die iiberzihli-
gen Koordinaten praktisch nicht (wenn nichtholonome
Bindungen vorliegen, prinzipiell nicht) eliminiert wer-

den. Mit Hinzunahme der Bindungsgln. & qT < K(g) = 0
entsteht bei Benutzung Lagrangescher Multiplikatoren
das Gleichungssystem

A K-! . H b "

T T ¢

Koof ) e
Programmsysteme fiir ebene Bewegungen sind in [6] be-
schrieben, fiir rdumliche Systeme siehe z. B. [7], [8].
Eine ausfiihrliche Ubersicht bietet [9].

Das Jourdainsche Prinzip unterscheidet sich vom d’
Alembertschen durch eine andere Variation (vgl. z. B.
[1]). Anstelle virtueller Verriickungen 6r werden virtuelle
Geschwindigkeitsinderungen 8't benutzt. Gl. (9) dndert
sich dahlngehend dab anstelle von r, und 8 7 die Varia-
tionen 8'f,, und 8’ w zu setzen sind. Das erlaubt, soge-
nannte anholonome Geschwmdlgkeltskoordmaten w;
(Quasigeschwindigkeiten) einzufiihren, die mit verallge-
meinerten Geschwindigkeiten wie folgt verbunden sind:

wj = Hy (491,92, - - qn) * G (12)
Die Bewegungsgin. nehmen damit folgende Form an (vgl.

[13]), wenn man von zusitzlichen Bindungen zwischen
den Koordinaten absieht:

A% (t,qw) & = b*(q,w)

q=H1(q)" o (13)
mit

w = [wy, wg,...wylT

Die Gln. (13) stellen ein Differentialgleichungssystem
1. Ordnung dar, das schrittweise integriert werden kann.
Vorteile ergeben sich infolge der Freiheit, die Matrix H
geexgnet zu wihlen, durch die Méglichkeit, der Matrix
A'(t, q, w) eine Diagonalgestalt zu geben, wie das
Maifser [11] fiir einige wichtige Anwendungsfille gezeigt
hat. Weiterhin kann man die Méglichkeit nutzen,
Zwangsbedingungen zwischen den Geschwindigkeiten

a; q =0

dadurch beriicksichtigen, daf die ihnen entsprechenden
Quasigeschwindigkeiten w; = a;; §; identisch Null gesetat
werden. Neben dem d’Alembertschen und Jourdain-
schen Prinzip bietet das GauBische Prinzip eine weitere
Méglichkeit, Bewegungsgleichungen aufzustellen. An-
stelle virtueller Verriickungen oder Geschwindigkeiten
werden virtuelle Beschleunigungsinderungen 3''r be-
nutzt. Bei Anwendung auf ein Starrkérpersystem kann

man das GauBische Prinzip wie folgt formuheren [10]
(Bild 2).

£ = 2 [(m Ry — 2Fy) - Ry (o + 2000 o = 2My) * &1

- stin Ry, 1) (14)

Dabei sind R; die Ortsvektoren der Kérperschwerpunkte,
und auch die Trigheitstensoren sind auf ein korperfestes
Achsensystem durch den Korperschwerpunkt bezogen.

Der Spaltvektor x fafit die Komponenten der R; und
wj zusammen. Das Extremalproblem Gl. (14) wird durch
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Bild 2

Nebenbedingungen ergiinzt, die von den Bindungen des
Starrkorpersystems herriihren. Der Vorteil des Gauf-
schen Prinzips besteht insbesondere darin, dab sich diese
Nebenbedingungen als lineare Beziehungen zwischen den
Komponenten der R; und & aufschreiben lassen:

Ax =b (15)
Die Matrix A ist von den verallgemeinerten Koordinaten
abhingig und im allg. nicht quadratisch.

Mit Hilfe der Pseudoinversen A* von A, die den Bedin-
gungen

AYAAT = AT AATA=A

(A* AT = At A, (AAHT = AA*

geniigt, laBt sich Gl. (14) frei von Nebenbedingungen
darstellen:

f(x) = £(A* b+ (E—A* A)y) = Min(y) (16)

1]

Hiermit sind allerdings gewisse Nachteile verbunden. Die-
se bestehen darin, daB die Zahl der Unbekannten von y
nicht geringer ist als die von x und dariiber hinaus die Be-
rechnung der Pseudoinversen ebenfalls Rechenaufwand
erfordert.

2.2. Lagrangesche Gleichungen

Die aus dem d’Alembertschen Prinzip, Gl. (6) abgeleite-
ten Lagrangeschen Beziehungen

d oT oT

. e e == U -5.:0’ 17
[dt 25, 04 Ql] g (17)
bzw.

. 1 L.
Laij & + (Bij x — 5 8k) G @ — Q16 =0 (18)
mit der kinetischen Energie
' 1 ..
T=358i%4

und den generalisierten eingeprigten Kriften Q; sind
Ausgangspunkt verschiedener Formen der Lagrange-
schen Bewegungsgleichungen. Am bekanntesten sind
die Lagrangeschen Gln. 2. Art, die beim Vorliegen von

Zwangsbedingungen aj; (q,, q3, - - - q,) * 0 q; = 0 durch
Einfiihrung Lagrangescher Multiplikatoren die Form

d oT oT
— e ———— = NEY . 19
it 5 9g; Qit N ay (19)

bzw.
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.. 1 . "
9 45 * @k — 5 ik & Gk = Ut Ma (20)

erhalten. Durch Einfihrung neuer Geschwindigkeits-
koordinaten
@ = aj; (do> 915 - - - 9n) G (2D

mit der reziproken Beziehung

(.Ii = bil (qo’ ql‘ T qn) W (22)
und

1
T = 5 8ij Pik bj) <k @ (23)

gewinnt man die Boltzmann-Hamelschen Gln.:

d aT* oT* oT*

dt awj 3q; bu e, bu kl(aml,k a'mk,l)("’l Q i)
(29

Diese Gln. vereinfachen sich durch Wegfall des 3. Terms
der linken Seite erheblich, wenn die w; holonome Ge-
schwindigkeitskoordinaten sind.

Die Gln. (24) bieten den Vorteil, dai man ohne Lagran-
gesche Multiplikatoren auskommen kann, wenn man die
Zwangsbedingungen durch Nullsetzen entsprechender
Geschwindigkeitskoordinaten befriedigt. Betrifft dasz. B.
wj bis wy, so entfallen einfach die GIn. j = 1bisj=rin
Gl. (24). Insbesondere kann man auch fiir die verbleiben-
den Geschwindigkeiten wj = qJ wiihlen, vgl. z. B. [1].

Eine weitere Moglichkeit, durch Anwendung der Boltz-
mann-Hamelschen Gln. zu Vereinfachungen zu gelangen,
ist ersichtlich, wenn man unter Anwendung von Gl. (23)
die Entwicklung

d oT*
dt dwp,

d
=3¢ (@i bik bjm <)

. 0
= & Dik Djm @k * 70 (8 bk bjm) Wi by @y (25)

vollzieht. Durch geeignete Wahl der Beziehungen (22)
kann eine Diagonalisierung der Matrix g;; by b;p, mit
dem entsprechenden Vorteil fiir die numerische Ijntegra-
tion der Bewegungsgleichungen erreicht werden. Die
Gln. (22) sind dabei in der Regel nichtholonom, wie in
der bereits zitierten Arbeit [11] gezeigt wurde.

2.3. Weitere Bewegungsgleichungen

Das Jourdainsche Prinzip,

S(dF —dmr) &'t =0

und das GauBische Prinzip,

J(dAF —dmr)+-8"r=0

erlauben folgende Entwicklungen [13]:

aT _ aT

— =2 ——0Q;}-8'q =0 26
<afn aq; 1> G (26)
und

1 aT 30T L

(5 E—EE—Qi) 6"q; = (27)



Daraus ergeben sich die Gln. von Nielsen

aT aT

— -2 —=0.+N a: 28
3% aqi Ql 1 %l ( )
und Tzenoff

1 3T 30T

- e - - = . + )\ .

P) aql 2 a‘Ii Qx 1 A4 (29)

Die dabei verwendeten Bindungen
ali 8’({1 = 0 bZW. ali Suqi = 0

kénnen holonom oder anholonom sein. Die Gln. von
Tzenoff erlauben sogar Bindungen, die in den Geschwin-
digkeiten nichtlinear sind, denn aus

o(t,q1,92, - - - 9, 91, d25 - - - 4y) =0
entsteht durch Anwendung der GauBischen Variation die
lineare Beziehung
0 _,. _0dp ..
r 6 q = a— 8 q; = 0
9j 9

Fiir holonome und nichtholonome lineare Beziehungen
ergeben sich jedoch kaum Vorteile der Gln. (28) und
(29) gegeniiber den Lagrangeschen Gln., da die Bildung
der Ableitungen von T und T relativ aufwendig ist. Ahn-
liches kann von den Appellschen Gleichungen

9S

3o = Q; (30)
9

gesagt werden (vgl. [1]), weil die Bildung der Appelschen

Funktion

S=%fdmi2

eine sehr aufwendige Arbeit ist. Da die Appellschen Gln.
aus dem GauBschen Prinzip hergeleitet sind, stehen sie —
bei Anwendung auf Starrkorpersysteme — in engem Zu-
sammenhang mit Gl. (14).

3. Einige Erweiterungen

In diesem Zusammenhang soll auf Erweiterungen einge-
gangen werden, die sich aus der Einbeziehung elektro-
magnetischer Vorginge, der Beriicksichtigung der Ver-
formung von Bauteilen und der Behandlung von Stof-
problemen in Mehrkérpersystemen ergeben.

3.1. Erweiterung der Lagrangeschen Bewegungsglei-
chungen auf elektromechanische Systeme

Es lit sich zeigen [14], [19], dab die Bewegungsgesetze
elektromechanischer Systeme ebenfalls durch Lagrange-
sche Bewegungsgleichungen dargestellt werden konnen,
wenn als generalisierte Koordinaten Verschiebungen,
Winkeldrehungen und elektrische Ladungen verwendet
werden. Auf diese Weise lassen sich die Bewegungsglei-

chungen durch

d 9A dA  dD
d0h %, D .y (31)
dt 8q; dai dg

ausdriicken, wobei

A=T-Q

. _1 R T .
ist und T = 3 i (t, @) §; g; die kinetische Energie,
Q = Q(t,q;, q;) ein verallgemeinertes Potential und
D= ';“sij q; g; die sogenannte Dissipationsfunktion sind.

Wie in [11] gezeigt wird, a6t sich auf diese Weise das
Modell einer elektrischen Maschine durch ein Glei-

. chungssystem mit 5 Freiheitsgraden darstellen, wobei

4 generalisierte Koordinaten Ladungsgréfen und eine die
Winkelkoordinate sind.

3.2. Einbeziehung elastischer Verformungen der Kérper

Das Bemithen zur Erh6hung der Arbeitsgeschwindigkeit
von Industrierobotern bei gleichzeitiger Beibehaltung
oder Erhohung der Arbeitsgenauigkeit und der Zwang
zur Materialeinsparung werden dazu fiihren, daf elasti-
sche Verformungen der Bauelemente bei der Modellie-
rung der Bewegungsvorginge beriicksichtigt werden miis-
sen. Entsprechende Ansitze (vgl. [15]) sind durch grofe
Verschiebungen und kleine Verzerrungen gekenn-
zeichnet.

Bezeichnet man die Lage der Massenelemente eines Kor-
pers relativ zum Massenmittelpunkt des unverzerrten
Korpers im korperfesten System durch den Vektor p,
so kann man unter Einfilhrung von Koordinatenfunk-
tionen w; und verallgemeinerten Koordinaten g; fiir die
elastischen Verschiebungen ansetzen (Bild 2):

P =Pt aiy

Bei Verwendung des d’Alembertschen Prinzips, Gl. (6),
sind folgende Terme einzusetzen:

r =R+p

i =Rrwxptgy

= Rroxprwox(wxp)t2wxugitug;

dr=0R+émxp+wdgq;

Wie ersichtlich, entstehen gegeniiber dem Starrkérper-
system eine Reihe von Zusatztermen und — wegen der
vorausgesetzten Unabhingigkeit der §q; — von Zusatz-
gleichungen, auf deren Wiedergabe hier verzichtet wer-
den muB. Eine gewisse Vereinfachung entsteht durch
Streichen der zweiten Potenzen der g;. Es liegt auf der
Hand, dab bereits bei Beriicksichtigung weniger Koor-
dinatenfunktionen eine erhebliche Verkomplizierang der
Bewegungsgleichungen eintritt, die im allgemeinen nur
durch die Schaffung von-entsprechenden Programmsy-
stemen beherrschbar ist.

Ein anderer Vorschlag [9] besteht deshalb darin, die ela-
stischen Abweichungen eines Manipulators dadurch ab-
zuschitzen, dab zuniichst das Starrkdrpermodell berech-
net und fiir diese ,,nominale Bewegung™ alle Krifte und
Momente in den Gelenken bestimmt werden. Jetzt kon-
nen die durch die Elastizitit der Glieder bedingten iiber-
lagerten ,Mikrobewegungen” als Lésungen linearer Dif-
ferentialgleichungen mit im allg. zeitabhiingigen Koeffi-
zienten durch numerische Integration gewonnen werden.
Ein ihnliches Vorgehen ist in [17] beschrieben.
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3.3. Berechnung von Stofvorgingen in Mehrkorper-
systemen

Die Berechnung der Geschwindigkeitsspriinge bei Stof-
vorgingen in Mehrkérpersystemen nach der Newton-
schen StoBtheorie ist in [16] beschrieben. Es sei die kine-
tische Energie des Systems

1
T=5d64q (33)

(hierin ist q der Spaltenvektor der verallgemeinerten Ge-
schwindigkeiten). Zwischen den Koordinaten kénnen
(zweiseitige) Bindungen vorhanden sein, die sich durch

q'B+bT =0 (34)

ausdriicken lassen, und die StoBbedingung méoge sich
durch

H(t, qp,q93...q,) <0 (35)

formulieren lassen. Dann wird durch Differentiation von
H nach der Zeit

H=gql h+h,

gebildet. Damit lassen sich die Geschwindigkeitsdifferen-
zen Aq = q(t, + 0) — g (t, — 0) vor und nach dem Stof-
zeitpunkt t, zu

Adq=2u (36)

und die durch die Bindungsgln. (34) bedingten Aus-
tauschimpulse p zu

p=ABv 37)

berechnen. Die Vektoren u und v sind Losungen eines
linearen Gleichungssystems:

- (38)

wihrend sich A aus der Stofzahl k, h, h,, u und
q(t, — 0) zu
hT - g(t, — 0) + h,
hT - u
4. Einige Bemerkungen zur Aufstellung und
Integration der Bewegungsgleichungen

= —(1+x) ergibt. (39)

Die Bewegungsgleichungen von Mehrkérpersystemen
sind relativ kompliziert aufgebaut, insbesondere dann,
wenn allgemeine ridumliche Bewegungsméglichkeiten
vorliegen. Deshalb gibt es seit langem Bemithungen, nicht
nur die Losung dieser Gleichungen Rechnern zu iibertra-
gen, sondern auch ihre Aufstellung. Beziiglich der Ein-
gangswerte in ein solches Programmsystem unterscheidet
man Programme, die als Eingabewerte mit Angaben zur
Konfiguration des Systems auskommen, von denen, bei
dem der Nutzer Unterprogramme fiir die kinetische
Energie des Systems aufstellen muf. Hinsichtlich des Er-
gebnisses des Programmes ist die explizite Ausgabe der
Dgln. in einer Formelsprache von der numerischen Be-
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rechnung der Beschleunigungen zum Zweck der nume-
rischen Integration der Bewegungsgleichungen zu unter-
scheiden. Die folgende Tabelle gibt jeweils ein Beispiel
verwirklichter Kombinationen mit Angabe der verwen-
deten Gleichungen und der betreffenden Literaturstelle
an:

Eingangsgrofien
Ergebnis * Konfiguration kinetische Energie
explizit Newton-Euler-Gin. [7] Lagrangesche Gln. [20]
numerisch || GauBsches Prinzip [10] Lagrangesche Gln. [12]

Es ist zu bemerken, daf Programmsysteme, die die Aus-
gabe der Dgln. der Bewegung in einer Formelsprache aus-
zugeben gestatten, mit Algorithmen der Formelmanipu-
lation ausgestattet sein miissen. Der arbeitsaufwendige
Prozef der Formelmanipulation entfillt bei Program-
men, deren Ziel allein die numerische Lésung von An-
fangswertproblemen ist. Programmen, die unmittelbar
Angaben der geometrischen Konfiguration des mechani-
schen Systems verarbeiten, sind bisher nur fir die An-
wendung auf Starrkérpersysteme bekannt. Programme,
die von der kinetischen Energie ausgehen, um die Be-
schleunigungen auszurechnen, ersetzen die partiellen
Differentialquotienten in Gl. (18) durch Differenzen-
quotienten. Dabei hat sich gezeigt, dafi bei geniigender
Wortlinge des Rechners (8 Byte) der Genauigkeitsver-
lust vernachlissigbar ist.
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