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Kontinuumsbegriff und Erhaltungssatze in der Mechanik

seit Leonhard Euler

Gert Naue

Mit der Fiille von Arbeiten Leonhard Eulers zur Mecha-
nik wurden wesentliche Positionen auch jetzt noch iibli-
cher und fruchtbarer Arbeitsweisen begriindet. Der Dif-
ferenzierungsprozef in der historischen Entwicklung der
Mechanik, der sich insbesondere in der Herausbildung
der Festkorpermechanik #duBiert, war zu Eulers Zeiten
noch keineswegs ausgeprigt, aber in seinen Wurzeln sehr
wohl vorhanden. Dies zeigt sich in den konkreten Arbei-
ten Eulers zur Mechanik elastisch deformierbarer Kérper
(elastische Linie) beziiglich des Zugangs iiber den Mo-
mentensatz und zur Mechanik der reibungsfreien Fliissig-
keiten beziiglich des Zugangs iiber den Impulssatz. Die
Entstehung dieser Arbeiten ist im wesentlichen auf die
Berliner Zeit (1741 — 1766) konzentriert.

Euler hat wiederholt Probleme bedacht, warum gewisse
Aufgaben iiber den Momentenerhaltungssatz und andere
iiber den Impulserhaltungssatz ausreichend beschrieben
werden. Im Jahre 1775 gelangt L. Euler in Auseinander-
setzung mit einer Arbeit von Lagrange zu dem Schlus§,
daB als fundamentale, allgemeine und voneinander un-
abhingige Gesetze der Mechanik fiir jede Bewegung von
Kérpern jeder Art die Prinzipien vom linearen Impuls
und vom Drehimpuls fiir jedes Kérperelement zugrunde
liegen. Die beiden Prinzipien lauten in Integralform
F=P, L=M.

Sie diirfen mit Recht die Eulerschen Gesetze der Mecha-
nik benannt werden [1]. Im iibrigen sei vermerkt, daf
der Momentensatz als unabhingiges Gesetz der Mecha-
nik und als kinetische Verallgemeinerung des statischen
Gleichgewichtsprinzips auf Jacob Bernoulli (1686) zu-
riickgeht, ein Jahr vor den Newtonschen Gesetzen
(1687).

Der Druck als stromungsmechanische Eigenschaft

Eulers Verdienst ist es, das Schnittprinzip in die Mecha-
nik der Kontinua eingefiihrt zu haben und auf diese Wei-
se die Wirkung innerer Krifte sichtbar, modellierbar und
mit der Bewegungsgrofe bilanzierbar gemacht zu haben.
Freilich treten bei Euler als innere Kriifte nur die Druck-
krifte auf. In der ,,Hydrodynamik” aus dem Jahre 1752
ordnet Euler den Oberflichenkriften nur Druckwirkun-
gen zu, formuliert aber auch, daf andersartige Wirkun-
gen nicht auszuschlieBen sind.

Ganz wesentlich ist aber, daf damit der hydrostatische
Druck p durch Euler eine eindeutige Bestimmung erfah-
ren hat, die solange erhalten bleibt wie nicht einschnei-
dende Verallgemeinerungen (z. B. bei Reiner-Rivlin-Fliis-
sigkeiten) den Druck als arithmetisches Mittel der Nor-
malspannungen aufzufassen gestatten.
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Da L. Euler den Zusammenhang zwischen Druck, Dichte
und Temperatur beim idealen Gas kannte, hat er wesent-
liche Uberlegungen gasdynamischer Art angestellt. Hier
sei nur an die Reflexion von Druckstérungen am offenen
und geschlossenen Ende eines Rohres erinnert.

Zum Spannungsbegriff und der Stetigkeit von
Kontinuumseigenschaften

Den tensoriellen Charakter der Schnittreaktionen be-
grifflich erfaft zu haben, ist A. L. Chauchy (1822) zu
danken. Auf diese Weise wurde es méglich, Zusammen-
hiinge zwischen den Kraftspannungen und Deformatio-
nen als tensorielle Zustandsgleichungen (Reibungsge-
setze) zu formulieren, deren wichtigstes Ergebnis die
Navier-Stokes-Gleichungen als spezielle Form des Im-
pulssatzes waren, wobei die Kraftspannungen propor-
tional dem symmetrischen Anteil des Tensors der Ver-
zerrungsgeschwindigkeiten, dem Deformationstensor

dy; = % (0 v; + 0; vi) gesetzt wurden (Newtonsches Me-
dium).

Es gibt vielfach auch heute noch die Behauptung hin-
sichtlich der Universalitit der Navier-Stokes-Gleichun-
gen. Dies duBert sich z. B. in der Behauptung, daf der
Rotor des Geschwindigkeitsfeldes keinen Einflu auf die
Kraftspannungen haben kann (siche z. B. Sommerfeld,
Vorlesungen iiber Theoretische Physik, Mechanik der de-
formierbaren Medien, Leipzig 1964 oder R. Schenk,
Dissertation B, TU Dresden, 1980).

In der Tat ist zu beweisen, ob bei Koordinatentransfor-
mationen die Kraftspannungen nur vom symmetrischen
Teil des Tensors der Verzerrungsgeschwindigkeiten, dem
Deformationsgeschwindigkeitstensor abhingen. H. Gie-
sekus (Das Reibungsgesetz der strukturviskosen Fliissig-
keit, Kolloidzeitschrift Band 147, Heft 1 — 2/1956) be-
weist, daB der symmetrische Teil des Kraftspannungs-
tensors bei Entwicklung nach Potenzen von dy; und
wy; um den Entwicklungspunkt dkg o = 0 unter Beach-
tung der Forderung nach Invarianz des Reibungsgesetzes
gegen starre Rotation vom Rotationstensor wy; =

% (). v; — 0; v} ) abhiingt, wenn das Reibungsgesetz ge-
gen orthogonale Transformationen invariant ist:
Pei = €0 " Oki * o1 dy;

*+eqq dij dji + e12 (W dji *+ dyj wj5)

+ cp1y dy djp dyg + eqq2 (Wi djy dy; * dy by wp)

t e192(wWy;j  wji dy +dyj wjy wy) *eggp Wi djp et



Der erste Term hat die Bedeutung eines negativen
Drucks, der zweite driickt das Newtonsche Reibungsge-
setz (Scherviskositiit) aus, der dritte gibt die Quervisko-
sitit an.

Die ersten drei Terme charakterisieren eine Reinersche
Fliissigkeit.

Weiter ist zu erkennen, daf bei verschwindenden Defor-
mationstensor (dy; = 0) der Rotationstensor keinen Ein-
flub auf die Kraftspannung hat. Weiterhin erkennt man,
dab der Rotationstensor im Verein mit dem Deforma-
tionstensor Effekte zweiter und hoherer Ordnung be-
wirkt.

Bei vergleichsweise einfachen Stromungen (Scherbewe-
gungen), die z. B. bei der Couette-Strémung oder der
Kanalstromung bei niedriger Reynoldszahl auftreten,
werden diese Effekte nur bedingt wirksam.

Anders ist die Lage bei komplizierten Bewegungen bei
hohen Reynoldszahlen, wo betriichtliche Deformations-
und Rotationstensoren lokal auftreten und damit die
Universalitit der Navier-Stokes-Gleichungen, die bei ge-
ringen Deformationen noch ohne weiteres giiltig sein
konnen, im allgemeinen in Frage stellen.

Zur Unabhingigkeit der Erhaltungssitze

Im Mittelpunkt kontinuumsmechanischer Untersuchun-
gen steht der Impulssatz

P -

Fre F

der in Koordinatenschreibweise unter Beachtung des
Summationsiibereinkommens fiir doppelte Indizes die
Form

0 -
FYS (]fg)pvi dv +(l{)pvivk dAy =

— [ pdA; + J Pk"dA + [ pk, dV
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annimmt bzw. als Differentialgleichung
9pvi) ,dlewew) _ dp |, Opyi

at axk axi axk

zu schreiben ist, wenn der Gauf’sche Integralsatz beach-
tet wird, wobei der Spannungstensor py; und Massen-
dichte. p durch entsprechende Zustandsgleichungen dar-
zustellen sind. Zusammen mit dem Massenerhaltungssatz
stehen dann geniigend Gleichungen fiir die gesuchten
Funktionen zur Verfiigung. Die Problemstellung ist voll-
stindig beschrieben, wenn die Kraftspannungen durch
den Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeiten allein dar-
stellbar sind. Aus dieser Sicht scheint es so, daf der
Drallsatz fiir die Kontinuumsmechanik ein iiberfliissiger
bzw. abgeleiteter Erhaltungssatz sei. Wenn man den
Lehrbiichern der Theoretischen Physik (z. B. Joos) folgt,
so reduziert sich der Drallsatz auf das dufere Produkt
von Ortsvektor und Termen des Impulssatzes

-
d(rx F) -7« F
dt
Dies ist in der Tat ein abhingiger Satz. Ein unabhingiger
Erhaltungssatz entsteht nur, wenn eine neue unabhiingi-

ge kinematische Variable eingefiihrt wird, die die Bedeu-
tung einer Eigendrehung hat. Das kinematische Gesamt-
verhalten eines Kontinuumselements wird dann durch
die zwei Variablen v; und ¢; gekennzeichnet. Der Drall-
satz von Euler, der von ihm als unabhingiger Erhaltungs-
satz postuliert wurde, ist dann zu schreiben

> -
dFxP +M) 7
dt

-
>
+rxF

- >
v_v)orin F und L i#uBere Krifte und Momente sind und
M=pJ]o mit J als Trigheitsmoment zu schreiben ist.

Als Drallsatz bleibt dann unter Beachtung des Moments
der Krifte die nichttriviale Aussage
*
dM -
= o1
dt
Auch hohere Momentensitze sind in Verallgemei-

nerung abgeleitet und in der Kontinuumsmechanik be-
nutzt worden.

Die erkenntnistheoretische Konsequenz aus der Formu-
lierung der Erhaltungssitze ist die Hinzunahme weiterer
bilanzierfihiger Variabler fiir jeden Erhaltungssatz, wenn
das Ergebnis nicht eine triviale Wiederholung eines schon
vorher formulierten Erhaltungssatzes sein soll.

Diese hier ausgesprochene triviale Wiederholung eines Er-
haltungssatzes, die man durch gewisse Produktbildungen
des Erhaltungssatzes mit willkiirlichen (physikalisch
eventuell bedeutsamen) Funktionen erhilt, kénnen von
aufBierordentlicher praktischer Bedeutung fiir die Model-
lierung konkreter Stromungsprozesse sein. Es sei an die
,»Lransport”gleichungen fiir die spezifische Dissipation
und die kinetische Energie in den Zweiparameter-Turbu-
lenzmodellen erinnert, die eine Ableitung aus dem Im-
pulssatz sind. Auch ,,Transport”gleichungen fiir die
Entropie sind abgeleitete Gleichungen, denn die Entro-
pie ist nicht bilanzierfihig im Sinne eines Erhaltungs-
satzes.

Der Drehimpulssatz wird zuweilen in der Form
dL, = (yb, — zby)dm
dLy = (zby — xb,)dm
diL, = (xky — yby)dm
dLl = Guk X: bk dm
>
dL = r x b dm

geschrieben.

Mit dem Impulssatz von Euler

dFy = by dm dFy = by dm dF, = b, dm °
dFy = by dm

werden die L; aus dem duBeren Produkt der Krifte und
Radiusvektoren gebildet, so dafi der Drehimpulssatz eine
Wiederholung des Eulerschen Impulssatzes ist.

Wirg) unter p J ¢ = M eine neue Variable verstanden und
ist L das duBere Moment ausschlieBlich des Moments der
duberen Krifte, so ist die Gleichung als neuer Erhal-
tungssatz aufzufassen.

Euler selbst schrieb 1775, daB es nach den Prinzipien
notwendig ist, daf§
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als fundamentale, allgemeine und voneinander unabhén-
gige Gesetze der Mechanik fiir jede Bewegung von Kér-
pern jeder Art gelten (C. Truesdell, ZAMM 44 (1964).
Seite 149 — 158).

Zur Realitit der Momenteniibertragung in flui-
den Kontinua

Wenn auch der Drallsatz
-

dM g

— =1L

dt

als unabhingiger Erhaltungssatz akzeptiert werden mag,
so konnte der Skeptiker einwenden, daB in realen flui-
den Kontinua faktisch keine Momente iibertragen wer-
den kénnen. Der duale Vektor des Kraftspannungsten-
sors ergibt den Momentendichtevektor (Moment pro Vo-
lumeneinheit)

m; = gy Py
Sind die Kraftspannungen symmetrisch, so ist die Mo-
mentendichte Null.

Die Ubertragung von Momenten im fluiden Kontinuum
ist also gleichbedeutend mit dem Auftreten von unsym-
metrischen Spannungen.

Einen wesentlichen Schritt in der Untersuchung der
strukturierten Bewegung der Kontinua (turbulente Be-
wegung) ging Osborne Reynolds im Jahre 1894, als er
durch Zeitmitteln der Bewegungsgleichungen aus den
Trigheitsgliedern den Term p v ' v;’"in bekannter Weise
abspalten konnte, der als negative turbulente Schein-
spannung (turbulente Scheinreibung) interpretiert wurde.
Dieser Filtrationseffekt kann eine neue Qualitiit der Ge-
samtbewegung im zeitlichen Mittel im Sinne der Mo-
menteniibertragung ergeben, wenn der duale Vektor des
Tensors v.' v;' nicht verschwindet. Uber die Natur der
Schwankungsgeschwindigkeiten v’ und v;" wird ver-
gleichsweise wenig mitgeteilt. Entsprechend der Einfiih-
rung von v und v; im Impulssatz handelt es sich bei vy
um die Konvektionsgeschwindigkeit und bei v; um die
Bewegungsgrofie pro Masseneinheit in Richtung x;.
Riihrt die turbulente konvektive Zusatzbewegung von
einem oszillierenden quellenfreien Wirbelfeld her, d. h.
w ='W

und ist die turbulente zusitzliche Bewegungsgrofe das
Ergebnis eines oszillierenden wirbelfreien Quellenfeldes,

d. h

v;’ vi’( Q)
so wird

VK Vi T
Die Momentendichte dieses Tensors ist

i (W) (@)

W™ @

my = P €k
oder in Vektorschreibweise

A NS0
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Sind die Vektorfelder des quellenfreien Wirbelfeldes und
des wirbelfreien Quellenfeldes an entsprechenden Punk-
ten und zu entsprechenden Zeiten jeweils parallel, so ist
die Momentendichte Null. Im iibrigen wird sofort klar,
daB die Fluktuationen vy ' v;' immer verschwinden, wenn
siec nur aus oszillierenden quellenfreien Wirbelfeldern
oder nur aus oszillierenden wirbelfreien Quellenfeldern
herriihren.

Das Herausfiltern der Geschwindigkeiten des quellen-
freien Wirbelfeldes-erfolgt aus

—_
rot v

dv

7(w)(;),t) =+ %Trot 1)

vy r
und des wirbelfreien Quellenfeldes aus

divy

V(X 1) = — — grad f T av,

4 ) r
worin r der Abstand zwischen dem Volumenelement dV
und dem Aufpunkt ist, wo VW) bzw. v (Q) bestimmt
werden sollen
Fiir div v = e( X, t) ist. die Ergneblgkelt des oszillierenden
Quellenfeldes, fir rot v = & ( x, t) die Intensitit des os-
zillierenden Wirbelfeldes einzusetzen.
Natiirlich miissen die Felder e ( X, t) und @ ( X, t) beziig-
lich ihrer Zeitintegrale verschwinden. Die oszillierenden
Quellfelder konnen auch Dipolfelder (d. h. auf charak-
teristische Weise kombinierte Quell/Senken-Felder) sein.

Wiirde z. B. bei ebener Bewegung ein oszillierendes wir-
belfreies Quellfeld mit der Ergiebigkeit
e(x,y) = [El sin (a3 x) * cos (ag y) —
Eg * cos (a} x) * sin (ag y)1 - sin (ag t)

vorliegen, so wiirden die zugehérigen Geschwindigkeits-
schwankungen lauten:

E;a
v (@ = — 1 gin (ag t)
a2 + aZ
1 2
Eq a. .
V2 '(Q) = + 22 22 sin (33 t) .
a + a,

Fin entsprechendes quellenfreies Wirbelfeld

w = [y sin (b x) cos (by y) — T cos (b; x) * sin (by y) Jsin(bs t)

ergibt
I'b
vl '(W) = L sin (b3 t)
b2 + b2
1 2
vy (V) = I sin (bg t)
1 2

Nur wenn ag # by gilt, wird der zeitliche Mittelwert von
Null verschieden.

Iyby cEgag + Tagby = Ey 2y
2. 2 . 2..2. .2
2(a) * ay) (by + by +by)

m3=

Eine Uberpriifung der Momentendichte fiir aus oszillie-
renden Quellen- und Wirbelfeldern aufgebauten Ge-



schwindigkeitsschwankungen ergibt von Null verschie-
dene Werte, wenn sich wenigstens in einer Raumrich-
tung die Wellenlingen bzw. die Intensititen der oszillie-
renden Wirbel- und Quellenfelder unterscheiden.

Daraus ist zu folgern, da bei isotroper Turbulenz keine
Momente iibertragen werden und Anisotropie der Tur-
bulenz mit Momenteniibertragung verbunden ist, sofern
gleichzeitig Quell- und Wirbelfelder beteiligt sind.

Mit diesen Uberlegungen wird gleichzeitig deutlich, daf
Filtrationseffekte (infolge Zeitmittelns) zu neuen kine-
matischen Variablen entsprechend der Aggregations-
ebene in der Hierarchie der Bewegung fiihren.

Zur Fruchtbarkeit und den Grenzen einer mo-
mentenfreien Kontinuumsmechanik der Fluide
Am besten lét sich diese Frage aus der Betrachtung des

Impulssatzes fiir ein Kontinuum mit Momenteniibertra-
gung beantworten.

Der Impulssatz lautet fiir ein inkompressibles Medium

ovi av1 02vi
PGr gy = @) S
axk
o 0yj op
2¢ €y 5;1(—‘“9 i~ 5?‘

(vgl. z. B. H (6)).

Der Faktor ¢ ist ein Mab fiir die Unsymmetrie der Kraft-
spannungen. Er wirki vergrofernd auf den Faktor, der
beim Diffusionsglied steht, hat also genan die Wirkung,
die sonst mit dem Begriff der Turbulenzviskositit zu-
sammengefafst wird. Unsere Untersuchungen besagen,
daf € nicht proportional Re/Rey ,;, gewihlt werden darf,
wie es bei der Turbulenzviskositit iiblich ist.

Dies hingt damit zusammen, daB der wesentliche Beitrag
der turbulenten Zusatzbewegung im Eigendrehungsfeld
cp enthalten ist. Dieses weist bei einfachen Scherstrémun-
gen qualitativ gleiche Verteilungen wie der Deforma-
tionstensor auf. Wird die turbulente Strémung vereinfa-
chend durch ein momentenfreies Kontinuum dargestellt,
mub ¢ entschieden vergroBert werden.

Fiir komplizierte Strémungsfelder (z. B. Rezirkulations-
strémungen) unterscheiden sich die Felder fiir die Diver-

genz des Deformationstensors i‘; und der Rotor des
des Eigendrehungsfeldes €;; —3—% in qualitativer Hin-
sicht. Deswegen miissen alle Defekte der momentenfrei-
en Darstellung des Impulssatzes mit komplizierten Vor-
schriften fiir die Bestimmung der Turbulenzviskositit
ausgeglichen werden. Die Grenzen einer momentenfrei-
en Kontinuumsmechanik fiir turbulente Stromungen
sind dort ausgeweitet, wo Div d und rot ¢ qualitativ in
ihren Fe]dvertellungen iibereinstimmen und das Weglas-
sen von rot ¢ mit einer Vergroferung des Faktors bei
Div d kompensiert wird. Aus der Sicht einer Momente
beriicksichtigenden ~Kontinuumsmechanik sind die
fruchtbaren Arbeiten der Prandtlschen Schule ganz be-
stimmten Klassen von Strémungen vorbehalten.

Die Mechanik der Kontinua deformierbarer Kéorper-
fiihrte iiber die jahrzehntelang miBachteten Arbeiten der
Gebriider Cosserat [9] mit den Variablen v; und ¢; zu
den Erhaltungssitzen fiir den Impuls und das Moment,
wobei zu beachten ist, dafi in der Festkorpermechanik
unter v; und ¢; die Verschiebung und Verdrehung und in
der Stromungsmechanik die Verschiebungsgeschwindig-
keit und Verdrehungsgeschwindigkeit zu verstehen sind.
Die Theorie der Mikropolarfluide ist dafiir ein Beispiel
(Ericksen, Eringen). In jedem Fall fiihrt die Theorie der
deformierbaren Korper auf der Basis der unabhingigen
Wirkung der Erhaltungssitze fiir Impuls und Moment zu
Erhaltungsgleichungen in Integralform der Gestalt

dt (f YepdV= flkwldAkH' Syl pdv

mit ,,Zufluf” i [l[/] und ,,Quelle” S {¢] auf der rechten

Seite sowie als substantielle Ableitung und ¥ als

d
dt
»Dichte”-Tensor belichiger Stufe einer bilanzierfihigen
Eigenschaft des Kontinuums.

Jeder neue Erhaltungssatz ist mit der Einfiihrung einer
neuen kinematischen Variablen verbunden. Die Konti-
nua mit nur einer kinematischen Variablen, der Ge-
schwindigkeit, sind ein Spezialfall des veraligemeinerten
Kontinuums.

Das Entstehen und Bewegen von nachgeordneten Sub-
strukturen ist an die Nichtlinearitit des Kontinuums be-
ziiglich ¥ und an die Instabilitit der Bewegung in dieser
Bewegungsstufe gebunden. Dies folgt aus entwicklungs-
theoretischen Uberlegungen [4].

Wesentlich fiir Kontinua, die durch eine Kaskade von
Substrukturen gekennzeichnet sind, ist, daf Momenten-
erhaltungssiitze steigender Ordnung (Momente von Mo-
menten) formuliert werden, deren wesentliche Wirkung
durch Abspaltung des indifferenten Anteils der Momen-
te herausgestellt wird. Dies wird verdeutlicht z. B. bei
der Herleitung des Momentenerhaltungssatzes erster Ord-
nung durch Aufspaltung der Momente in Wirkung von
Kriften beziiglich eines Koordinatenursprungs und von
Kriftepaaren (indifferenter Anteil), die wegen des end-
lichen Mafistabes der Substrukturen einen von Null ver-
schiedenen Effekt haben. Der Dichtetensor ¥ wird bei
manchen Kontinua verjingt bzw. ein zugehériger dualer
Tensor gebildet, so daf die Eigenschaften der Kontinua
nicht mehr beziiglich jeder Tensorkomponente im einzel-
nen zu erfiillen sind. Sie haben in diesem Sinne allgemei-
neren Charakter. Ein Beispiel ist in [5], [6] diskutiert.

Der Dichtetensor Y bzw. die daraus abgeleiteten Spins
(Eigendrehungen) unterschiedlicher Ordnung sind zeit-
lich/rdumlich gemittelte Variable an einem Raumpunkt
fiir die Bewegung der Substrukturen. Anwendungen lie-
gen vor auf dem Gebiet der Turbulenz, Rheologie, Mehr-
phasenstromung und Elastizititstheorie. Den Weg fiir die
Beschreibung von Bewegungen mit Hilfe der gleichran-
gigen Erhaltungssitze fiir den linearen Impuls und Dreh-
impuls geebnet zu haben, ist das Verdienst Leonhard
Eulers.
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