TECHNISCHE MECHANIK 5 (1984)Heft 4
Manuskripteingang: 21.12. 1983

Rheologische Modelle fiir Materialien bei endlichen Deformationen
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1. Einfiihrung

In der modernen Technik werden zunehmend als norma-
le Arbeitsbedingungen fiir Materialien endliche Deforma-
tionen zugelassen. Endliche elastische Deformationen
haben gewohnlich gummighnliche Amortisationsele-
mente. Der technologische Fertigungsprozef einer Reihe
von Bauteilen aus Metall setzt die Moglichkeit der Aus-
bildung von endlichen plastischen Deformationen vor-
aus. Beim Flieben polymerer Werkstoffe im geschmol-
zenen Zustand entwickeln sich grofe viskose Deforma-
tionen. Dies alles fiihrte dazu, daff immer mehr Aufmerk-
samkeit auf die Theorie der konstitutiven Gleichungen
elastischer, plastischer und viskoser Materialien bei end-
lichen Deformationen gerichtet wurde. Entsprechende
Theorien mit mehr oder weniger groBer Allgemeingiltig-
keit wurden raehrfach formuliert.

Ungeachtet dieser Tatsache kann man im Verhalten rea-
ler Materialien auch komplexe Eigenschaften beobach-
ten. So ist Gummi nicht nur elastisch, es verfiigt auch
iiber dissipative Eigenschaften, die fiir Schwingungspro-
zesse wesentlich sind. Das bedeutet, dab realer Gummi
auch viskos oder plastisch sein kann. Bei plastischen De-
formationen von Metallen treten zeitabhiingige Effekte
auf. Polymere Werkstoffe im geschmolzenen Zustand
haben nicht nur viskose Eigenschaften, sondern besitzen
ebenfalls ein ,Geddchtnis” fiir die Form, d. h. sie be-
sitzen auch Elastizitit. Diese Bemerkungen unterstrei-
cher die Aktualitit der Untersuchungen auf dem Gebiet
der Theorie konstitutiver Gleichungen fiir Materialien
mit gemischten Eigenschaften bei endlichen Deforma-
tionen. Die aus der infinitesimalen Theorie gut bekannte
Methode der rheologischen Modelle stellt eine der Lo-
sungsmoglichkeiten fiir das gestellte Problem dar. Die
Erweiterung dieser Methode auf den Fall endlicher De-
formationen ist in [1] enthalten. Nachfolgend werden
Vor- und Nachteile dieser Methode erdrtert und ihre
Verallgemeinerung vorgenommen.

2. Die Gesetze der Thermomechanik

Zunichst werden die Gesetze der Mechanik und Thermo-
dynamik fiir das klassische Kontinuum materieller Punk-
te formuliert. Die ,,Dynamik-Gleichungen” lauten

(‘i_fthp(y-l):o, 2.1)

rok— 2y (2.2)
v p(_—ﬁ =0, .
TT:T. (2.3)

Hier sind p — die Massendichte, v — der Geschwindig-
keitsvektor, V — der Nabla-Operator in der aktuellen
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Konfiguration, 7 — der Spannungstensor von Cauchy
und K — der Vektor der Massenkrifte. Durch einen
Punkt wird das Skalarprodukt gekennzeichnet, mit |, T
das Transponieren eines Tensors zweiter Stufe. Die Gl.
(2.1) stellt den Massenerhaltungssatz im materiellen Vo-
lumen des Kontinuums dar, die Gl. (2.2) den Impuls-
satz und die Gl. (2.3) den Drehimpulssatz.

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik stellt die Be-
dingung der Energieerhaltung dar. Er lifit sich in der
Form der Gl. (2.4) schreiben

du _
dt

=

“D+b-y-h, (2.4)

wobei U — die auf die Masse bezogene Dichte der inne-
ren Energie des Kontinuums ist, b — die Geschwindigkeit
der Wirmezufuhr direkt in das Volumen, h — der Vektor
des Warmestroms. Durch 2 Punkte wird das Doppelska-
larprodukt gekennzeichnet (s. [4]) und D ist der Tensor
der Deformationsgeschwindigkeiten

D= 2lyv+ (2] = (2 v)° (25)

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik wird in Form
der Clausius-Duhemschen Ungleichung dargestellt: die
Anderungsgeschwindigkeit der inneren Entropie eines
materiellen Volumens des Kontinuums ist nicht kleiner
als der Entropiestrom in dieses Volumen von auBen. In
der lokalen Form lautet das Gesetz

ds

1
4> > L =
dt (9(

1 .
v h)*@h (vO), (2.6)
wobei S — die auf die Masse bezogene Dichte der inneren
Entropie und © — die absolute Temperatur sind.
Wenn die auf die Masse bezogene Dichte der freien Ener-
gie I in der Form

F=U-6S (2.7)

eingefiihrt wird und der Wirmestrom in der Gl. (2.6) mit
Hilfe der Gl. (2.4) ausgeschlossen wird, so erhilt man die

sogenannte dissipative Ungleichung in der Form der Gl.
(2.8)

T"Q—pﬁ—psﬂ@_%h-(g@po.

z dt dt - (28)

Dieser Ausdruck des 2. Hauptsatzes ist fiir die hier gege-
benen Untersuchungen giinstiger als die Ungleichung
(2.6).

Der Interpretation des 2. Hauptsatzes der Thermodyna-
mik wird hier mehr Platz eingerdumt als der Interpreta-
tion der anderen Gesetze. Dies ist damit verbunden, daf
in der Literatur ca. 30 verschiedene Formulierungsva-
rianten fiir den 2. Hauptsatz bei unterschiedlichem
Niveau der Allgemeingiltigkeit existieren. Zweifelsohne



stellt die Clausius-Duhemsche Ungleichung die vollstin-
digste Formulierung fiir Probleme der Thermodynamik
dar. Die hier dargestellte Form entspricht [2], [3].

3. Elemente der Theorie der konstitutiven Glei-
chungen

Die bisher formulierten Gesetze stellen Naturgesetze dar.
Sie miissen fiir alle realen Materialien (ohne Ausnahmen)
erfiillt sein. Ungeachtet dessen ist das Verhalten solcher
Stoffe, wie Wasser, Metalle, Gummi, Beton usw. recht
verschieden. Diese Unterschiede werden in den soge-
nannten konstitutiven Gleichungen fiir das Material for-
muliert. Dabei werden die Reaktionen des Materials auf
Zustandsinderungen und Anderungen der iuferen Be-
dingungen widergespiegelt. In der Thermodynamik des
Kontinuums werden die duBeren Bedingungen in der
Umgebung eines materiellen Punktes durch das Tempe-
raturfeld und die gegenseitige Lage der benachbarten
Teilchen zueinander definiert. Letztere wird durch das
Bewegungsgesetz des Kontinuums beschrieben

R=R(r,1), (3.1)

wobei r — die Anfangslage eines typischen materiellen
Punktes, R — die Lage dieses Punktes zum Zeitpunkt t

ist (vgl. Bild 1).

t
t-0 /N\
MO\ R \
L/

X4

Bild 1
Ausgangslage und aktuelle Lage des materiellen Punktes M

Die reziproke Beziehung zu den Gln. (3.1) lautet
fer(RY. (32)

Die duberen Bedingungen wirken auf den thermodyna-
mischen Zustand der Umgebung jedes materiellen Punk-
tes des Kontinuums. Es wird vorausgesetzt, dafi dieser
durch die Temperatur, den Gradienten der Temperatur
I'=¢ O, das Deformationsma6 von Almansi

g=(zx)-(vr)T (3.3)

und den Tensor der Verdrehungen B definiert wird. Da-
bei sei B durch folgende Cauchysche Aufgabe gegeben

dB
T --2'B, B(r.0)=E, (3.4
wobei 5__2 — der Tensor des Wirbelfeldes ist
1
=§[Zx—(21)T]=(2!)A- (3.5)
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ist der Einheitstensor.

Der Tensor B beschreibt die Rotation der Umgebung des
materiellen Punktes mit der Winkelgeschwindigkeit des
Kontinuums

w:l XV
= 22. -

[Fe]
ez

xw=-wxE, (36)

Durch unmittelbares Differenzieren der Beziehung (3.3)
liBt sich die materielle Ableitung von g finden

dg ,
£=—(_D+9)'g—g'(D—Q)- 3.7)

Die eingefiihrten Parameter ©, I',g und B werden konsti-
tutive Parameter genannt. -

Als thermodynamischen Prozef in einem materiellen
Punkt M mit der Anfangskoordinate r wird die Geschich-
te der Anderungen der konstitutiven Parameter mit der
Zeit fiir diesen materiellen Punkt genannt. Diese Ge-
schichte wird durch folgende Funktionale der Zeit de-
finiert

o
g oy, 11 @
I
aw|
~
-
<3
e

Es wird davon ausgegangen, daff das thermodynamische
Verhalten der Umgebung des materiellen Punktes zum
Zeitpunkt t vollstindig durch den thermodynamischen
Prozef in der Umgebung des Punktes wihrend der ge-
samten vorhergehenden Zeit definiert ist. Das heifit, daf
der Spannungstensor 7, der Vektor des Wirmestroms h,
die Dichte der freien Energie F und die Dichte der inne-
ren Entropie S vom gesamten thermodynamischen Pro-
zefs abhingen und somit Funktionale des thermodynami-
schen Prozesses sind:

r(et) =z{ OLITg BT Ir}
h(x,t) =h{ &I ¢ B Ix} ,

F(r,t) = F{ &7,I7,¢"B"Ir} ,
S(r,t) =s{ en17 g Tir}

Die Beziehungen (3.8) werden konstitutive Gln. des Ma-
terials genannt. Ihre Angabe ist gleichbedeutend mit der
Definition des Materials. Die verschiedenen Materialien
werden durch verschiedene konstitutive Gln., d. h. kon-
kret durch verschiedene Formen der Funktionale (3.8),
unterschieden.

Es entsteht natiirlich hier die Frage nach der Ermittlung
der Funktionale (3.8) aus entsprechenden experimentel-
len Daten fiir ein konkretes Material. Wenn es gelinge,
diese Frage allgemein zu losen, so wiirden die ermittelten
Funktionale die dissipative Ungleichung erfiillen, da da-
mit ,,die Natur den Naturgesetzen entsprechen wiirde.”
Somit wiirde der nachfolgende Inhalt des Artikels gegen-
standslos werden. Leider kann diese Frage nicht allge-
mein gelost werden. Daher wird in der Mechanik wie
folgt vorgegangen. Es wird zunichst eine bestimmte
Anzahl von konstitutiven Gleichungen fiir Materialien
mit einfachen (,,reinen”) oder komplexen (,,zusammen-
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gesetzten”) Eigenschaften postuliert. Dabei wird die
Form der Funktionale konkret ermittelt. Die Unter-
suchung der Eigenschaften jedes idealen Materials, ge-
stattet dann die Auswahl eines solchen Materials, wel-
ches am besten dem Verhalten des erwihnten konkreten
Materials entspricht. Damit vereinfacht sich die formu-
lierte Problemstellung der Identifikation des Materials
wesentlich: es geniigt solche Parameter und Funktionen
zu ermitteln, die in die konstitutiven Gleichungen der
ausgewihlten idealen Materialien eingehen. Dieses Pro-
blem kann gelost werden. Auf die iiberaus interessanten
Einzelheiten der Problemlosung soll hier nicht eingegan-
gen werden. An dieser Stelle wird zur Betrachtung der
Methode der rheologischen Modelle iibergegangen. Diese
stellt eine Méglichkeit zur ,,Konstruktion” konstitutiver
Gleichungen konkreter Materialien dar, wobei sofort der
dissipativen Ungleichung geniigt wird.

In den Funktionalen (3.8) steht nach dem vertikalen
Strich das Argument r, welches fiir jeden materiellen
Punkt konstant ist. Seine Einbeziehung in die Funktio-
nale (3.8) gestattet die Betrachtung inhomogener Kor-
per. Im weiteren werden nur homogene Korper betrach-
tet, so dab r nicht explizit in die Funktionale (3.8) ein-
geht.

Die Menge der Funktionale (3.8) ist nicht véllig frei
wihlbar. Es muB immer iiberpriift werden, ob die dissi-
pative Ungleichung (2.8) fiir sich beliebig indernde kon-
stitutive Parameter erfiillt ist.

4. Konstitutive Gleichungen fir Materialien mit
elastischen Volumendeformationen

Bekanntlich verhalten sich Materialien bei Volumeniinde-
rungen wesentlich anders als bei Forminderungen. Daher
ist es giinstig, aus dem Tensor g die Volumendeformation
herauszulosen. Letztere wird durch den Wert der Dichte
des Kontinuums definiert, welche den Ausdruck [4]

P =Po Vigi

annimmt. Dabei ist p , die Anfangsdichte.
Die Anderung der Form bei Deformationen wird durch
den Formiinderungstensor gekennzeichnet

2
A=) P (42)

Die folgenden Gln. (4.3) und (4.4) kann man leicht iiber-
priifen, so daB auf die Ableitungen verzichtet wird.

Al=1, - (43)
dA
T @) A-A-(d-9),d-DevD. (44)

In der Literatur [5] kann man den Hinweis finden, daf
die meisten natiirlichen und synthetischen Materialien
sich bei Volumendeformationen elastisch verhalten. Da-
gegen kann man bei Formiinderungen verschiedenes Ma-
terialverhalten beobachten. Um diese Eigenschaft in die
Struktur der konstitutiven Gleichungen aufzunehmen,
werden diese wie folgt aufgeschrieben [11

= Po T oT AT. BT
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h = kT, k=k(p,6,IL), (4.5)
p

F = F(,(;o ,8) +F, {©7, 07, AT, BT} ,

S =

So(g;)lv 8)+Sx {GT’pT’ QT’ET} :

Hier bestimmen die ersten Summanden das Materialver-
halten bei Volumeninderung. Das sind Funktionen der
in den runden Klammern eingeschlossenen Argumente.
Die zweiten Summanden bestimmen das Verhalten bei
Forminderungen: diese bleiben Funktionale. Dabei wird
angenommen, daB die Wirmeleitung durch das bekannte
Fouriersche Gesetz beschrieben wird.

Die Eindeutigkeit der Aufspaltung der konstitutiven Gln.
(3.8) in 2 Summanden in der Form (4.5) wird dadurch
erreicht, daB von folgenden Annahmen ausgegangen
wird: S sei der Spannungsdeviator und bei fehlender
Forménderung

A=E (4.6)

verschwinden die zweiten Summanden in den Ausdriik-

ken fiir F und S
Fx{ef,pf,g,zBr} =0, 8, {6707EBT} =0. (47)

Jetzt kann man ableiten, welche Einschrinkungen sich
fir die Funktionale und Funktionen in (4.5) aus der
dissipativen Ungleichung ergeben. Nach Einsetzen von
(4.5) in (2.8) unter Beachtung von (2.1) erhilt man

oF, ~da ,p oF, de «
g _ ° 1% ey _°y99 K2
ol 2 7 () PGt 5e) & *e T
p (4.8)
dF de
+8ed—p—= —pS, =>0
3rd T Pox g

Welche notwendigen Bedingungen miissen erfiillt sein,
damit die Ungleichung (4.8) erfiillt ist? Zunichst wird
der Prozefs (4.6) betrachtet. Unter Beachtung von (4.4)
erhilt man d = 0. Weiterhin gilt (4.7) und folglich wird
die zweite Zeile in (4.8) zu Null. In der ersten Zeile steht
eine lineare Funktion der materiellen Geschwindigkeiten
von p und €. Die notwendigen Bedingungen fiir die po-
sitive Definitheit sind dann

oF
o=p, XX 5.=-2° y>0. (4.9)

Po
o0(—
)
Wenn die Einschrinkung (4.6) wegfillt und I" = 0 ge-
setzt wird, kommt man mit Hilfe von (4.9) zur dissipa-
tiven Ungleichung fiir den Forménderungsproze§

aF
S04 TX -p8, §0>0 (4.10)

Damit werden die Bedingungen (4.9) und (4.10) zu not-
wendigen Bedingungen fiir die Erfiillung der Ungleichung

(4.8). Man kann sich unmittelbar iiberzeugen, daf diese
Bedingungen gleichzeitig hinreichend sind.




5. Die Kombination von konstitutiven Gleichun-
gen
Es wird jetzt die Frage iiber die Formulierung neuer kon-

stitutiver Gleichungen betrachtet. Es sei eine Reihe von

konstitutiven Gleichungen fir Forminderungsprozesse
bekannt

S = Suf O BT

Fra= Fra {GT,pT,._/:\;,ET} , @=1,2,...,N (5.1)
Sya= Sya {97, pT AL =BT} .

Die Erfiillung der Gln. (4.4) wird vorausgesetzt:

dAg

i - ot ) Ag—Ag (de— (5.2)

Weiterhin wird vorausgesetzt, daf jede der konstitutiven
Gln. (5.1) die dissipative Ungleichung (4.10) erfiillt:

dF de
§a"‘-la—p xa

—= _ —=0. .
£ & Phagy 20 ©:3)

Fiir jede konstitutive Gl. (5.1) gibt es ein entsprechendes
Modell (Bild 2 a). Wichtigstes Prinzip fiir das Aufstellen
neuer Gleichungen in der Rheologie [5] sind die Parallel-
und Reihenschaltungen rheologischer Modelle.

1. Es wird angenommen, daf bei Parallelschaltung
(Bild 2b) folgende Beziehungen Giiltigkeit besitzen:

d=do=dg . Fx = Fxq * Fyp ,

= §a+§B » Sy = Sxa+SxB

2. Fiir die Reihenschaltung der Modelle (Bild 2 c) wer-
den folgende Gleichungen vorausgesetzt:

(5.4)

1non

(=1=(=la+‘=iﬁ ) x:an+FxB’
(5.9)

5= 5% . S - Siat S -

o«

I I

[

a b c

Bid 2

Verbindungsmaglichkeiten von Elementen in der Rheologie

Die Bedingungen (5.4) und (5.5) im Zusammenhang mit

(5.1) bilden ein System von Operatorgln., aus denen man

einen Operatorzusammenhang zwischen den GroBen S,
x» 5y und den ©, p, A A, B ermitteln kann. Dieser Zusam-

menhang stellt eine neue konstitutive Gleichung dar.
Man kann leicht iiberpriifen, daf die dissipative Unglei-
chung (4.10) erfiillt ist. Dazu geniigt es, (5.4) oder (5.5)
in (4.10) unter Beachtung von (5.3) einzusetzen.

Unter Verwendung der Parallel- und Reihenschaltung
rheologischer Modelle kann man somit neue rheologische
Modelle erhalten. Ungeachtet der Kompliziertheit
solcher Modelle kann man sicher sein, dag die ihnen ent-
sprechenden konstitutiven Gln. der dissipativen Unglei-
chung geniigen.

Abschliefend muf noch die Anfangsmenge der Modelle,
die man zur Kombination verwenden kann, beschrieben
werden. In der infinitesimalen Rheologie gehen in diese
Menge nur Modelle ein, die iiber die grundlegenden rheo-
logischen Eigenschaften verfiigen: Elastizitiit, Viskositiit,
Plastizitit [5]. In dieser Arbeit wird nur isotropes Mate-
rial betrachtet.

1. Elastisches Material: Es wird postuliert, dab die freie
Energie und die innere Entropie Funktionen (und nicht
Operatoren) der Temperatur und der Invarianzformen
des Tensor Asmd[Gl (5.6)Jund der Spannungsdeviator S
eine Funktion der Temperatur, der Dichte und des
Forménderungstensors ist[Gl. (5. 7)]

[

L=E“A, L =5A"A =1, (5.6)

S = 8(8,p,A), F; =F(8,11,5), 5, =5, (8,];,15) (5.7)

Nach dem Einsetzen dieser Ausdriicke in (4.10) erhilt
man unter Beachtung von (4.4)

[

de

aO)d =0.

[S+2pDev(nX A+ 2X AZ)] - d (8
2+20Dev Gy -4+ 57, 471 4-6x

Im linken Teil der Ungleichung steht eine lineare Funk-
tion von d und %9 Die Argumente d und 3—9 stellen

frei wihlbare Funktionen dar. Fiir die Erfiilllung der Un-
gleichung ist es daher hinreichend und notwendig, daf

die Koeffizienten bei (=l und % verschwinden. Daraus

erhilt man

aF
S = —2pDev( XA+ X A?), ,
2 a1l =", = .
dF, '

S. = — X,

x 20 Fx = Fx (9’11’12) .

Bild 3
Klassische rheologische Modelle

23



Dies ist die Struktur der konstitutiven Gln. des isotropen
elastischen Materials. Das ihr entsprechende rheologische
Modell ist auf Bild 3 a als Federelement dargestellt.

2. Viskoses Material: Jetzt wird postuliert, daf der
Spannungsdeviator eine isotrope Tensorfunktion des
Tensors der mit der Forminderung verbundenen Defor-
mationsgeschwindigkeiten ist

S =2Dev(nd+pd?). (5.9)

Die skalaren Koeffizienten 7 und ¢ kénnen von den In-
varianzformen des Tensors d, der Temperatur und der
Dichte abhiingen.

Das Einsetzen von (5.9) in (4.10) fiihrt auf die Unglei-
chung

nd-rd+ed? - d>0. (5.10)

Direkte Einschrinkungen lassen sich ohne Angaben iiber
1 und ¢ nicht ableiten. Wenn ¢ = 0 ist, so wird (5.9) zur
Newtonschen-Gl.

S=2nd, =0

und die dissipative Ungleichung fiihrt auf die Forderung
der positiven Definitheit des Viskosititskoeffizienten 7.
Das rheologische Modell ist auf Bild 3 b als Dampfungs-
element dargestellt.

3. Ideal-plastisches Material: Es wird postuliert, daB bei
fehlenden Verformungen der Spannungsdeviator beliebig
sein kann, jedoch seine Norm einen Grenzwert nicht
iiberschreiten darf. Wird dieser Grenzwert erreicht, tre-
ten Verformungen auf und das Material verhilt sich wie
ein viskoses Material mit einer konstitutiven Gleichung
in der Form (5.9). Diese Aussage kann folgendermafen
formuliert werden

d=0 N(S)<K,
K (5.11)
4#0  N($)=K, 8 = g7y £(D)
mit
£(d) = 2Dev(yd + xd?). (5.12)

Die dissipative Ungleichung legt folgende Einschrinkun-
gen auf die Funktion f (d) '

yde-d+xd?--d>0. (5.13)

Das rheologische Modell ist auf Bild 3 ¢ zu sehen.
Folgender Satz hat Giiltigkeit: Die konstitutiven Glei-
chungen, die entsprechend den rheologischen Modellen
gebildet wurden, definieren ein isotropes Material.
Eine grofere Anzahl konkreter rheologischer Modelle
und ihnen entsprechender konstitutiver Gln. kann man

in [11, [6], [7], [8] finden.

6. Verallgemeinerung der Methode der rheologi-
schen Modelle

Die Methode der rheologischen Modelle wurde bisher
nur fiir den Sonderfall elastischer Volumendeformatio-
-nen und normaler Wirmeleitprozesse, die durc!i las
Fouriersche Gesctz beschricben werden, formulier: Dies
ist ein praktisch besonders wichtiger Fall. Ungeac!itet
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dieser Tatsache treten einige Unzulinglichkeiten auf und
somit taucht die Frage nach der Abschwichung der ge-
troffenen Einschrinkungen auf, um damit eine Verallge-
meinerung der Methode der rheologischen Modelle zu
finden.

Bezieht man den Spannungstensor und den Wirme-
stromvektor auf das DeformationsmaB von Almansi in
der Form

T=11'

= Vgl ¢

H = h, (6.1)

&-

ergeben sich folgende verallgemeinerte konstitutive Gln.

3.8)

I(L ) = 1‘ { or, Er’g'r’ ET }

H(r,t) = H{ ©7,I7,¢7,B" } (6.2)
F(r,t) = F{ o, ET’;gT,ET }

S (r,t) = 5{ @T,I:T,:T’ET }

Die dissipative Ungleichung ergibt sich unter Beachtung
von Gl. (4.1) mit

dF e 1
T«D —p, —— ———H-T>0. .
Zunichst wird, wie bereits im Abschnitt 5., die Frage der
Formulierung neuer konstitutiver Gln. durch Kombina-
tion von Ausgangsgln. betrachtet. Folgende Auswahl
konstitutiver Gleichungen sei gegeben

1
Q'-i
I

To { O, G g BT}

Ha = B_a QT’ET’gT’—BT
{ Ol:a—} a:l,zf""N (64)

Fo = Fo{ ©7.00.g0 B}
Se = Sa{ " Tq.8,.B"} -

Es wird vorausgesetzt, daf die GIn. des Typs (3.7) erfiillt
sind

dgo
- Qe D g-g QD) 69
Aufierdem wird vorausgesetzt, daf fiir jede der konsti-
tutiven Gln. (6.4) die dissipative Ungleichung (6.3) er-
fiillt ist

dF

IC!” Qa‘Po a—tg “Posag?"% Iia'&x?O- (66)
Jeder der Gin. (6.4) wird, wie bereits friiher, ein rheolo-
gisches Modell gegeniibergestelit. Als Prinzip der Formu-
lierung neuer konstitutiver Gin. sind wieder die Parallel-
und Reihenschaltung der Ausgangselemente. Es ist je-
doch zu beachten, daB man jetzt sowohl mit den Span-
nungstensor als auch mit dem Wirmestromvektor ope-
rieren muf. Damit verdoppelt sich die Anzahl der Schal-
tungsvariantes. Folgende IYalle konnen dabei auftreten

a) Parallel-I"arallclschaltung Dabe' solien folgende Bezie-
hungen gelte:



D =Dy =Dy, [=Lo=Lg,F=Fa+ Fy,

6.7)
T =Ty+Tg, H=Hy+Hp, S=5,+5g.
Diese Schaltungsvariante ist auf Bild 4 a zu sehen.
L) Parallel-Reihenschaltung (Bild 4 b). Dabei gilt
Q :Dazgﬂ’E=Ea+£ﬁ’ F=Fa+FB7
’T' o (6.8)

- T+ Tp H=Ho = Hg, $=5q+ 5.

Hier éndert sich im Vergleich zum 1. Fall nur die
2. Spalte. .

¢) Reihen-Reihenschaltung. Dabei gilt
D = Dy +Dg, T=Fy+ g, F=Fy+ Fy,

T =To=Tpg,H=Hy=

6.
H, S-54+55. )

Wie im 1. Fall sind die 1. und die 2. Spalte dhnlich
aufgebaut. Daher werden die Elemente durch eine
dicke Linie verbunden (Bild 4 c¢), wie dies auch im
1. Fall geschah.

d) Reihen-Parallelschaltung (Bild 4 d). Dabei gilt

D =Do+Dg, [ =Lo=0g,F=Fy+Fg, 6.10)

=3 |

= To=Tp, H=Hy+ Hg, 5= 54+ 5.

Hier ist analog zum 2. Fall die 1. und die 2. Spalte
unterschiedlich. Daher werden wie im 2. Fall diinne
Linien als Verbindungen zwischen den Elementen ge-
nommen.

« o
ﬂlﬂ o
Bild 4

Verallgemeinerte Verbindungsmoéglichkeiten von Elementen in
der Rheologie

Wenn man (6.7), (6.8), (6.9) oder (6.10) in (6.3) unter
Beachtung von (6.6) einsetzt, so kann man sich davon
iiberzeugen, daf in allen Fillen die dissipative Unglei-
chung erfiillt ist. Wenn man in den Kombinationsmecha-
nismus bereits ermittelte Modelle einbaut, so kann man
zu sehr komplizierten Modellen kommen. Die dissipative
Ungleichung ist dabei immer erfiillt.

)
@

Schwieriger ist es, folgenden Satz zu beweisen: Wenn die
konstitutiven Gln. (6.5), von denen ausgegangen wird,
einem isotropen Material entsprechen, so werden auch
die Materialgesetze, die mit einem beliebig komplizier-
ten rheologischen Modell gefunden wurden, isotrop
sein [1].

Im weiteren werden nur isotrope Materialien betrachtet.

7. Verallgemeinerte konstitutive Gleichungen fiir
Materialien mit grundlegenden rheologischen
Eigenschaften

In diesem Abschnitt werden einige konkrete konstitutive
Gleichungen betrachtet. Diese lassen sich dann bei der
Formulierung konstitutiver Gleichungen fiir komplizierte
rheologische Modelle verwenden.

1. Thermoelastisches Material: Es wird folgende verall-
gemeinerte, von Coleman und Noll [2] entwickelte Vor-
stellung iiber das klassische elastische Material betrach-
tet. Dabei wird davon ausgegangen, daf die Reaktion des
thermoelastischen Materials zum Zeitpunkt t nur von
den Werten der konstitutiven Parameter im Zeitpunkt t
abhingt. Ohne Beweis wird angenommen, daf in den
konstitutiven Gln. des thermoelastischen Materials der
Tensor der Drehungen nicht eingeht. Somit gilt

T=T(,Lg)

H=H(@,Tg)
F=F@®ULg @1
S =5(©,L,g),

wobei im rechten Teil von (7.1) Funktionen der konsti-
tutiven Parameter stehen. Nach Einsetzen von (7.1) in
die dissipative Ungleichung (6.3) erhilt man unter Be-
achtung von (6.6)

Q
=

F
[’£+2p0(a_g,.§)S]..1=)__2po(ag.E)A..g
- - (7.2)
OF _dr LOF . do 1
“Poit qr PGt 3g) g el L0

Aufgrund der Linearitit des linken Teils der Ungleichung
(7.2) beziglich D, Q, ‘;_If , %9 ethilt man folgende
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Erfiil-

lung von (7.2)

oF s ,0F A .

= ___2 . :0 .

- 20 (g 0P (5 9 =0 @3
oF oF

- I'so . 7.

BF =0, 5= Bk H-I<0 (@.4)

Aus der ersten Beziehung (7.4) folgt, daB F nur von det
Temperatur und g abhingt. Aufgrund der Isotropie des
Materials gehen Tolglich nur die Temperatur und die
Hauptinvarianten des Deformationsmafes g

= F(®,1,11, II) (7.5)

I= ];:..g’ II:%(g"g—Iz)»HIﬂgl

ein.
Folgende Differentiationsregeln haben Giiltigkeit [4]

ol oll olll
— = E EI,
ag ag €T ag

=Ig1. (7.6)

Wenn diese Beziehungen beim Einsetzen von (7.5) in
(7.3) Beachtung finden, so kann man feststellen, dafs die
zweite der Gln. (7.3) identisch erfiillt wird und die iibri-



gen Beziehungen (7.3) und (7.4) zu folgendem Ergebnis
fiihren

) oF 9F _3F aF
L= =200 L ME + Gp -5 e 5y 871 (7)
oF
S = -
35 =S@LILI (7.8)
H-I<0. (7.9)

Welche Struktur besitzt H? Fiir isotropes Material ist dies
eine isotrope Vektorfunktion der Tensoren I' und g Sie
besitzt folgende Form

H=—(k,E+k g+kog?)-T.
Dabei sind k,, ki, ko im allgemeinen Fall Funktionen

der Temperatur, der Invarianten von g und I sowie der
invarianten Formen I - g'lundl - _§_2 - T.

Die Bedingung (7.9) schrinkt den Wertebereich der Ko-
effizienten k; ein

P (koE+kyg+kyg?) T >0. (7.11)

Hinreichende Bedingung fiir die Erfiillung von (7.11) ist
ko =0, k; 20, kg = 0. (7.12)
Damit erhilt man die konstitutiven Gleichungen fiir das
isotrope thermoelastische Material in der Form der Gln.
(7.4), (7.7), (7.8), (7.10). Diesen Gleichungen kann das
theologische Modell 3a — das Federelement — gegen-
iibergestellt werden.

2. Viskoses Material: Es wird davon ausgegangen, daf

die Reaktionen des Materials zum Zeitpunkt nur von den
Werten ©, I', D zu diesem Zeitpunkt abhiingen

= T(6,I,D)
H(®, I, D)
- F(6,I,D) (7.13)
= 8(6,I,D)

o=
Il

Nach Einsetzen von (7.13) in die dissipative Ungleichung
erhilt man
oF  de

D008 5) i

oF D 1
“Po a6

oF dr
“Pogr @t

‘T>0.

Die F unktionen d® , d_L‘
dt ' dt

hungen linear ein. Daher gilt

oF _ oF oF

oF - 7.1
or O’aDOS 20’ @.19)

dD .
, (ﬁ gehen in diese Bezie-

2 .

IIU

H-T>0. (7.15)

@I'—‘

Aus den Gln. (7.14) folgt

- F(®), S=— 95 =5(8). (7.16)
Welche Form haben 1‘ und H? Fiir den hier betrachteten
Fall isotropen Materials miissen diese isotrope Tensor-

bzw. Vektorfunktionen der Tensor- bzw. Vektorargu-
mente D und I sein. Folglich gilt

26

T=AoE+A1D+AD?+A3IT
+A4D -IL+D+AsD? -IL- D2
+[AgD-IL+D2-TIT- (A7E+AgD)S  (7.17)
H=—(, E+x1D+:<2D2) r,

wobei Aj, k; - Funktionen der Temperatur, der Inva-
rianten von D und I' sowie der invarianten Formen
I'*D-:TCundT - D? - I sind. Sie miissen unbedingt die
dlss1pat1ve Unglelchung (7.15) erfiillen. Einschrinkun-
gen fiir A}, k; kann man im allgemeinen Fall nicht erhal-

ten. Das entsprechende rheologische Modell ist auf
Bild 3 b zu sehen.

3. Plastisches Material: Leider kann man zum gegenwir-
tigen Zeitpunkt keine Verallgemeinerung auf dem hier
im Abschnitt 7 betrachteten Niveau wie in den beiden
vorangegangenen Fillen geben. Daher kann nur empfoh-
len werden, sich mit den bereits friiher angegebenen kon-
stitutiven Gln. (4.5), (5.11) zu begniigen. Das rheologi-
sche Modell ist auf Bild 3 ¢ zu sehen.

8.  Beispiele konstitutiver Gleichungen kompli-
zierter Materialien

8.1. Viskoelastisches Material (Maxwell-Modell)

Das rheologische Modell eines solchen Materials ist auf
Bild 5 angegeben. Folgende Schaltungsbedingungen gel-

wen

§:§1:§2’§1:(:1*§2’FX:FX1’Sx:le 8.1)

dA

qc - rR) A -4y (d - Q). (8.2)
Bid5 .
Das rheologische Modell von Maxwell

Unter Beachtung dieser Schaltungsbedingungen erhilt
man folgende Gln. fiir die Elemente

$=8,=—2pD + X A2 :
oF,
sx:—se—, FX=FX(®’I].1’I21)’

1
h1=E Ay by =544,

S=2Dev(ndy + pd3 ). (8.4)

Dabei wird vorausgesetzt, daf die Gl. (8.4) nach dy auf-
l6sbar ist, so daB man schreiben kann



dg = Dev(BS+7S%).

Wenn dieser Ausdruck fiir dy in die Gl (8.1) eingesetzt
wird und das Ergebnis nachfolgend in Gl. (8.2), so er-
hélt man folgende Tensordifferentialgl. fiir Ay

dAy

dt +S_2'A1—A1 Q AV =

- —[d- Dev(BSl+')'S MeAy —Ay - [d— Dev(ﬁSl+7S )]

t=0 4 =E N (8.5)

Es wurde vorausgesetzt, daﬁ hler Sy durch A; entspre-
chend Gl. (8.3) ausgedriickt wurde.

Aus der Losung der Gl. (8.5) kann man A; (r, t) ent-
sprechend der Vorgeschichte der Anderung von d, 2, p
und @ ermitteln. Damit kann man unter Embeznehung
der Gln. (8.3) S, F,, S, definieren. Folglich erhilt man
als konstitutive Gleichungen fiir das Maxwell-Material
das System (8.3) und (8.5). Bei Verwendung einer etwas
anderen Argumentation kamen andere Autoren zu ihn-

tichen Gleichungen [7], [8].

8.2. Das verallgemeinerte Kelvin-Voigtsche Material

Das entsprechende rheologische Modell ist auf Bild 6
dargestellt. Es ergibt sich durch Reihenschaltung von n
gleichartigen Kelvin-Voigt-Elementen und eines elasti-
schen Elementes.

Bild 6
Das verallgemeinerte Modell von Kelvin und Voigt

Entsprechend den Bedingungen fiir die Verbindung der
Kraftgrofen erhilt man

S = _2pDev(ix My A2 8.6

= R + - .

= p ev(al éo aIZﬂ =o) ( )
_ 2

S = 2Dev[— p( A+ 31 k_k)+nkd +‘pkd

k=l,2,3,...,n 8.7)

L S S A

x'_a@ ’ x_k=0 xk( ko 2k)'

An dieser Stelle sei auch an die Gln.

=E, k=1,2,3,.

erinnert. Schlieflich gelten folgende kinematische Be-
dingungen fiir die Verbindungen der Kelvin-Voigt-Ele-

mente

d = E d
- k=0 =k *
Das Gleichungssystem (8.6), (8.7), (8.8), (8.9) gestattet
entsprechend der Vorgeschichte von S,p, ©und Q
dy und weiterhin nach (8.10) d zu bestimmen. Die An-
derungsgeschichte von A kann man nach

(8.10)

dA "
a TRA-AOEAT - deA-

>

"d

@.11)
t=0, /=\ = E .

Somit erhilt man die konstitutiven Gleichungen fiir ein
Material, dem das verallgemeinerte rheologische Modell
von Kelvin und Voigt zugrunde liegt. Sie entsprechen
dem Vorschlag der Autoren der Arbeiten 9], [10] zur
Beschreibung des Verhaltens viskoelastischer Materialien
bei groBen Deformationen (iibertragen in die Sprache der
rheologischen Modelle).

8.3. Elastisch-plastisches Material mit kinematischer
Verfestigung

Das rheologische Modell dieses 'Materials ist auf Bild 7

gezeigt. Entsprechend den Gesetzen der Parallelschaltung

erhilt man

S=-2pD z Ak OFx p2
5= -2pDev 2 (5 &t 5 A0
8.12
Fo- 3 Fo (@A), S - ox o
x—k=1 xk( ’=k)’ x__é—'
1 n
Bild 7

Das rheologische Modell fiir elastisch-plastisches Material mit
kinematischer Verfestigung

Bei der Beschreibung der plastischen Elemente wird die
einfachste konstitutive Gl. verwendet, wobei
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fio (dy) = d (8.13)

gesetzt wird und anschliefend Gl. (5.11) nach dy gelost
wird. Dabei erhilt man -

gk = N §k , (8.14)
wobei die Gln. (8.15) gelten sollen

N (&%) <Kg¢ N=0, N

N (S) = K¢ N0, A =- l((‘i") . (8.15)

Unter Beachtung der Gesetze der Reihenschaltung fiir
das elastische und das plastische Element in jedem dex
parallel arbeitenden elastisch-plastischen Elementen er-
halt man

A7 = —2[(d - N S) - AP, (8.16)
oF, oF,
§k = _2p( aIlk ék + al2k /=\-|2() . (817)

Das Gleichungssystem (8.12), (8.15), (8.16) und (8.17)
stellt das System der konstitutiven Gleichungen des ela-
stisch-plastischen Materials mit anisotroper (kinemati-
scher) Verfestigung dar.

Weitere Beispiele kann man in den Arbeiten [1], [6]
finden.

9. Die Zugaufgabe fiir den zylindrischen Stab

In einer Reihe fiir technische Anwendungen wichtiger
Aufgaben kann man feststellen, daf die Volumendefor-
mationen im. Vergleich zu den Forminderungsdeforma-
tionen vernachlissigbar klein sind. Diese Tatsache gibt
die Grundlage fiir die Verwendung des Modells ,,inkom-
pressibles Material”. Zu der genannten Aufgabenklasse
gehort auch die Zugaufgabe fiir den zylindrischen Stab.
Zunichst wird ein Stab mit beliebigem Querschnitt be-
trachtet (Bild 8). Dabei gilt

r

exxteyyte,z,

R=ce,Xte, Yte,Z. e

Bild 8 :
Zur Zugaufgabe fiir den zylindrischen Stab

28

Das Deformationsgesetz sei wie folgt gegeben
X _ Y

ve® T Va®

Dies entspricht einer Dehnung des Stabes in Richtung

der Stabachse — der z-Achse — wobei die relative Ver-
lingerung den Wert

z=2Za(t), x=

(9.2)

e=2"% -_-_1 (9.3)

hat. Mit Hilfe des Ausdrucks (9.2) ist gleichzeitig eine
solche Querkontraktion im Stab eingefiihrt, bei der die
Inkompressibilititsbedingung

T(x2+y2)z = 1(X2+Y2)Z

identisch erfiillt ist.
Unter Beachtung der Gln. (9.2) lassen sich die GIn. (9.1)
wie folgt schreiben

_.+9_zZa

_ X
BV I AV
R =e, xva +gyy\/07+gz§

|~

Y
* (9.4)

Die Geschwindigkeiten fiir die materiellen Teilchen er-
hilt man durch Differentiation nach der Zeit

v:d_ﬂz(e __x__+e __y —e z_)ggz
T oodt T2V Y2V TP e’ dt
X Y 1d 9
a
=(£x§+£y E—Ezz)a it
Hieraus erhilt man problemlos
d=D=(vy)’,a=@n*-0,
d = 1 1 1 da (9-6)
¢ = (gf.xﬁx §2y9.y —Eziz)a dt -
Weiterhin gilt entsprechend (9.4)
A=gxexl+e e —1—+gzg_za2. 9.7)

Aus den Gln. (9.6) und (9.7) ist zu erkennen, daf die
Tensoren d und A diagonal sind, wobei diese folgende
Elemente auf der Diagonalen besitzen

1 d 1d
T Tt T
A= Ay=o, A=a? 99)

Die Elemente hingen nicht von den Koordinaten x, y
oder z ab. Es wird vorausgesetzt, daf die Temperatur ©
im Stab nicht von den Koordinaten x, y, z und der Zeit t
abhingt. Dieser Fall tritt bei guter Wirmeleitung im Ma-
terial und guter Wirmeabfuhr an der Oberfliiche ein. Da-
mit erhilt man unter Beachtung von (9.8), (9.9), da6 der
Spannungstensor ebenfalls nicht von den Koordinaten x,
y, z abhiingt und diagonal ist.

Weiterhin soll gelten, dab die Mantelfliche belastungsfrei

ist. Dies tritt ein, wenn
oy =0y, =0

ist. Die einzige von Null verschiedene Normalspan-



nung o, li6t sich durch die in Lingsrichtung wirkende
Zugkraft F wie folgt ausdriicken

F =aAog,, (9.10)

wobei A der urspriingliche Stabquerschnitt (vor der De-
formation) ist.

Im weiteren wird der funktionelle Zusammenhang zwi-
schen F und a fiir Materialien mit den im Artikel einge-
fiihrten konstitutiven Gleichungen beschrieben. Diese
enthielten die Tensoren Ay. In den nachfolgenden
Untersuchungen kann man fiir diese folgende Werte an-
nehmen

Mex = My = = Mg = (9.11)

1. Das Matenal entsprechend dem Maxwell-Modell. In
den GIn. (8.3), (8.4), (8.5) setzt man

_1_

A
F, = 1 (I;1 = 3),9=0, 1 =konst. (9.12)
2p,

Damit lift sich mit Hilfe von (8.3) die z-Komponente
des Spannungsdeviators ermitteln

2 2 1
Sz:"gaz = §A1(;-—72).
Daraus folgt
F=AaA, (% _1?). (9.13)

Analog werden die z-Komponenten in der Gl. (8.5) be-
trachtet

1dy _ 1 da

v dt o« dt 317 'y -7 (-14)
Folgende Anfangsbedingungen gelten

t=0 &=1, 7y=1. (9.15)

Mit Hilfe der Gln. (9.13) und (9.14) kann man die Re-
laxation der Kraft untersuchen. Zunichst soll a sich
sprunghaft von 1 auf «, indern und anschlieBend kon-
stant gehalten werden. Es ist das Anderungsgesetz fiir
die Belastung F zu ermitteln. Dazu sind zwei Etappen zu
betrachten. In der ersten Etappe andert sich o sprung-
haft. Aus der Gl. (9.14) und den Anfangsbedingungen
(9.15) wird klar, daB 7 sich ebenfalls sprunghaft von 1
auf a, indert. Dabei nimmt die Belastung den Wert

F=F,=AA(-c) (9.16)

an. In der zweiten Etappe bleibt a konstant (a = a,)) und
fiir 7 erhilt man aus (9.14) folgende Cauchysche Auf-
gabe

3 dy A

1—73 (E:?’ t=+0 ‘y=ao. (9.17)
Die Integration fiihrt auf

Ay
D (1) () = — PR 9.18)

wobei ® (7) wie folgt definiert ist

2
®(y) = ——lr17§7+ 131 — V3 arctan gf (9.19)

Mit der Berechnung von 7 aus (9.18) und dem nachfol-
genden Einsetzen in Gl. (9.13) erhilt man das Ande-
rungsgesetz der Belastung F mit der Zeit. Beispielsweise
kann der Wert der relativen Anderungsgeschwindigkeit
der Belastung F bei t > + 0 wie folgt ermittelt werden.
Mit Hilfe von (9.13) und (9.17) erhilt man

1 dF L+20] A

4 ar =_ — . 9.20
F dt |t—=>+0 a, 3n (-20)

Die GlIn. (9.16) und (9.20) enthalten die leicht mefba-
dF

ren GréBen o, F, und —
dtl¢=+9

nissen kann man die Materialparameter A; und 71 be-
stimmen.

2. Das verallgemeinerte Material von Kelvin und Voigt.
Wie im vorhergehenden Fall gilt

. Aus den MeBergeb-

O T S
xk'é;:(lk_)
ok = 0, m = konst.

Mit Hilfe der Gln. (8.6), (8.7) ermittelt man o0, und
nachfolgend F nach (8.9). Dabei erhilt man

(9.21)

F= Aa[Ak(——'yk) 30, L d"‘] k=1,2,.
Tk (9 22)
F=AaA, (- —12). 9.23)
Yo o
Die Gln. (8.9) ergeben
1 dx 1 dry
dk dky 27k dt dkz - (9'24)

7 dt -
Unter Beachtung der Beziehungen (9.8), (8.10) erhalt

man die Gleichung
lda_3 1 dy
a dt =97 dt )

Die Anfangsbedingungen lauten
t=0 a=n=1. (9.25)
Das entsprechende Integral ist
n
a= 1 7. (9.26)
1=0

Das Gleichungssystem (9.22), (9.23), (9.26) zusammen
mit den Anfangsbedingungen (9.25) erméglicht die Be-
stimmung der Funktion a = a(t) entsprechend der Funk-
tion F = F (t). Ausfithrlicher wird der Fall n = 1 darge-
stellt. Dann erhilt man

1 dn

_ 1 2, o1 M
F=Aa[A (71 7)) —3n 7 dt I, (9.22a)
|
F=AaA, (—-7)), (9.23a)
Yo °
a=Y,7] - (9.26a)

Mit Hilfe dieser Beziehungen werden jetzt die charak-
teristischen Besonderheiten der Kriechprozesse unter-
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sucht. Die Belastung F soll sich sprunghaft von 0 aut F
indern und anschliefend konstant bleiben. Da die Gl.
(9.21 a) die Ableitung der Funktion 7v; enthilt, darf sich
v; nicht sprunghaft indern. Die Gl. (9.23 a) enthilt
keine Ableitung. Folglich kann sich 7, und damit auch
a sprunghaft dndern. Somit ergibt sich

t=+0 7 =1 a=7,=0, (9.27)
und man erhilt in den Gln. (9.22 a), (9.23 a)

d
F=—3Aa+n]£—l, (9.22b)
F=A A,(1-0%). (9.23b)

Wenn man a, experimentell bestimmt, so kann man mit
Hilfe der Gl. (9.23b) den Materialparameter A, — Mo-
dul der momentanen Elastizitit — ermitteln.

Unter Einbeziehung der Gln. (9.26a), (9.23a) und
(9.22b) libt sich die Deformationsgeschwindigkeit
da
dt
bestimmen. Dies fiihrt zu

sofort nach Beginn des Lastangriffs, d. h. bei t = +0,

- 3mAn- & qde . (9.28)
AA,(1+20)) At |-y

Wenn man die Kriechgeschwindigkeit experimentell bei
t = +0 bestimmen kann, so li6t sich folglich der Para-
meter 7] — der Viskosititskoeffizient — ermitteln.

Jetzt lassen sich zwei Varianten betrachten:

a) Das Material besitzt ein begrenztes Kriechvermogen.
Das bedeutet, daf bei t > oo die Deformationen gegen
einen endlichen Wert streben

71 - Y% -
Aus den Gln. (9.22 a), (9.23 a), (9.26 a) folgt

F=AAy You 1-7)) .

F=AA, 7 1-7) , (9-29)

a =7o* 71* .

o> ax, 70970*9

Wenn man «, experimentell bestimmen kann, so lifit
sich unter Verwendung des Systems (9.29) A;, 7,4
und 7;, ermitteln. Damit sind alle Materialparameter
definiert.

b) Das Material besitzt ein unbegrenztes Kriechvermé-
gen. Dann gibt es zwei Moglichkeiten

a=>0, 720, 7,0
a—>oo, 71_)°°1 70—)1 .

Die erste Moglichkeit entspricht einem unbegrenzten
Kriechvermogen bei Zugbeanspruchung, die zweite bei
Druckbeanspruchung.

Zunichst wird der zweite Fall betrachtet. Dieser Fall
bedeutet, daf das Gleichungssystem (9.29) bei 7}, > 1
keine Losung besitzt. Dies ist nur bei A} = 0 méglich.
Der erste Fall entsprach einer Zugbeanspruchung. Wenn
A; = 0 ist, so hat das System (9.29) keine Lésung und
folglich erhilt man fiir beliebige Belastungen F ein unbe-
grenztes Kriechvermégen. Wenn A; # 0 und Ay <A,
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gilt, so existiert fiir kleine F eine Losung des Systems
(9:29), d. h. man erhilt ein begrenztes Kriechvermo-
gen. Wenn F > A; A ist, so besitzt (9.29) erneut keine
Lésung, d. h. man erhilt unbegrenztes Kriechvermogen.
Daraus kann man folgenden Riickschluf ziehen: wenn
ein unbegrenztes Kriechvermdgen bei beliebigen, noch so
kleinen Belastungen F existiert, so mufi A; = 0 werden.
Wenn ein kompliziertes Materialverhalten vorliegt, so
sollte A; aus dem Zugversuch ermittelt werden, da hier
bei A; # 0 der Fall a) realisiert wird.

Dem Leser soll an dieser Stelle auch nicht verschwiegen
werden, daB der Fall n > 1 eine tiefere theoretische Ana-
lyse und experimentelle Absicherung erfordert.

3. Elastisch-plastisches Material mit kinematischer Ver-
festigung. Analog zu den vorhergehenden Ausfiihrungen
erhilt man folgende Gln.

n
F= ZF (9-30)
i=1
1 2
F, = AAia(7_7i)7 (9.31)
1
1 dy  1de, 2N 2
Z a-t—-EE+3—Ai(7—i—7i)a (9.32)
A, \%—'y? |< Ki=v3K;, A=0 (9.33)
i

PV l = K;=v3 K, ,,>0.
% ! ‘
Als Norm wird hier die Norm von v. Mises verwendet

N(§): 3 §

non

Folgende Anfangsbedingungen gelten
t=0 a=1 v=1. (9.34)

Auf den Stab soll eine Belastung wirken (Zug- oder
Druckbelastung). Auf Grund der Anfangsbedingungen
werden die erste Zeit nach Belastungsbeginn die Bedin-
gungen der ersten Zeile (9.33) in allen Elementen i er-
fiilllt. Folglich gilt A; = 0 und aus (9.32) kann man pro-
blemlos

yy=a i=1,2,....n

erhalten. Nach Einsetzen dieses Wertes in (9.30) und
(9.31) erhilt man den Ausdruck fiir die Belastung in der
Anfangsetappe der Belastung

F=A( __%1 A) (1 —ad). (9.35)

Bei einem bestimmten Wert a = a; wird im ersten Ele-

K.
ment (mit dem kleinsten Verhiltnis Kl- ) die Bedingung
i

der zweiten Zeile (9.33) erfiillt. Der entsprechende Wert
Y1 = ap wird mit ’7; und v, bezeichnet. Offensichtlich
gilt '

7; >1, 7; <1.

Bei einer weiteren Belastung bleibt der Wert y; konstant
und ist gleich 7; oder 7, in Abhingigkeit vom Vorzei-



da . .
chen von — . In diesem Fall hat man auf der zweiten

dt
Etappe der Verformung

da - 1 2.,
E<0) 71_715 Al(;_l—"yl)_*.Kl?
da

o+ 1 2,
(_1-?>O’ 71_71 ) Al('y—l—’yl)__Kl.

Wenn man diese Werte in die Gln. (9.30), (9.31) einge-
setzt werden, erhilt man:

da ~ n
—<0,F=AK1+A( z Ai)(l——a3),
dt i=2

da

~ n
—>0, F=—AK +A( Z A)(1-03).
dt i=2

Der Vergleich dieser Funktionen mit (9.35) ergibt einen

Knick im Verlauf der Kurve F = F (o). Der Wert F bei
a = oy wird mit F; bezeichnet. Nach (9.35) gilt

Fe( 2 A)a-o).

Wenn experimentelle Daten von F; und o; vorliegen, so
erhilt man nach dieser Formel

n Fl
Z A=

(9.36)
i=1 1-«

3
1
Die FlieBbedingung im ersten Element kann man mit
Hilfe von (9.33) erhalten

2 (9.37)

§1=A1 Ii—az ‘ .
*

Bei weiterer Belastung erreicht man die Fliefgrenze im

zweiten plastischen Element. Dies geschieht bei a = oy

(= 'y;, 72_) Das Gesetz der nachfolgenden Verformun-

gen lautet offensichtlich

~ ~ n
g_‘:<0, F=AK, +Kp)a+A( = A)(l—0ad),
i=3

da B ~ n 3
—>0,F=-AK;+Ky)a+A( T A)(1-a?).

dt i=3

Damit erhilt man wieder einen Knick. Der Wert fiir F an
der zweiten Knickstelle wird mit Fy bezeichnet. Es gilt

~ n
Fp=tAKjop +A( T A)(l-al).
i=2

Unter Verwendung von (9.36) kann man diese Bezie-
hung anders schreiben

Fy

3
l+az1

Gemeinsam mit (9.37) bildet diese Gl. ein System zur
Ermittlung der Materialparameter A; und K.

Wenn die Analyse der Deformationen in dieser Form
fortgesetzt wird, so kann man alle Materialparameter des
Modells bestimmen.

54 3
Fy=+AK; ag+A( ~A)A-)).
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