TECHNISCHE MECHANIK 4(1983) Heft 1
Manuskripteingang: 11. 6. 1982

Parameterresonanzen beim durchstrémten geraden Rohr

O. Becker

1. Einleitung

Bei einer genaueren Modellierung der Eigenschaften von
Rohrleitungen ist auch der Einfluf des im Rohr stromen-
den Mediums zu erfassen, da er zu qualitativen Verinde-
rungen im dynamischen Verhalten filhren kann. Seit Be-
ginn der fiinfziger Jahre ist das durchstrémte Rohr daher
Gegenstand theoretischer und experimenteller Untersu-
chungen. Uber Modelle, Losungsverfahren und Ergeb
nisse wird in [1] bis [4] berichtet.

In der Mehrzahl der Untersuchungen werden Druck una
Stromungsgeschwindigkeit als zeitunabhingig vorausge-
setzt und es wird die kritische Geschwindigkeit Vy ;, des
Mediums bestimmt, bei der das Rohr seine Stabilitit ver-
liert. Bei Metallrohren liegt V) ,;, jedoch i. a. weit ober.
halb der auftretenden Nenngeschwindigkeiten (vgl. [27])
und ist daher ohne praktische Bedeutung.

Den zeitunabhingigen Anteilen von Druck und Strs-
mungsgeschwindigkeit sind jedoch stets mehr oder weni-
ger ausgeprigte, aus vielfachen Ursachen herriihrende
Pulsationen iiberlagert. Dominiert der Einfluf der perio-
disch arbeitenden Antriebsaggregate, so kénnen sie nihe
rungsweise als periodische Funktionen der Zeit betrach-
tet werden und das durchstromte Rohr stellt ein deter-
ministisch parametererregtes System dar. Beim Arbeiten
des Rohres in einem der Parameterresonanzhereiche er-
geben sich nach einem linearisierten Modell trotz vor-
handener Dimpfung exponentiell wachsende Losungen.
Nichtlinearititen des realen Systems werden sie zwar be-
grenzen, doch wird das Rohr i. a. noch mehr oder weni-
ger heftige Schwingungen ausfiihren, so dab die Gefahr
eines vorzeitigen Versagens vor allem durch Werkstoff-
ermiidung besteht. Da Parameterresonanzen bereits bei
kleinen Nenngeschwindigkeiten des Mediums moglich
sind, ist ihrer Bestimmung und Vermeidung erhohte Auf-
merksamkeit zu widmen.

In [5] bis [8] werden nur Druckpulsationen, in [9] bis
[15] nur Geschwindigkeitspulsationen, in [16] bis [27]
gekoppelte Druck- und Geschwindigkeitspulsationen zu-
grundegelegt. Das Rohr wird u. a. als gelenkig-gelenkig,
eingespannt-gelenkig, eingespannt-eingespannt oder ein-
gespannt-frei, in [14], [16], [21], [22], [24] als teilweise
elastisch gelagert betrachtet; in [15] wird der Durchlauf-
triger, in [6] das unendlich lange Rohr untersucht. Un-
terschiede in den Modellen bestehen ferner hinsichtlich
der beriicksichtigten Vorbelastung und Diampfung.

Durch Zuriickfiihrung des Problems auf eine Mathieu-
sche Dgl. ([5] bis [8], [10], [11], [13]) bzw. durch An-
setzen der Losungen auf den Grenzflichen als periodi-
sche Funktionen ([9], [12], [14] bis [22]) werden nur

16

einfache Parameterresonanzen erhalten. Aus einem Sy-
stem Hillscher Dgln. und seiner charakteristischen Ex-
ponenten bzw. Multiplikatoren werden in [22], [24],
[27] einfache Parameterresonanzen und Kombinations-
resonanzen bestimmt. Beide Resonanzarten ergeben sich
in [12] bzw. [25] bis [27] fiir kleine Pulsationen nach der
Methode von Hsu bzw. Mettler. Uber experimentelle Ex-
gebnisse wird in [23] berichtet.

Einerseits erhilt man auf Grund des verwendeten Mo-
dells oder Losungsverfahrens nur ein unvollstindiges
Bild iber das Resonanzverhalten des Rohres. Andere:-
seits sind die numerischen, alle Resonanzarten liefern-
den Verfahren rechenzeitintensiv und Anderungen von
Systemgrofien sind nur beschriinkt verfolgbar. Diese
Frage spielt aber bei der Beurteilung des Resonanzver-
haltens und der Vermeidung der Resonanzbereiche eine
wichtige Rolle.

Bei einer Vielzahl praktisch aufiretender Fille ist die
Nenngeschwindigkeit klein gegen Vi, liegt schwache
Dimpfung vor und sind die Pulsationen klein gegeniiber
den konstanten Anteilen. Unter diesen Voraussetzungen
werden bei beliebig periodischen Druck- und Geschwin-
digkeitspulsationen Niherungsformeln fir die Hauptin-
stabilititsbereiche bei einfacher Parameterresonanz und
bei Kombinationsresonanz hergeleitet. Die damit erhal-
tenen Ergebnisse werden fiir den Zweistiitztriger und
den Kragtriger mit denen aus der Literatur verglichen.

2. Mathematisches Modeli
2.1. Bewegung des Mediums

Die Bewegung des inkompressiblen, reibungsfreien Medi-
ums wird durch ein eindimensionales Strémungsmodell’
beschrieben. Der Vektor der Relativgeschwindigkeit ist
stets tangential zur verformten Rohrachse gerichtet und
die Riickwirkung der Rohrbewegung wird vernachléssigt.
Die Bewegungs- bzw. Kontinuititsgleichung lautet damit
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Bei z = L stromt das Medium in ein Reservoir, in dem ein
i. a. zeitabhiingiger Druck herrscht. Als Lésung von (1)

folgt
V() = V,+uVy (1),
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mit den konstanten Grdfien V,, V;, p,, p; und den be-
liebigen Funktionen ®, ¥. Es ist py die Dichte des Me-
diums und p eine reelle Zahl, welche die GréBenordnung
der Pulsationen in Bezug auf die konstanten Anteile
kennzeichnet. Im weiteren sind ® und ¥ periodisch mit
der Periode T = 27/S2, der Pulsationskreisfrequenz

und den konvergenten Fourierreihen

B = T lg, cos(sQ1) + 7 sin (2],

s=1

- (6)
U(t) = = [Ygcos(sQt) + Y sin(s21)].

s=1

Nach (2) sind mit py # 0, V; = 0 reine Druckpulsationen
gemih [5] bis [8] moglich; reine Geschwindigkeitspulsa-
tionen entsprechend [9] bis [15] wiirden V; # 0 und
p1 = V1 = 0 erfordern und sind daher nicht méglich. In
[16] bis [27] wird der Fall V; # 0, p; = 0 zugrundege-
legt, wihrend der Fall V; # 0, p; # 0 noch nicht be-
trachtet wurde.

2.2. Bewegung des Rohres

Das Rohr konstanten Querschnitts wird als Euler-Ber-
noulli-Balken mit viskoelastischem Material vom Kelvin-
Voigt-Typ, elastischer Querbettung und geschwindig-
keitsproportionaler duBierer Dimpfung betrachtet. Die
Einstromstelle z = 0 ist lings und quer unverschieblich
gelagert; weitere vorhandene Bindungen sind starr. An
der axial verschieblichen Ausstromstelle z = L greifen
die Druckkrifte R; (richtungstreu) und T; (kérpertreu)
an; in positiver z-Richtung wirkt eine konstante, rich-
tungstreue Streckenlast r;, die fiir das vertikale Rohr
als Eigenlast von Rohr und Medium deutbar ist.

Der Einfluf des im Rohr stromenden Mediums kommt
ilber die Fliehkraft, die Corioliskraft und den Medien-
druck zur Wirkung. Seine korrekte Erfassung ist erst im
Rahmen einer Theorie zweiter Ordnung méglich; vergl.
[27]. Die Bewegungsgleichung des Rohres — einschlief-

lich eines Terms T, ; — und die Randaussagen lauten:
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Neben bereits erklirter Grofien bedeuten: EI — Biege-
steifigkeit, Ap — lichter Rohrquerschnitt, ug bzw. up —

- Masse pro Lingeneinheit des Rohres bzw. Mediums, B —

Bettungskonstante, L — Rohrlinge, kg bzw. k — Koeffi-
zient der Werkstoff- bzw. duberen Dimpfung, w — Biege-
auslenkung der Rohrachse, z — Ortskoordinate, t — Zeit.
In [5] bis [27] werden nur Spezialfille von (2) bis (4)
betrachtet; [21], [22], [24] ist beziiglich (5) allgemeiner.
Inkorrekte Gleichgewichtsbetrachtungen fithren bei [9],
[12], [14], [15], [18], [20] zu einem fehlerhaften Zusatz-

term T, ; er wurde in (4) mit aufgenommen, um seine
Auswirkungen zu verfolgen:

0 fiir korrekte G1. (4)

T,y = 6
zZus dv aw § ( )
fiir fehlerhafte G1. (4)

P d&t 32
Den Beziehungen (4), (5) ist mit (2), (6) der Ausdruck
1r
ﬁ (W' + kg W) Sw' '+ [k + W + pw

+2Bc(agtoaq u®)w '+ (y+oy frud’)w )

+ fges w"]6w} dx —fgw'(1)éw() = 0
mit

fges = fptfp—v(1-x) (ot u ®)>?

@®)
ty tm ¥+ (1-x)0y B ud’

gleichwertig. Striche bzw. Punkte bezeichnen partielle
Ableitungen nach x bzw. 7. Es wurden folgende einhei-
tenfreie GroBen eingefiihrt:

x =1L , 1 = L2 VE(ug *ap) -
o = VoL Vug/(EI) , @ = VjLvug/(ET)

T, = po Ay L?/(EI) m = py Ap L2/(EI)

fr = Ry L2/(EI) , fp = T; L2/(EI) @)
¥ =19 L3/(EI) , @ = BL4/(EI)

K =

kL?/VEl(ug +up) » *E = kgL~ VEI/(ug *up)
w = QL2 V(ug +ug)/(EI) , = Vug/(ug +1f)

Die Pulsationen sind bereits durch u® bzw. u¥ erfabt,
so daB man oy = a, und m; = 7, setzen konnte. Die
Grofie p wurde bei dem aus der Coriolisbeschleunigung
herrithrenden Term mit §, bei den aus den Geschwin-
digkeitspulsationen resultierenden Druckpulsationen mit
B, und beim fehlerhaften Zusatzterm mit §; bezeichnet.
Bei korrekter Bewegungsgleichung und Beachtung der
Kopplung zwischen Geschwindigkeits- und Druckpulsa-
tionen ist §; = ﬁp B und B; = 0 zu setzen. Die unter-
schiedlichen Bezeichnungen werden beibehalten, um die
Einfliisse getrennt zu verfolgen.
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2.3. Diskretisiertes Ersatzsystem .

Das elastische Kontinuum Rohr wird durch

N
w(x,7) ~ _Elvj () g5(7) (10)

auf ein System mit N Freiheitsgraden reduziert. Mit den
Eigenwerten A, bzw. Eigenkreisfrequenzen Wi = 7\1
(im Rohr ruhendes Medium, keine Dimpfung, keine
Vorbelastung) gilt:

rerr 4 _
Vj —7\J vj—O
v;' = 0 oder v’ = 0} .
inx =0
v =0 1)
vi'= 0 oder i =0
inx =L
Vi = 0 oder vj"' 20

Mit (10), (11) folgt aus (7), (8) das Dgl.-System

N
g + @2 g +'>:1 [by q; + ¢ q1=0; i=1,2,...,N (12)
J:
mit den periodischen Koeffizienten
bj; (1) = (k t kg wioz)a +2Bc(ag g uP)uy, (13)

e (1) = £ 8y + v (w — py) *+ fr (55 — 7))
tlprm tmp¥+ (g ragu®?ly;  (14)

+ oy (B pyj + By uy) u®”

und den Abkiirzungen
1 1 1 1
fe = fv v.'dx , = — f V”dx
YT oY G 0
-1 fa- d -Luawa) as
Pjj _E '({( x)vlv X le”éi_vi( )vj() 15)
1 1 fir i=j
- 2 ]
= [v2dx , 8y =
4 = Ju i {0 fir %]

Fiir (13), (14) existieren mit (3) die Fourierreihen

byj (1) = B+ 2 I[bg)cos (swn) +bY sinwn)],

(16)
G (1) = Co)*#z [c(s)cos(sw‘r) +_( )sm(sw'r)]

mit den Koeffizienten

bg’) = (K +Kg WD) By + 20, By uy , - (7)
bg) = 2096 ey,
E(s) - (18)

ij 20 B, U5 Vg »
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Ql(j°) = pdy +v(w;— py) * fr (5 — ) +
+(fp + 7o+ 02y, (19
cg;) = 20,0 195 + a1 Qo (B, Py +Bruy) 0 +

+ 11'1 T;: d/s )
! (20)
c® - 24,0y rij @ s — 0y 2o (Bp pij +Br vy s *

+1T1 l'ij \l/s .

Die Niherungsformeln in 3.1 beruhen u. a. auf einem
Storungsansatz in g bei Beriicksichtigung der Glieder bis
zur ersten Potenz, so daB mit 2 nach (23) in (20) be-
reits folgende Niherungen verwendet wurden:

W Qy, (@t ud)2~alt20,0u®  (21)

3. Hauptinstabilititsbereiche
3.1. Néherungsformeln fiir die Grenzkurven

Die Terme mit p, v, fg, fg, m,, oti seien hinreichend
klein, so da6 sie als schwache Vorbelastung des Rohres
deutbar sind; dies ist im wesentlichen identisch mit der
Bedingung V, <V} .;;. Es liege schwache Diampfung vor,
d. h. k, kg <1, und es erfolgt eine Beschrinkung auf
kleine Pulsationen, d. h. 4 < 1. Damit beschreibt (12)
bis (14) das Verhalten eines deterministisch schwach
parametererregten, schwach gedimpften Systems mit
schwacher Vorbelastung. Hierfiir haben i. a. nur noci: di«
sog. Hauptinstabilititsbereiche (HIB) praktische Bedeu-
tung. Thre Grenzkurven in der uw-Ebene ergeben sich
nach der Methode von Mettler [28] in der modifizierten
Darstellung gemif [27], [29] fir pp,;,, < ¢ < 1 nihe-
rungsweise als

SO W =2, +A+ Cu2 £ VDT A B (2B Uis (22)

mit den Abkiirzungen
2y = wjo + wjg » A =(K;+Kj)/2 (23)
D +D .D.
= \/ , E=2 /217 24,
" avD.D, D - v (24)
_ZDithy p- Di*hi 25
16D;D; ¥ '’ 7 16D;D; ¥ 25)
K = K=o, . (26)
_1, (0 _1, 0
D; =b, » Dj=b, (27

und dem Schwellwert

1
Hmin = \/2-52- [-B? +VB% + 4(DBE)? | fiir ;;# 0, (28)

Hmin = E fiir A = 0. (29)



Mit den Amplituden @, , ¥, und Phasenwinkeln o, 7,
wird

¢g = @ cos g, :,_o_s = @, sinog ,

~ (30)
V=V cosTy, Yg= YysinTyg
und mit (18), (20) folgt nach [29]:

_ 2.2 2 2
Flj = {11’1 \IIS l'lJ I'J‘ + a ¢S [4(!0 l'ij rji

*+ (Bp $%o Pij — 2B wjo wy; + By 2, uy)
* (Bp 2 pji — 2B wig uj; + B S, ;)]
(31)

tay my By W, cos (05— 75) * 4o 151
+ o] T q)s ‘I’S sin (08 - Ts)
[ (B Qo P} — 28, Wio W; + B 2 )

1(ﬂp o Pij — 23c Jounj+ﬁf

Ay = g (20, 0y D+ 1y Wy cos (0 — 7))

* [ (Bp 2o By — 2B Wio uj; + Be g uj5) (32)

—Ti (Bp Qo Pij — 2Bc Wio Uj5 +Bg Qo uij)]/("')io wjo)

Ein durch (22) bis (32) beschriebener HIB bezieht sich
auf die Parameterresonanz der s-ten Harmonischen von
(3) mit w;, bzw. wjy, Wj, und die Beziehungen gelten
fiir
— einfache Parameterresonanzen .Elii mit i =j,
— Kombinationsresonanzen S, vom Summentyp
mit i > j,
— Kombinationsresonanzen Dl'-‘ vom Differenztyp
mit i > j bei Ersetzung von wjo durch — wj, und
unveridndertem w;,.

Bei bekannter oberer Schranke u, ., folgen nach Bild 1
die zur Vermeidung von Parameterresonanzen auszu-
schlieBenden Bereiche der Pulsationskreisfrequenz als

Bild 1
AuszuschlieBende ¢>Bereiche

Q, “ij)]}/ (Wi Wjo)

w ¢ [(“’min’ wmax]ij,s (33)
fiir alle ij, s mit ppin < ppy .5 und

“min
max

19,4 A+ O 2, =D, VB (12, B Ve (30)

3.2. Diskussion der Ergebnisse
Einfluf der Vorbelastung

Der Lageparameter $2, bestimmt die Fubpunkte der HIB
des dampfungsfreien, nicht vorbelasteten Rohres. Die
schwache Vorbelastung kommt iiber den Lagepara-
meter A zum Ausdruck, wobei nur die konstanten An-
teile der Elemente in der Hauptdiagonale von { Cjj J ein-
gehen. Die FuBpunkte der HIB des dampfungsfrelen,
schwach vorbelasteten Rohres sind damit durch £2, + A

gegeben.

Mit uy; > p;;, %; > 1;; werden alle HIB durch die elasti-
sche Bettung P durch die Eigenlast ¥ > 0 (hiingendes
Rohr) stets zu groBeren w-Werten, durch die Eigenlast
7 < 0 (stehendes Rohr) und durch die richtungstreue
Druckkraft fg stets zu kleineren w-Werten verschoben.
Die Richtung der Verschiebung der HIB infolge der kor-
pertreuen Druckkraft fp, des konstanten Druckanteils
m, und des konstanten Fliehkraftanteils o2 hiingt vom
Vorzeichen von r;; und damit vom Lagerungsfall ab.

Einfluf der Dimpfung

Die Formparameter B, E, C, D werden i. a. auch durch
die Dampfung beeinflubt, wobei nur die konstanten An-
teile der Elemente in der Hauptdiagonale von{ b;; p ein-
gehen. Diese setzen sich aus der_iuBieren Diampfung K,

der Werkstoffdimpfung kg w. 2 und der durch die

Coriolisbeschleunigung bedmgten Stromungsdémpfung
20, f,u;; zusammen. Mit u; > 0 wird letztere bei
a, > 0 nicht negativ, verschwindet jedoch fiir alle Lage-
rungsfille mit v;(1) =0. Die Werkstoffdimpfung ge-
winnt mit wachsender Ordnung der w;, stark an Ein-
flub; ihre Vernachlissigung filhrt zwar zu einfacheren
Bezichungen, aber auch zu falschen SchluBifolgerungen
iiber die Getihrlichkeit der den hoheren Eigentrequen-
zen zugeordneten HIB.

Einfluf der Pulsationsanteile

Bei reinen Druckpulsationen ist a; = 0; es wird C= D=0
und B, E unabhiingig von a,, B. Es ist B direkt und
umgekehrt proportional zur Druckamplitude 7y ¥,. Die
Resonanzen E;" existieren stets. Fiir Lagerungsfa]le mit

v; (1) = 0 oder v;'(1) = 0 sind zusitzlich nur die Reso-
nanzen S; ¥ moghch

Bei gekoppelten Geschwindigkeits- und Druckpulsatio-
nen ist m; = 0. Jetat haben a, und 6 Bc, B¢ EinfluB auf
alle Formparameter. Es wire bei remen Geschwindig-
keitspulsationen Bp = 0, bei Vernachlissigung der Corio-
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lisbeschleunigung B, = 0, bei fehlerhafter Bewegungs-
gleichung B¢ # 0. Nach (2), (6) mub jedoch B, =8,=8
und B; = 0 verwendet werden; andernfalls ergeben sich
fehlerhafte Aussagen iiber Offnungsbreiten, Schwell-
werte und die Existenz von Kombinationsresonanzen.
Die Breite der HIB ist direkt und p,;, umgekehrt pro-
portional zur Geschwindigkeitsamplitude o; ®,. Die
Resonanzen E;" existieren stets; iiber das Auftreten
der Resonanzen S;¥ und Dy Y sind nur fiir den konkre-
ten Lagerungsfall Aussagen méglich.

Beim allgemeinen Fall der Pulsationen gemib (2), (3) ist
in den Beziehungen (31), (32) ﬁp =B, =B und B; = 0 zu
setzen. Die Formparameter hingen aufier vom Lage-
rungsfall und von o, B, kK, Kg nun von beiden Pulsa-
tionsamplituden a; @, m; ¥, und vom relativen Pha-
senwinkel 0; — 7, ab. Man kann zeigen, daB die Re-
sonanzen E;" stets existieren; iiber das Auftreten der
Resonanzen S;V und D," sind nur fiir den konkreten
Fall der Lagerung und der Pulsationen Aussagen még-

lich.

Umkehr der Stromungsrichtung

Diese Frage tritt z. B. bei der Entleerung von Kavernen
mittels Rohrtour auf und wurde in [30] fir V = const.
untersucht. Bei unverinderten SystemgroBen ist V durch
— V zu ersetzen, so daf die abgeleiteten Beziehungen mit
o, > —a, und ay >—a giltig bleiben. Es werden 2,
und A nicht beeinflubt. Mit uy; = 0 wirkt die ,,Strd-
mungsdimpfung” nun anfachend. Es geht 4;; in — A
iiber, wihrend T’ nur fir o) # 0 und m; # O verédndert
wird. Gegeniiber (iem urspriinglichen System wirkt eine
Stromungsumkehr i. a. stabilititsmindernd (z. B. infolge
kleinerer Schwellwerte); eine Verinderung im Auftreten
der Kombinationsresonanzen ist zu erwarten; genauere
Aussagen sind nur im konkreten Fall moglich.

Giiltigkeitsbereich der Ergebnisse

Die Gin. (22) bis (34) gelten nur fir HIB unter Einhal-
tung der Bedingungen u <1,V <V}, undk, kg <1.
Ein HIB wird fiir festes ij, s in erster Naherung nur durch
die in Bild 2 markierten Elemente von{ bij} und{ cij}
beeinflufit; die s-te Harmonische der Pulsationen kann
unabhiingig von allen anderen betrachtet werdem Die

Bild 2
EinfluB der Matrixelemente auf die Resonanzbereiche
fiir festes ij, s
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Aussagen iiber den Einflu der einzelnen Systemgréfien
sind ebenfalls unter o. g. Bedingungen zu sehen.

Bei der Auswertung von (28), (29) kénnen sich Schwell-
werte ergeben, die der Bedingung u < 1 nicht geniigen.
Solche HIB treten erst fiir éntsprechend grofie u-Werte
auf; sie sind durch (22) bis (32) nicht mehr beschreibbar,
haben jedoch fiir schwache Parametererregung keine
praktische Bedeutung. Letzteres trifft bereits fiir HIB zu,
bei denen Ky, i > My ax Wird.

Vergleichsrechnungen ohne Verwendung von (21) nach
der fiir beliebiges u einsetzbaren Multiplikatorenmethode
ergaben bis u ~ 0,5 gute und fiir ¢ =~ 0,5...1 noch
brauchbare Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der
Niherungsrechnung; vergl. auch Bilder 4 und 8.

3.3. Lagerung als Zweistiitztriger

Fiir das System nach Bild 3 wird
vi (x) = sin)\jx mit )\J =jm. (35)

Die Stromungsdimpfung verschwindet; es wird C=D=0
und

K; = '(fR+fT+"o+a02)+7/2+p/("2 iz)v

(36)
Di =K tKg it
4
plot) PLY Y
T1
v, -5
Vi 1

Bild 3
Das Rohr als Zweistiitztriger

Bei reinen Druckpulsationen existieren keine Kombina-
tionsresonanzen; fiir die Resonanzen EI“ wird

Q, =2m22 , A=K,

67
B = ﬂl ‘I’slz ’ ”’mm:Di/B'

Unter Beachtung der Voraussetzungen in 3.1. lassen sich
die Ergebnisse nach [6] in (36), (37) fiir kg = v = 0 iiber-
fiihren. .

Bei gekoppelten Geschwindigkeits- und Druckpulsatio-
nen treten mit §, = §, = B, B¢ = O keine Resonanzen
D, Y auf. Fiir die l¥esonanzen E, " wird

Q = 2m2i2 =

0 ) A Ki )
e 38)
B = oq®,- a +2 14 i4/4 » Mmin =Dy/B.
Fiir die Resonanzen S, ij gilt mit i > j und i — j ungerade:

Q, = n2(i2 +j2) » A = (K +K;)/2
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Der Einfluf der Systemgrofien ist aus (36), (38), (39)
ablesbar. Die Bilder 4 bis 6 zeigen typische Verliufe fiir
B, Upyin und die Grenzkurven. Fir i > 1 (mitj=i-1
bei Sl'-‘) wird B ~i2, sowie Hmin ~i2 bei kg ¥ 0 bzw.
Hmin ~i~2 bei kg = 0; bei Vernachlissigung der Werk-
stoffdimpfung wird daher die Gefihrlichkeit der den
héheren Eigenfrequenzen zugeordneten HIB iiberschitzt.

Die Ergebnisse aus [26], [29] sind Spezialfille von (38),
(39). Die Aussagen in [19] iiber den qualitativen Einfluf
der Systemgrofen bei den Resonanzen E;" werden
durch (36), (38) bestiitigt; Resonanzen S,Y, D, ¥ wurden
in [19] nicht erhalten. Der Fall 8, = 8¢ = 8, Bp = 0 gemifi
[12] liefert bei sonst gleichen Aussagen

B = o0 ¥, fir B,
B D; + D o fi S (40)
VD; D; ) !
w
2
8,4
8,2+
8,0
78+
76
%]~ Naherugsissung
- - - - exakte Losung
=170
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Bild 4
Hauptinstabilititsbereiche fiir den Zweistiitztriger bei N=2 _
(%:al =0,5 bzw. 1,0; =0,4;k =0,1; (I)l =1; null sonst)
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Offnungsbreite des Resonanzbereiches Eln fiir den Zwei-
stiitztrager

: T
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Bild 6

Sch‘?rellwert des Resonanzbereiches Elll fiir den
Zweistiitztriger bei Kgp=0

und unterschitzt damit die Gefihrlichkeit aller E i go.
wie der S, " fiir 0,413 i <j <i. Resonanzen D,V treten
auch fiir diesen Fall im Gegensatz zu [12] nicht auf.

3.4. Lagerung als Kragtriger

Fiir das System nach Bild 7 wird

vj (x) = A [sin\jx —sinh Ay x —@;(cos \jx —cosh Ay x)1/2,
o = (sinh A+ sin)\j)/(cosh;\j +cos X)) -9

ve.rwendet. Mit uji- = 2 ist stets eine Stromungsdimpfung
wirksam. Die Zahlenwerte fiir A; und (15) sind dem An-
hang zu entnehmen. Es wird

K; = [fg (rjj — zi5) + (f + 7o @ ) 1y
+7 @2 —py) +PIAE, (42)
Dy =k +kg >‘i4 +4ag B, .
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Bild 7
Das Rohr als Kragtriger

Bei reinen Druckpulsationen existieren alle Resonanzar-
ten;esist C=D = 0.

Fiir einfache Resonanzen E, i ywird
Q, = 232 A = K,

. @)
B = m¥r;/2N%) , D,/B.

Hmin =

Fiir Kombinationsresonanzen S; Y baw. Dlij wird mit i>j

o = "121"-2 , A= (K; £K;)/2,
) D; + D;
B = 7'1 szm vi Tij Tji /(2)‘1)‘;)
44)

Hmin = (D; *+ D;)/(2B).

In (44) gilt das obere Vorzeichen fiir die Resonanzen
Sl‘-' mit i—j gerade und das untere Vorzeichen fiir die
Resonanzen D U mit i— j ungerade. Vergleichsergebnis-
se aus der theratur liegen nicht vor.

Fiir gekoppelte Geschwindigkeits- und Druckpulsationen
sind mit §, = B, = B, B¢ = 0 ebenfalls alle Resonanzarten
moglich; es ist C = 0.

Fiir einfache Resonanzen E; 1 wird

= 2)\12, AzKi, l"’min:Di/Bv

B =¢ <1>s-\/a02rﬁ2/)\f+52(2_pﬁ)2 ,D=0.

(45)

Fiir Kombinationsresonanzen Slij bzw. D, i wird mit i > j:
Q, = A2t ;\.2 ., A=(K;tK;)/2, (46)

T, = +a2<1>2{4a I

ij o Tij5i

IO ) gy - 207 wy) } 'y )‘jz) : (47
A = 20,0y @2 {rij [ £02) pji — 202 w;]
2 -
—nlOF e gy 2wl O ND).

Die Formparameter B, E, C, D sind nach (24), (25) und
Mmin nach (28) zu bestimmen. In (46) bis (48) gilt das
obere Vorzeichen fiir die Resonanzen SlJ das untere
Vorzeichen fiir die Resonanzen D,". i Eine zahlenmiiBige
Darstellung ist fiir i = 1;2 und j=1 in [25], [27] enthal-
ten. Fiir Offnungsbreiten und Schwellwerte ergeben sich

22

* dhnliche Verliufe wie in Bild 5 und 6; vgl. [25]. Bild 8

zeigt einen typischen Verlauf der Grenzkurven, wobei
sich mit k = kg = 0 die Stromungsddmpfung deutlich
auswirkt. In Bild 9 ist p,;, fiir i=2;1 undJ 1 darge-
stellt; fiir kleine u tritt S i nicht, D 1 erst bel rela-
tiv grofien a-Werten auf. Es wird “mm fiir E 1 etwa
doppelt so grof wie fiir E122 dies ist vermutllch die
Ursache, da6 in [21] bis [24] die Resonanz E 1 nicht
erhalten wurde. Die dortigen Aussagen iiber den qualita-
tiven Einflub der Systemgrofen werden durch (42) bis
(48) bestiitigt (auBer den hier nicht betrachteten Feder-
konstanten aus [24]). Ein quantitativer Vergleich der Er-
gebnisse ist nicht moglich, da dort a-Werte in der Nihe
von oy . betrachtet wurden, wofiir die Niherungsfor-
meln nicht mehr gelten.

AuBer durch die nicht verschwindende Stromungsdimp-
fung unterscheidet sich der Kragtriger vom Zweistiitz-
triger dadurch, daf die korgertreue Vorbelastung
(fp +m, + a 2) den Berelch E,“* zu kleineren w-Wer-
ten, den Bereich El ]edoch zu groﬁeren w-Werten ver-
schiebt. Damit wird auch die Eigenschaft des Kragtri-
gers in erster Niherung richtig widergegeben, daB w,
durch eine solche Belastung verkleinert, «w, aber vergro-
Bert wird, und wy = w; die kritische Geschwindigkeit
bestimmt.

I
o

1,64

Naherungslosung
< - —— — exakte Losung

o
(2]
o —

025 05 o755 100 11?5,‘__
Bild 8

Hauptinstabilititsbereiche fiir den Kragtriger bei N = 2
(0 =) =0,2 bzw. 0,5; $=0,4; @, =1; null sonst)



Hmin
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x =02
x=0

g

05

Bild 9
Schwellwerte der Resonanzbereiche fiir den Kragtriger bei N = 2
(0, =0y =0,5; = 0,4;K = 0,2 bzw. 0; ®; = 1; null sonst)

4. Zusammenfassung und Ausblick

Den Untersuchungen liegt ein Balkenmodell fiir das ge-
rade Rohr und ein Fadenmodell fiir das strémende Me-
dium zugrunde. Bei beliebig periodischen Geschwindig-
keits- und Druckpulsationen des Mediums wird die Be-
wegung des Rohres nach entsprechender Diskretisierung
durch ein System Hillscher Dgln. beschrieben. Fiir den
praktisch wichtigen Fall kleiner Pulsationen, schwacher
Dimpfung und kieiner Vorbelastung wurden Niherungs-
formeln fiir die Grenzkurven der Hauptinstabilititsbe-
reiche bei einfacher Parameterresonanz und bei Kombi-
nationsresonanz erhalten. Aus ihnen ist der Einfluf der
Systemgrofien auf Lage und Form dieser Bereiche expli-
zit entnehmbar. Die Niherungsformeln gestatten bei vor-
gegebener oberer Schranke fiir die Pulsationen die Be-
rechnung der zur Vermeidung von Parameterresonanzen
auszuschliefenden Bereiche der Pulsationskreisfrequenz.

Eine Anwendung des Verfahrens auf das gekriimmte
Rohr und auf Rohrleitungen ist méglich, nachdem die
geeignet diskretisierten Bewegungsgleichungen in ein
schwach gekoppeltes Dgl.-System trans<formiert wurden.

Die Annahme periodischer Pulsationen stellt nur eine re-
lativ grobe Naherung fiir die Bewegung des Mediums im
Rohr dar. Aufgrund der Vielzahl sich iiberlagernder,
nicht vollig bekannter Einfliisse erscheint die Beschrei-
bung der Pulsationen durch ein stochastisches Modell
wirklichkeitsgetreuer. Eine stochastische Betrachtung
wird ebenfalls bei Mehrphasenstrémungen notwendig
werden. Die Erweiterung der Untersuchungen auf die
genannten Problemkreise sollte vorgenommen werden,
um genauere Aussagen iiber das dynamische Verhalten
durchstrémter Rohre zu erhalten.
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Anhang

Eigenwerte und Abkiirzungen (15) fiir den Kragtriiger bei N = 4

{ 7\1} =[ 0.187510E01  0.469410E 01 0.785476E 01

{uij} = [ 0.200000E 01 —0.858801E01  0.116462E 02

0.420888E 00 0.199997E 01 —0.106122E 02
0.700774E—-01  0.130292E01  0.200000E 01
| 0.278333E—01 0.258478E 00  0.298014E 01
{"ij} = [— 0.858245E 00 —0.211895E02  0.844868E 02
0.103848E 01 —0.132941E 02 —0.154221E 02
0.508372E00  0.189341E 01 —0.459043E 02
| 0.252608E 00  0.232255E01  0.304106E 01
{pij} = [~0.508553E01 —0.782595E01  0.149456E 02
0.654936E 00 —0.126346E 02 —0.138358E 02
0.418441E 00 0.194716E 00 —0.289506E 02
| 0.230673E00  0.178572E01 —0.298120E 01
{zij} =[ 0.550602E 01 —0.345057E 02  0.966168E 02
~0.305142E 01  0.191230E 02 —0.535448E 02
0.178913E01 -0.112123E02  0.313947E 02
—0.127911E01  0.801608E 01 —0.224452E 02
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