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Umrisse der modemen statistischen Turbulenztheorie
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1. Einleitung

Zu den Wesensziigen turbulenter Strémungen zihlt, wie
bereits der Augenschein vermuten lit, ihr im Detail re-
gelloser Verlauf. Wegen der an einem festen Punkt des
Feldes vorhandenen Schwankungen der Feldgrofen han-
delt es sich stets um einen instationiren Vorgang, bei
dem auf die Beteiligung unkontrollierbarer, zufilliger
Einwirkungen geschlossen werden kann. Andrerseits wir-
ken die Bewegungsgesetze der Kontinuumsmechanik
ohne Zweifel auch bei Turbulenz. Diesen Vorstellungen
entspricht der Gedanke, zur Beschreibung des Vorgangs
Mechanik und Stochastik in geeigneter Weise zu verbin-
den. Er findet sich erstmals in einer Arbeit aus dem
Jahre 1895, in der O. Reynolds die Momentenfunktio-
nen in den Mittelpunkt stellt. Inzwischen wurde das
Reynoldsche Konzept — vielfach weiterentwickelt — zu
einem unentbehrlichen Hilfsmittel bei der Berechnung
konkreter turbulenter Strdmungen. Dennoch kann heute
nur in Ausnahmefillen von einer ausreichenden stro-
mungsmechanischen Durchdringung der Turbulenz ge-
sprochen werden [1], [2], was damit im Zusammen-
hang stehen diirfte, daf das Abschluproblem der stati-
stischen Turbulenztheorie noch nicht in jeder Hinsicht
zufriedenstellend gelost wurde. Die Schwierigkeiten
beim Aufkliren der turbulenten Bewegung sind nach

Meinung von W. Albring auch durch einen unzureichen-

den Austausch iiber Fachrichtungsgrenzen hinweg ent-
standen, weshalb in manchen Phasen der Turbulenzfor-
schung der Schaffung einer begrifflichen Basis als Grund-
lage fiir das zielgerichtete Einsetzen mathematischer Me-
thoden zu wenig Bedeutung beigemessen wurde [3], [4].

In der Tat hat sich seit dem Wirken O. Reynolds die
Maftheorie, verbunden mit der Entfaltung der Stocha-
stik als eigenstindige Disziplin der Mathematik ent-
wickelt. Hinzu kommen wesentliche Fortschritte beim
Einsatz funktionalanalytischer Methoden in der Lésungs-
theorie der Navier-Stokesschen Gleichung (NSG). Auf
diese Weise wurden die Voraussetzungen fiir ein neuarti-
ges Herangehen an das Turbulenzproblem geschaffen,
was schlieilich zur modernen statistischen Turbulenz-
theorie hinfiihrte. Nach einer Arbeit von E. Hopf aus
dem Jahr 1952, die starke Beachtung fand, wurde sie
durch Beitriige von O. A. Ladyshenskaja, M. I. Wischik,
A. W. Fursikow, C. Foias, R. Temam u. a. zu einem fe-
sten Bestandteil der Turbulenzforschung ausgebaut.
Heute ist ein solcher Entwicklungsstand der Theorie
erreicht, dafi die Frage einer méglichen Nutzung ge-
priift werden kann.

1) Bearbeitete Fassung eines Vortrags auf dem Umlaufkollo-

quium iiber Probleme Turbulenz, Berlin 1981

Mit diesem Beitrag verfolgen wir in der Hauptsache das
Ziel, auf die Verbindung der Turbulenztheorie mit Funk-
tionalanalysis und MaBtheorie sowie Stochastik hinzu-
weisen. Im einzelnen werden im Anschluf an eine
knappe Darstellung der Grundgedanken zwei stochasti-
sche Modelle turbulenter Stromungen vorgestellt, die
zur Systematisierung bisher bekannter Richtungen der
modernen statistischen Turbulenztheorie dienen. Die ge-
nauere Betrachtung des rdumlichen Modells fiihrt zur
Hopfschen Gleichung und ihrer Verallgemeinerung durch
Foias. Sodann wird ein Weg zur niherungsweisen Be-
handlung der Gleichung vorgeschlagen, der auf eine Fa-
milie linearer partieller Differentialgleichungen fiir ge-
wisse Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen als Ersatzpro-
blem fiihrt. SchlieBlich heben wir den Umstand hervor,
dafi man dieselben Gleichungen auch bei Anwendung der
Theorie dynamischer Systeme auf turbulente Strémun-
gen erhilt, wie das von Mascheck wiederholt vorgeschla-
gen wurde [5], [6]. Einige Grundlagen aus der Funktio-
nalanalysis, die zur Darstellung des Stoffs benétigt wer-
den, sind im Anhang zusammengestellt.

2. Stochastische Modelle turbulenter Strémun-
gen

Bei konsequenter Anwendung der Kontinuumsvorstel-
lung erscheinen Fliissigkeiten und Gase als Systeme mit
unendlich vielen Freiheitsgraden. Die Dazwischenkunft
vieler, im einzelnen noch so unbedeutender Umstinde

- karin die unterschiedlichsten Bewegungsformen hervor-

bringen. Zur Beschreibung solcher und anderer Vorgiin--
ge, die auch von zufilligen Einwirkungen geprigt wer-
den, kennt die Mathematik den Begriff der stochasti-
schen Funktion, der durch Verallgemeinerung der Zu-
fallsgrobe entsteht. Wihrend bei letzterer jedem Elemen- .
tarereignis w € Q gemif X :-Q - R eine reelle Zahl als
Realisation zugeordnet wird, handelt es sich bei der
stochastischen Funktion um eine mefibare Abbildung

V:Q X @)

aus  in eine Menge X nichtzufilliger Funktionen x, die
auf einem Gebiet © definiert sind. Vielfach liegen Zeit-
und Ortsabhingigkeiten vor, die ihrerseits bestimmten
gesetzmifiigen Verinderungen unterliegen; bei Turbu-
lenz wird in Newtonschen Fluiden die Giiltigkeit der
NSG angenommen. Stochastische Funktionen sird also
das geeignete Instrumentarium zur Modellierung solcher
Vorginge, bei denen hinter einem zufilligen Erschei-
nungsbild sich gesetzmibige Zeit- und Ortsabhingigkeit
verbergen. Uns bieten sie inshesondere die Ansatzpunkte
dafiir, um durch Verbindung der Stochastik mit den Be-
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wegungsgesetzen des Fluids einer adiquaten Beschrei-
bung der Turbulenz niherzukommen.

Als mathematisches Modell eines Zufallsversuchs dient
allgemein ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, B, P), wo B.
eine g-Algebra von Teilmengen aus 2 und P ein darauf
definiertes Wahrscheinlichkeitsmafi ist. Die Abbildun-
gen X bzw. V iibertragen, da sie meBbar sind, P in den
Bildraum. Im Falle der stochastischen Funktion gelan-
gen wir zu dem Mabraum (X, H, m). Hier ist H eine ge-
wisse 0-Algebra in X und m gemif

m (AX) = P(V-1(AX)),AXeH,V-1(AX) = AQEB (2)

das BildmaB von P. In Anbetracht des Wesens turbulen-
ter Stromungen sollte ein Wahrscheinlichkeitsraum, des-
sen Grundmenge eine Funktionenmenge X ist, die geeig-
nete Grundlage zur Formulierung stochastischer Model-
le turbulenter Strémungen bieten. Allerdings miissen da-
zu die Daten des MaBraumes an die Besonderheiten sol-
cher Vorgiinge angepabit werden, d. h. es geht darum, die
Abbildung so zu definieren, daf als Bildraum nicht eine
beliebige Funktionenmenge, sondern eine solche er-
scheint, die den zugrunde liegenden Bewegungsgesetzen
(NSG und Kontinuititsgleichung) entspricht.

Bei diesen Uberlegungen spielen Ergebnisse der funktio-
nalanalytischen Unteisuchung der NSG eine entscheiden-
de Rolle, die auf einem verallgemeinerten Losungsbegriff
fuBen (vgl. Anhang, Def. 2). Von den Besonderheiten
der funktionalanalytischen Behandlung instationirer
Vorginge interessiert vorerst allerdings nur die Interpre-
tation von Funktionen der Art u(t, x): Sie werden als
Funktionen der Zeit aufgefat, deren Werte in einem
Raum von Ortsfunktionen liegen. Dementsprechend be-
trachten wir nachfolgend die Realisationen v (t, x) eines
turbulenten Geschwindigkeitsfeldes als Funktionen der
Zeit mit Werten in einem Raum von Ortsfunktionen. Die
Anpassung dieses Rauines an Besonderheiten von Stré-
mungsvorgingen (und an die entsprechende Bewegungs-
gesetze) fiihrt dazu, den v(t, *) gewisse Eigenschaften
zuzuschreiben. Und zwar soll es sich um auf dem Gebiet
G definierte, vektorwertige, solenoidale Funktionen han-
deln, die iiber G quadratisch integrierbar und im verall-
gemeinerten Sinn (sh. Anhang) differenzierbar sind so-
wie auf dem Rand 9G verschwinden. Diesen Raum nen-
nen wir ®H und schlieBen noch zwei Bemerkungen an.
a) Die Annahme der Nullrandbedingung bedeutet keine
Einschrinkung der Allgemeinheit, weil sich beim Uber-
gang zu beliebigen Randbedingungen nichts dndert (vgl.
[7]). b) Die Solenoidalitit ist in einem verallgemeinerten
Sinn zu verstehen (vgl. Anhang, Def. 1).

Nach diesen Festsetzungen haben wir es mit einer Abbil-
dung

v(*,’): AR*>*%H

AR* =[0,T],T>0, v(t,")E®H, v(t,*) = 3)
=1 (60),va (6 0)va (L))

zu tun, die in ihrem Bildraum bereits einige Wesensziige
inkompressibler Stromungen in einem endlichen Ge-

biet G widerspiegelt. Man konnte daher daran denken,
die Potenzmenge SHAR* yon SH mit dem Expohenten
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AR*, d. h. die Menge aller Funktionen mit dem Defini-
tionsbereich AR* und dém Wertebereich SH ([8], S. 14)
als Grundmenge des stochastischen Modells turbulenter
Strdmungen zu benutzen. Das ist jedoch unzweckmibig,
weil die Menge SHAR" viel zu umfassend ist und sicher
auch solche Funktionen enthilt, die als Realisationen
turbulenter Geschwindigkeitsfelder nicht auftreten kon-
nen. Wir miissen daher eine Einschriinkung vornehmen.
Dabei lassen wir uns von der Tatsache leiten, daf im
Augenblick zwar die Ortsabhingigkeit der Realisationen
mit den erforderlichen Eigenschaften ausgestattet ist, die
Zeitabhingigkeit dagegen noch nicht niher gekennzeich-
net ist. Diesbeziiglich gehen wir von der Forderung aus,
daB nahe benachbarten Zeitpunkten auch nur wenig ver-
schiedene Stromungsfelder entsprechen miissen, also eine
in einem gewissen Sinne stetige Funktion vorliegen soll.
Auch der Anspruch, dak v (t, *) beziiglich der Zeit qua-
dratisch integrierbar sein mus, stellt eine sinnvolle Ein-
schrinkung dar. Allen Gesichtspunkten beziiglich der
Zeit- und Ortsabhingigkeit wird der von M. I. Wischik
und A. W. Fursikow eingefiihrte Raum

Z = Ly (0, T;*H) N C([0, T]; *H; ") )

gerecht [9], [10]. Dabei ist SHE' ein im Anhang niher
erlduterter Raum, von dessen Eigenschaften wir hier nur
die Beziehung

sH C SHET

anfilhren wollen. Wegen des ersten Anteils von Z werden
nur solche Zeitfunktionen erfafit, die héchstens auf einer
Menge vom Mak Null keine endliche Norm |l v |l besitzen.
Der zweite Anteil gewihrleistet die angesprochene Ste-
tigkeitseigenschaft. Die eigentliche Rechtfertigung fiir
die Wahl von Z als Grundmenge des stochastischen Mo-
dells turbulenter Stromungen liefert allerdings erst die
folgende Uberlegung.

Wenn es um die Suche nach Mengen geht, die fiir die
Formulierung von Turbulenzmodellen geeignet sind,
wire zuallererst an die Menge der verallgemeinerten Lo-
sungen der NSG

V() + vAv(®) + BE@®,v(E) = g® ©)

zu denken. In dieser Gleichung, deren Ableitungim An-
hang dargestellt wird, bedeutet v’ die verallgemeinerte
Zeitableitung der Geschwindigkeit, » die kinematische
Zighigkeit und A bzw. B sind Differentialoperatoren, die
dem Reibungs- bzw. Transportglied in der klassischen
Schreibweise der NSG. entsprechen. Durch g (t) wird die
Wirkung einer dufieren Kraft beschrieben. In unserem
Zusammenhang interessiert besonders die Menge W aller
Lésungen von (5) fiir beliebige Anfangsbedingungen

v(O0,)=v, ()EH ©)

und beliebige, aber feste Krifte sowie die Nullrandbedin-
gung (wobei man sich entsprechend der obigen Bemer-
kung auch feste andere Randbedingungen vorstellen
darf). Da ein Ziel der modernen statistischen Turbulenz-
theorie die Konstruktion eines MaBes m ist, das die stati-
stische Beschreibung eines turbulenten Geschwindig-
keitsfeldes erméglicht, wire és nur natiirlich, als Grund-



menge des entsprechenden stochastischen Modells W ein-
zusetzen. Das ist aber nicht méglich, weil man die Struk-
tur dieser Menge nicht kennt und daher auch nicht in
der Lage ist, sie anzugeben. Dagegen kann man die
schwiichere Aussage

WcCz @)
beweisen [9], [10]. Sie ist in der beschriebenen Situation
fir uns ausschlaggebend und fithrt zu der Festsetzune
X = Z im allgemeinen stochastischen Modell (X, H, m).
Wir spezialisieren es damit so, daB seine Anwendung
auf Stromungsvorginge denkbar wird. AuBerdem dient
von nun an als Grundmenge ein normierter Raum, so
daf im weiteren die o-Algebra B (Z) der Borelmengen
von Z benutzt werden kann.

Ein zentrales Problem bei der Entwicklung einer sinnvol- '

len Theorie ist die Spezialisierung des Mafies m. Es zeigt
sich, daB Anspriiche an m nicht unabhiingig von den An-
nahmen iiber Z formuliert werden konnen. Zieht man
nimlich — wie soeben geschehen — eine Menge heran,
die W umfaBt, so kommen unter den vielen auf B (Z) de-
finierbaren WahrscheinlichkeitsmaBen m nur solche zur
Beschreibung turbulenter Stromungen in Betracht, die
auf W konzentriert sind. Wir miissen daher die Beziehung

u(W) = 1, p(Z\W) = 0 ®)

fordern, wobei wir die Spezialisierung des Mafies durch
Ubergang zum Symbol u betonen. Die Forderung (8)
besitzt iiber den bisher diskutierten Aspekt hinaus weit-
reichende physikalische Konsequenzen. Dazu halte man
sich vor Augen, daB W sehr stark von physikalischen und
geometrischen Bedingungen geprigt wird, denen die
Stromung unterliegt. Jede Verinderung der Randbedin-
gungen und der #ufieren Krifte fiihrt in einer-durch die
NSG beschriebenen Weise zur Anderung des Feldes und
damit von W. Also sichert diese Eigenschaft des Mafes
den Einflub &dufierer Gegebenheiten auf u und ist aus-
schlaggebend dafiir, dafi die Bewegungsgesetze des Stro-
mungsfeldes in das Modell einbezogen werden. Es han-
delt sich mithin um die Nahtstelle, an der Mechanik und
Stochastik verbunden werden. Wir betonen die beson-
dere Bedeutung dieser Eigenschaft und verzichten dar-
auf, weitere Aussagen iiber u anzufiihren, die z. B. den
Zusammenhang von u mit einem vorgegebenen Ma8 4,
auf dem Raum der Anfangsbedingungen betreffen. Viel-
mehr weisen wir darauf hin, dafi diese Uberlegungen nur
dann den Status einer Theorie erlangen, wenn die Exi-
stenz eines derartigen Mafies u gesichert ist. Dieser Be-

statistische Turbuleriztheorie

I

weis wurde von Wischik gefiihrt. Er liefert zudem noch
das physikalisch sinnvollc Ergebnis, daf der Erwartungs-
wert der kinetischen Energie fiir alle t und der der Dissi-
pation fiir fast alle t (bezogen auf das gesamte Stro-
mungsgebiet) endlich sein mub, wenn dies zum Zeit-
punkt t = 0 gilt.

Das Ergebnis der bisherigen Uberlegungen ist zusam-
mengefaBt in folgender Definition.

Def.: Als raum-zeitliches Modell einer turbulenten Stro-
mung, die unter dem Einflub einer nichtzufilligen Kraft
in dem endlichen Stromungsgebiet G C R3 abliuft, be-
zeichnet man den Wahrscheinlichkeitsraum (Z, B (Z), u)
11}

Bild 1
Vom allgemeinen raum-zeitlichen Modell ist der Uber-
gang zum rdumlichen Modell méglich, das die Grundlage
der Hopfschen Theorie bildet. Dazu dient die folgende
Uberlegung.

Fixiert man in v (¢, *) die Variable t, so erhilt man be-
kanntlich die Ortsfunktion v(t, *) € *H C *Hy T. Sie
heifit t-Schnitt von v (¢, *) (vgl. Bild 1). Indem so jedem
v(*, *) € Zeinv(t, *) ESH, T zugeordnet wird, gelangt
man zu einer Familie { Ty } (AR AR = [0, T] von
Abbildungen

Ty Z-sHpT, )

Sie sind wegen der Wahl von Definitions- und Wertebe-
reich stetig und daher auch mefbar. Infolgedessen geht
gemif

u(ASH;T) =Ty ASHG ), A H,;"€ B(*Hy") (10) -

aus u das Bildmah yu; hervor und wir gelangen vom raum-
zeitlichen Modell (Z, B (Z), 1) zum riumlichen Modell
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(CH-T, B(®H™T), u;) eines turbulenten Geschwindig-
keitsfeldes. Die Bezeichnungen orientieren sich am Cha-
rakter des jeweiligen Grundraumes. Beim raum-zeitli-
chen Modell handelt es sich um einen Raum zeit- u n d
ortsabhingiger Funktionen, wihrend beim riumlichen
Modell nur eine Ortsabhiingigkeit vorliegt. Im Gegensatz
zur raum-zeitlichen Theorie, wo die Strémung durch ein
einziges zeitunabhingiges Ma beschrieben wird, liegt
jedoch beim raumlichen Modell eine Familie von MaGen
vor, die auf SH C SHE' konzentriert sind. Man kann
hier also von der Evolution eines MaBes sprechen, das
sich unter dem Einflufi der Bewegungsgesetze aus einem
Anfangsmab entwickelt. Das Anliegen der von E. Hopf
begriindeten Richtung der modernen statistischen Turbu-
lenztheorie ist es, diesen Prozefs quantitativ zu beschrei-
ben. Im Sinne der oben eingefiihrten Terminologie han-
delt es sich also um eine riumliche Theorie. Insgesamt
kann mit Hilfe dieser Vorstellung die in Bild 2 gezeigt
Systematisierung bisher bekannter Zweige der statisti-
schen Turbulenztheorie vorgenommen werden.

3. Die Hopfsche Theorie und ihre Verallgemeine-
rung durch Foias

Bevor wir auf die Grundgleichung der Hopfschen Theo-
rie eingehen, sollen die physikalischen Vorstellungen
skizziert werden, auf die sich die moderne statistische
Turbulenztheorie hinsichtlich unkontrollierbarer Ein-
flisse auf den Bewegungsablauf stiitzt. Diese resultieren
bekanntlich im wesentlichen aus den Anfangsbedingun-
gen und aus Storungen, die von den Kriften ausgehen
bzw. iiber den Rand des Stromungsgebietes wirken. Von
all diesen und eventuell noch anderen denkbaren Mog-
lichkeiten wird mit Ausnahme der Anfangsbedingungen
abgesehen. Die Beriicksichtigung stochastischer dubierer
Krifte wire angesichts der Definition von W méglich,
soll aber der Einfachheit halber nicht diskutiert werden
(vgl. [9]). Im Grunde genommen handelt es sich also um
die vielfach vertretene Vorstellung, die NSG reagiere sehr
empfindlich auf Veriinderungen der Anfangsbedingun-
gen, wobei kleinen Anderungen zu Beginn nicht notwen-
dig kleine Anderungen des Endzustandes folgen miissen.

Wir gehen nun zu derjenigen Behandlung des riumlichen
Modells iiber, wie sie bei E. Hopf zu finden ist [12]. Die
von ihm angegebene Gleichung bezieht sich nicht auf u,
selbst, sondern auf das leichter handhabbare, aber vollig

dquivalente raumliche charakteristische Funktional
(r.c.F)
elyl® - sfH e sy vy, yeoH. 1)

Indem wir voraussetzen, daf die Losungen v(t, *) der
NSG zur jeweiligen Anfangsbedingung v, (*) eindeutig
sind, ordnet ein Operator W (t) jedem v, € *H eindeutig
ein v(t, *) = W(t) v, € *H zu. Die Anwendung des Satzes
iiber die Transformation von Integralen (vgl. [8], S. 158)
und Differentiation nach der Zeit liefert dann

d®[yl(t)
dt
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i(y,W(t)vq)
e

= if(Y, V') Ho (dvo) . (12)

Wird nun in Gl. (12) v’ mit Hilfe der NSG ersetat, ent-
steht im Ergebnis der Verbindung von MaGtheorie bzw.
Stochastik und Mechanik die erstmals 1952 von E. Hopf
angegebene Gleichung (HG)

delyl() _

N L R IR SR SR AU Y
. 13)

Mit Riicksicht auf die Arbeiten von Foias verzichten wir

_darauf, die rechte Seite von Gl. (13) durch funktionale
Ableitungen auszudriicken. Zusammen mit dem c. F.

By Lyl = 1 &Yy (dv,) )
SH

einer Anfangsverteilung u, beschreibt das Cauchy-Pro-
blem der HG mit der Anfangsbedingung ®[y] (0) =
@, [yl die zeitliche Entwicklung des r. c. F. und damit
des anfanglich gegebenen Verteilungsgesetzes u,. Die
Annahme der Existenz des Operators W (t) scheint eine
wesentliche Einschrinkung zu sein, ist sie doch im drei-
dimensionalen Fall nicht bewiesen. Allerdings ist die
Ableitung der HG auch ohne diese Annahme aus dem
raum-zeitlichen Modell moglich. Darauf wollen wir hier
nicht eingehen. Wir weisen aber darauf hin, daf damit
das Hopfsche Konzept die Méoglichkeit der Losungsver-
zweigung prinzipiell beriicksichtigt.

Aus dem r. c. F. lassen sich durch funktionale Differen-
tiation die Momentenfunktionen des Geschwindigkeits-
feldes gewinnen. Beispielsweise gilt fiir den Mittelwert
EV,, der Geschwindigkeitskoordinate V,, @ =1,2,3

6P =i dv) = iEV,, . 15
m ‘Y=0 lsfHVa(x)“t( v) = iEV, (15)

Die zweite Ableitung liefert gemif

820

—_— = x)vg(x )i (dv) =—EV,V

Bya(x}éyﬁ(x') SfH Vo (%) v (%) e (dv) a'p
die Momente zweiter Ordnung. Es handelt sich um die
Koordinaten des Kovarianztensors, aus denen sich die
Reynoldschen Spannungen, d. h. die Koordinaten des
Reynoldstensors, ableiten lassen. Da sich der Differen-
tiationsproze§ fortsetzen lift, sind bei Kenntnis des
charakteristischen Funktionals alle Momente des Ge-
schwindigkeitsfeldes verfiighar. ’

Eine allgemeinere Moglichkeit zur Bestimmung des Ver-
teilungsgesetzes u; wurde von Foias angegeben [13]. Bei
ihm tritt an die Stelle des speziellen Integranden in Gl.
(11) ein Frechet-differenzierbares Funktional
x:[0,T]-sH->R (16)
das einer gewissen Menge von Testfunktionalen ange-
hort, deren Eigenschaften so gewihlt sind, daB die Inte-
grale der Foias-Gleichung (FG)

}{f [—x(7,v) + <vAv +B(v, v) —g(7), xv(T,v)>]uT(dv)}d1-
o sy

= ) dv) — 0, o/ Mo do
sfﬂx(tv)ﬂt( v) sfo( Vo) Ho (dv,) a7)



X 6)( 6)(

)
existieren. Dabei ist x,, die durch (
6 V2 5 V3

) ge-

gebene Frechet-Ableitung von x.

4. Grundvorstellungen iiber ein Niherungsverfah-
ren zur Losung der Foias-Gleichung

Bis heute mangelt es an Losungsmethoden des Anfangs-
wertproblems der HG oder der FG, die allen Anspriichen
in mathematischer und physikalischer Hinsicht entspre-
chen. Als Beitrag zum Studium des Problems sollen
nachfolgend erste Vorstellungen iiber ein Verfahren zur
niherungsweisen Behandlung der Foias-Gleichung skiz-
ziert werden. Sein Wesen besteht darin, die Vorgehens-
weise der modernen statistischen Turbulenztheorie nicht
auf die NSG, sondern auf ihre Galerkin-Approximatio-
nen anzuwenden [14]. Dazu wihlen wir in SH ein voil-
stindiges Orthonormalsystem - J} =1 und bezeich-
nen mit H(®) den durch { Wi, ..., wWpb aufgespannten
Unterraum. Ein v(2) € H(n) beSItzt die ?)arstellung

vin) = z a; (1) w (x) (18)

wobei v(n) und w; vektoriellen Charakter tragen. Der
entsprechende Operator

P, :sH~ H(n) (19)

der orthogonalen Projektion ist mefbar und ordnet gemifs

dem Mab u; die Familie seiner Projektionen u( ) auf
H(®) zu. Auf diese Weise steht dem riumlichen stocha
stischen Modell (SH_ , B(SHy ) ;) die Familie end-
lichdimensionaler Mafirdume { (H(™M), B (H(n)), u(n)) P n
gegeniiber. Da die Basisfunktionen fest gewihit sind, be-
steht eine eineindeutige Abbildung von H(M) auf die
Menge aller n-Tupel a(1) = ( (a3, . .-, a,). AuBierdem liegt
Isomorphie vor und die Riume H(®) bzw. R™ kénnen
identifiziert werden. Daher ist das Maf u(n) auch auf R
erklirt. Nun lassen sich die (a;,. .., an) als Realisatio-
nen eines zufilligen vektors (A;,..., A) interpretie-
ren, ebenso wie die v(t, x) Realisationen eines stochasti-
schen Feldprozesses sind. Aus dieser Sicht ist u(l ) (AR)
die Wahrscheinlichkeit, daf a; zum Zeltpunkt t in
AR€EB (R) liegt. Entsprechend bedeutet u (A R, -
ARy) die Wahrscheinlichkeit, dab die Reahsatlon aj in
AR; und ay in A Ry liegen.

Im weiteren setzen wir voraus, daf das Ma6 u(:') beziig-
lich des Lebesgueschen Makies auf R™ absolut stetig ist.

Dann besitzt es eine Dichtefunktion p(®) (7, a(")) und es
gilt

WP aRm) = iRnP(")(t,a@)) da(n), ARRE B (R™) (21)
Die Berechnung von p(n) ist das — nur niherungsweise

erreichbare — Ziel. Wir ersetzen dazu in der FG 5H durch
H(M) und v durch v(P). Es entsteht eine Niherungsglei-

chung, die der aus der NSG hervorgehenden Galerkin-
Gleichung entspricht.

}{ f( )[— X (7,v)) + <p AV + B (), v(0))
H n

- g(T)’XV(T,V(n))>]ﬁ$_n)(dv(n))} dr
’ (22)
- )y A gy
Jmy X E

-1 O @) el
H n

Als Ersatzproblem der Foias-Gleichung spiegelt es diese
nur nidherungsweise wider. Daher sind seine Losungen
fz(rt‘) i. a. auch nicht mit den Projekiionen u(?) von
identisch. Sie sind nur als Niherungen aufzufassen und
bilden insbesondere auch kein projektives System. Wohl

(n)

durch Pro;ekhon hervor. Mit der Approximation von v
durch V(") geht X gemiifs

aber geht u ' aus dem vorgegebenen Anfangsmal

X (4,vM) = x(t,a)) (23)
in eine Funktion von n+1 Variablen iiber. Wie man zei-
gen kann, entsteht bei diesem Ubergang aus der funktio-
nalen Ableitung X, entsprechend

ax(td()
t, (n)y = 2 AR S b
Xy (t, Vi) = 21 oy

eine Summe partieller Ableitungen. Daher erhalten wir
bei dem geschilderten Vorgehen zu jedem n jeweils eine
partielle DGL. Eine Rechnung, auf deren Details wir hier
nicht eingehen konnen, filhrt schlieflich zu dem An-
fangswertproblem

aﬁ(n) n 3
at _1 da (VJ_E oyt ’2 a; ay by — dp) p) (¢, a(n)
p™) (0,a) = p®) @@y, (25)

in dem durch ﬁ(“) die Dichtefunktionen von (") be-
zeichnet werden und cy; = (Aw;, wy), by = (B (w;, W),
wyp), dy = (g, w) bedeuten. Von besonderem iﬁterease
diirfte die Tatsache sein, daf dieses System auch bei An-
wendung der Theorie dynamischer Systeme auf die Tur-
bulenz folgt [5], [6].

Die Gleichungen (25) entsprechen der Liouville-Glei-
chung der statistischen Mechanik. Sie sind linear und auf
jeder Stufe abgeschlossen. Damit iiberwindet die moder-
ne statistische Turbulenztheorie das Abschluproblem
der klassischen Richtung. Andrerseits liegt wegen der mit
n wachsenden Zahl von Variablen die Anwendung der
Aufgabe (25) fiir konkrete Strémungsprobleme gegen-
wirtig noch nicht im Bereich des moglichen. Weitere
Untersuchungen miissen zeigen, ob diese Schwierigkei-
ten ilberwunden werden konnen oder ob andere Zuginge
giinstigere Voraussetzungen fiir die Losung des in vielen
Punkten noch offenen Turbulenzproblems bieten.

Wir danken Herrn Prof. Schultz-Piszachich fiir die kriti-
sche Durchsicht der Arbeit und Anregungen zu ihrer
Verbesserung. , 69



Anhang
Funktionenriume und verallgemeinerte Losungen der
NSG

Die moderne statistische Turbulenztheorie benutzt
Funktionenriume, die den Bewegungsgleichungen in-
kompressibler Fluide angepaBt sind. Sie sollen nachfol-
gend exakt definiert werden. Anschlieend erfolgt der
Ubergang von den klassischen Bewegungsgleichungen zur
verallgemeinerten Problemstellung in Form einer Opera-
tordifferentialgleichung. Dabei wird immer ein endliches
Strémungsgebiet G C RN mit einem hinreichend glatten
Rand 0 G vorausgesetzt.

Werden zu einer Menge alle ihre Grenzelemente hinzuge-
fiigt, entsteht ihr Abschluf. Jedes Element des Abschlus-
ses liBt sich als Grenzwert einer Folge darstellen. Natiir-
lich spielt der dabei benutzte Abstandsbegriff eine Rolle,
so dafi man von ein und derselben Menge ausgehend zu
unterschiedlichen Riumen gelangt.

Def. A1:
H; (G) = SHj ist der Abschlufs der Menge

v={verec @M dvw=0} @1

in der Norm

1
n 1
Iv(-)ly . = (f = Z|DU%i(x)|? dx)2 A2
() g, (c|a|<n=1 (x)1* dx) (A2)
mitx = (x,..., xN), v(x)= (v (x),..., VN (%)),
a=(a ay), lal 1% D« “alal
= ey , lal = .y =
1 N o1 301 x1 __ gaN xN

Beim Ubergang zum Abschluf werden die Eigenschaften
der Funktionen aus W (sie erfiillen die Nullrandbedin-
gung, sind solenoidal und differenzierbar) auf die Funk-
tionen von SH; im verallgemeinerten Sinn iibertragen.
Insbesondere besitzen sie verallgemeinerte Ableitungen
bis zur Ordnung r: SHy ist ein Teilraum des Sobolew-
raums (W' (G))N und mit dem Skalarprodukt

(u,v)g’r ! I£< IZlDaul(x)Davl(x) dx (5 3)
ein Hilbertraum. Wir setzen SHO =SH.

Der Dualraum von SH wird mit sH " bezeichnet. Wie
iiblich, ist <u, v> = u(v) der Wert des beschrinkten
linearen Funktionals u € sH T an der Stelle vE SH r.
Die Ortsabhingigkeit ist nunmehr mit Eigenschaften aus-
gestattet, die zur Entwicklung einer sinnvollen Theorie
gefordert werden miissen. Wir wenden uns daher der
Zeitabhingigkeit zu. Zur Beschreibung zeitabhiingiger
Vektorfelder werden die Funktionenriume

Ly (0, T; *HJ), 1 <p < bzw. C(0, T; sHy) benutat,
dle bezughcﬁ der Zeit t mefibare bzw. stetlge Funktio-
,*) mit Werten u(t,*) in SHy enthalten (ge-
nauere Definition in [10]). Insbcsondere sollen die ver-
allgemeinerten Losungen der NSG im Raum

nen u(*

V = {u(*,*)E Ly (0, T;%H} )N Loo(0, T;H) : u'(~,-)€L°°(0,T;SH2_')]

1
7Nt (A4

bestimmt werden (vgl. Def. A2). Die Zeitableitung
u'(,*) ist wieder im verallgemeinerten Sinne zu ver-

stehen, d. h. fiir alle vE SH2r ist
, d
<u'(,*),v> = E{(u(t,'),v)z’o . (A5)

Daraus folgt insbesondere, daf der Faum
Z = Ly (0,T;H) N C(0, T;*H; ") (A6)

den Raum V umfafit. Es gilt
YCZ. ) (A7)

Um zur verallgemeinerten Problemstellung der NSG zu
gelangen, betrachten wir in G C RN, N = 2,3 die Bewe-
gung einer inkompressiblen Fliissigkeit, deren Geschwin-
digkeit u (t, x) im Zeitintervall AR* = [0, T] durch fol-
gende Gleichungen beschrieben wird:

(O,T) . G:a—at u(t,x)— v Ay u(t,x)

N .
+ Z u‘(t,x)——a—_ u(t,x)+ V, p(t,x)=f(t,x) (A8)
i=1 ax!

divu(t,x) = 0 (A9)

[0,T]-8G:u(t,x) = 0 (Nullrandbedingung) (A 10)
G:u(0,x) = u,(x) (Anfangsbedingung) (A 11)

Dabei wurde fiir die Dichte der Fliissigkeit p = 1 gesetat,
p (t, x) steht fiir den Druck, v fiir die kinematische Zihig-
keit und f(t, x) bezeichnet den Vektor einer duBieren
Kraft. Um vom klassischen Rand-Anfangswertproblem
(A8) — (A1l) zum entsprechenden verallgemeinerten
Problem zu gelangen, ist (A 8) zuniichst (in RN) skalar
mit einer Funktion aus der Menge (A 1) zu multiplizie-
ren. AnschlieBend wird iiber G integriert und durch par-
tielle Integration umgeformt. Es entsteht dann:

T V) ragult v ()

thut, ), u(t,c), v(+)) = (EE ), v(*))
)2.0 aus (A 3) und

(A12)

mit dem Skalarprodukt (¢ ,*) = (- ,*

a(u,v) = —(u, Av) sowie

b (u,w,v) = f E ul (x) wl (x) —1 vl (x) dx.
G ij=1

Fiir r >-§ + 1 gelten die Abschitzungen |a (u,v)| <

¢ llully gllv |!2 L und [b(u,w,v)I<

so dafs zu beliebigem u € SH durch
<Au,v>:=a(u,v) (A 13a)

bzw. zu u, w € SH durch



<B(u,w),v>:=b(u,w.v), VESH2" (A 13b)

jeweils beschrinkte lineare Funktionale Au bzw. B (u,w)
€ st—r auf SHE bzw. sHé . 5H2r erkldrt, d. h. A bzw. B
sind beschrinkte Operatoren A: SH~>SH;™, B:sH - SH~
SH3". Aus der Beziehung (A 12) entsteht die Operator-
differentialgleichung in SHy™" (fiir fast alle t € (0, T))

a' (o) +vAu(t, )+ Bu(t,*),u(t,*)) =g(t,*) (Al4)
wenn g(t,*) € SHyT das durch <g(t, *), v(*)> =
(f(t, *), v(*)) definierte lineare Funktional ist und die
Beziehung (A 5) und (A 13) benutzt werden.

Diese Uberlegungen gestatten es, den Begriff der verall-

gemeinerten Losung durch folgende Definition einzu-
fithren.

Def. A 2: Eine Funktion u € V (vgl. (A 4)) heifit verall-
gemeinerte Losung von (A8) — (A11) zur Anfangsbe-
dingung u, (*) €°H und zur rechten Seite f(,*) €
Loo(0, T; SH), wenn sie fiir fast alle t € (0, T) die Glei-
chung (A 14) erfiillt und ‘

u(0,) = u, (*)

gilt.

Nach der hier skizzierten Herleitung von (A 14) ist jede
klassische Losung von (A 8) — (A 11) (die dann beziig-
lich t einmal und beziiglich x zweimal stetig differen-
zierbar ist) auch verallgemeinerte Losung gemif Def.
A2. Eine verallgemeinerte Losung braucht dagegen nur
fiir fast alle t verallgemeinerte Ableitungen 1. Ordnung
heziiglich t und x zu besitzen.

(A15)
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